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1. Bevezetés

A néhánytól néhány száz nanométerig terjedő nanorészecskék egyre kiemelkedőbb szere-
pet töltenek be, legfőképp a katalízis, az elektronika, a gyógyászat és a környezetvédelem
területén. Ennek oka, hogy kis méretük és nagy felület-térfogat arányuk speciális tulaj-
donságokkal ruházza fel ezeket a részecskéket, amelyek kitűnően alkalmassá teszi őket a
különböző felhasználásokra. Bár mind természetes, mind szintetikus úton előállíthatók, az
utóbbi jelentősége sokkal hangsúlyosabb, és manapság leginkább nemesfémekből, platina-
fémekből, illetve átmenetifém-oxidokból vagy szulfidokból állítják elő a nanorészecskéket.

A zöld kémia esetében a katalitikus módszerek fejlesztése kerül egyre inkább előtérbe,
hiszen ilyen formában nemcsak a reakciók kimenetelét gyorsíthatjuk meg, de a szelek-
tív átalakításokat is támogathatja, minimalizálva ezzel a melléktermékek és a hulladék
mennyiségét. A nanotechnológiát és az orvostudományokat ötvöző nanomedicina nagyon
ígéretes az egészségügy számára, s benne a nanorészecskék mind a diagnosztikában (CT,
MRI), mind gyógyszerhordozó rendszerként máris óriási szerepet töltenek be. Nem sza-
bad megfeledkezni azonban a potenciális toxicitásról és a környezetre gyakorolt (negatív)
hatásokról sem, amelynek okai a különleges fizikai-kémiai sajátságaikból származtathatók.

A nanorészecskék fentebb említett kivételes tulajdonságait döntően a méretük és an-
nak eloszlása befolyásolja, ezért a részecskék képződési kinetikájának megértése is elke-
rülhetetlen. Az eddig meglévő modellek közül említést érdemel a Smoluchowski-modell
és a LaMer-modell. Ezek egy továbbfejlesztett változataként is tekinthető a mára jól
kidolgozott Finke-Watzky modell, és érdemes megemlíteni a Becker-Döring modellt és
annak szélső eseteként is ismert, Lipshitz-Slyozov-Wagner modellt is. Ezen túlmenően a
nanorészecskék átlagos méretét és eloszlását kinetikai tényezők határozzák meg, és ter-
modinamikailag instabilak a szilárd fázishoz (bulk) képest. Ezért méretük szabályozása a
képződési kinetika alapos ismeretét igényli.
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2. Célkitűzések

A nanorészecskék képződése kinetikai szempontból sok hasonlóságot mutat a polimeri-
zációs folyamatokkal. A meglévő modellek adaptálása a nanorészecskék képződésének
pontos leírására azonban továbbra is lényeges kihívást jelent. Ma már nyilvánvaló, hogy a
részecskeméret döntő szerepet játszik potenciális alkalmazásaikban, mivel nagymértékben
befolyásolja katalitikus tulajdonságokat és toxicitást.

A nanorészecskék képződésével kapcsolatos korábbi kutatások determinisztikus mo-
delleket alkalmaztak, amelyek közelítő megoldásokat adtak. Ezek a megoldások alkalmaz-
hatók a nanorészecskék koncentrációinak időbeli alakulásának kiszámítására de a bennük
lévő közelítéseket és elhanyagolásokat ritkán tesztelték szisztematikusan.

Kutatásaim egyik kulcsfontosságú célja a különböző kernelfüggvények, így a tömeg-,
felület-, Brown- és diffúziós kernelek alkalmazása és összehasonlítása, hogy meghatároz-
zuk a végső nanorészecskeméret-eloszlás legmegfelelőbb közelítését. Ezek a kernelek a
nanorészecskék képződési mechanizmusának matematikai leképezéseiként szolgálnak, le-
hetővé téve, hogy mélyebb betekintést nyerjünk a különböző kinetikai tényezők szerepébe
a nanorészecske méretének és eloszlásának meghatározásában. Ezen túlmenően a dolgo-
zat célja robusztus módszer(ek) kidolgozása a nanorészecskeméret-eloszlással kapcsolatos
kísérleti adatok értelmezésére. A fejlett modellezési technikák és a kísérleti eredmények
összehasonlításával validálhatjuk és finomíthatjuk az elméleti előrejelzéseket, ami a nano-
részecskék képződésében szerepet játszó komplex kinetika átfogóbb megértéséhez vezet.
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3. Feltételezések és módszerek

A modell

Az általánosított gócképződési-növekedési modell első lépése során néhány monomeregy-
ség alkot egy gócot, amely egy jóval gyorsabb, másodrendű reakcióban növekszik tovább,
egy monomeregység egy nanorészecskéhez való hozzáadásán keresztül. A reakciólépések
és a hozzájuk tartozó sebsségi egyenletek az alábbi módon adhatók meg:

nM kM−−→ Cn n ∈ Z+ υM = kM[M]n

Ci +M
K(i)kg−−−→ Ci+1 i ≥ n υg,i = K(i)kg[M][Ci]

(1)

A fenti, tömör jelölésmód nagyon sok, különböző modellt jelképez. Az egyenletekben sze-
replő M a monomeregységet jelöli, míg a Ci a pontosan i monomeregységet tartalmazó
nanorészecskét jelenti. Az n pozitív egész szám, amely a monomergeységek azon legki-
sebb számát határozza meg, amely már gócot képezhet. Az kM és a kg a gócképződés és
a növekedés sebességi állandóit adják meg, míg a υM és a υg,i ugyanezen lépések sebes-
ségét. A K(i) kernelfüggvény fejezi ki, hogy a gócnövekedés sebességi állandója hogyan
függ a részecske méretétől. Kutatásaim során alapvetően négy különböző kernelfüggvényt
feltételeztem: a tömegkernel (közvetlenül arányos a tömeggel vagy térfogattal, K(i) = i),
a felületkernel (közvetlenül arányos a felülettel, K(i) = i2/3), a Brown-kernel (közvetle-
nül arányos a lineáris mérettel, K(i) = i1/3), és a diffúziós kernel (független a mérettől,
K(i) = 1).

Egyszerűsítések

A matematikai kezelésmód egyszerűsítése és a paraméterek számának csökkentése érde-
kében dimenziómentes mennyiségeket vezettünk be. Ezek lehetővé teszik, hogy a na-
norészecskék koncentrációját időben leíró differenciálegyenleteket valamivel egyszerűbb
formába hozzuk:

dm

dτ
= −nαmn −

∞∑
j=n

K(j)mcj

dcn
dτ

= αmn −K(n)mcn

dci
dτ

= K(i− 1)mci−1 −K(i)mci i > n

(2)
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Az egyenletekben szereplő m a monomeregység dimenziómentes koncetrációja, ci pedig a
nanorészecskéké. Az α jelöli a gócképződési és -növekedési sebességi állandó arányát, míg
a τ a dimenziómentes időt jelképezi.

Az általunk vizsgált populációk matematikai leírásában gyakran előnyös a momentu-
mok használata. A nanorészecske-koncentrációk q-adik momentumát az alábbi egyenlet
definiálja, ahol q bármely valós szám lehet:

µq =
∞∑
j=n

jqcj (3)

Az első momentum a monomeregységek teljes mennyiségét jelenti a nanorészecskékben:
ez az anyagmegmaradás törvényének megfelelően sosem változik meg a rendszerben. Az
erre felírt differenciálegyenlet megoldása is ezt igazolja:

µ1 +m = 1 (4)

A nulladik momentum fizikai jelentéstartalma a nanorészecskék összkoncentrációja
a dimenziómentes mennyiségekkel kifejezve. Ez esetben azonban a differenciálegyenlet
analitikus megoldása már komolyabb erőfeszítéseket igényel, amely többek között egysze-
rűsítési eljárásokat foglal magába.

A Brown- és a felületkernel esetében még érdemesnek bizonyul az 1/3-ik és a 2/3-ik
momentum bevezetése is, amelyek tapasztalataink szerint jó közelítéssel megbecsülhetők
az első és nulladik momentum megfelelően súlyozott geometriai közepeként.

Sztochasztikus közelítés

A folytonos idejű, diszkrét állapotterű sztochasztikus közelítés során molekulaszámokkal
dolgozunk koncentrációk helyett, így az időfüggést (is) leíró modell lényegében egy foly-
tonos idejű Markov-láncnak tekinthető (X(τ) = (X0(τ), X1(τ), . . . , XN(τ))). Az összes
monomeregység, valamint a pontosan i monomeregységet magába foglaló nanorészecskék
számának összege adja meg a teljes molekulaszámot a modellünkben:

x0(τ) +
∞∑
i=n

ixi(τ) = N (5)

A fenti egyenlet bármely időpillanatban igaz a tömegmegmaradás törvénye miatt. A
lehetséges megoldások száma (matematikailag lényegében egy diofantoszi egyenlet meg-
oldásinak száma) adja az állapotok számát. Ezen sztochasztikus közelítés során az ál-
lapotvalószínűségek időbeli változását leíró közönséges differenciálegyenlet-rendszernek a
megoldása nehézségekbe ütközik az állapotok hatalmas száma miatt, így ezen számítása-

4



ink Monte Carlo szimulációkon alapulnak a Gillespie-algoritmust alkalmazva. Itt az egyes
lépések infinitézimális átmeneti valószínűségeit a determinisztikus sebességi egyenletekkel
analóg módon definiáltuk.

Az alkalmazott szimuláció lényege, hogy minden egyes lépés során két független, egyen-
letes eloszlású véletlen számot generál 0 és 1 között. Az első véletlen számot az idő
növelésére használja a következő egyenlet szerint:

τúj = τ régi − ln rnd1
N∑
j=1

pj(τ régi)

(6)

A másodikkal azt döntjük el, hogy a nem nulla infinitézimális átmeneti valószínűségű
lépések közül melyik következik be. Egy adott, i-edik sorszámú lépés akkor és csak akkor
következik be, ha teljesül a következő egyenlőtlenség:

i−1∑
j=1

pj(τ
régi)

N∑
j=1

pj(τ régi)

≤ rnd2 <

i∑
j=1

pj(τ
régi)

N∑
j=1

pj(τ régi)

(7)

Ezen lépés bekövetkezése a molekulaszámokban változásokat idéz elő, amelyek addig is-
métlődnek, amíg az összes infinitézimális átmeneti valószínűség nulla nem lesz (a modell-
ben nincsenek megfordítható lépések, így ilyen végállapot valóban létezik).

x0(τ
new) = x0(τ

old)− n;xn(τ
new) = xn(τ

old) + 1, ha i = 1

x0(τ
new) = x0(τ

old)− 1;xi(τ
new) = xi(τ

old)− 1;

xi+1(τ
new) = xi+1(τ

old) + 1, ha i > n

(8)

A szimulációkat a Matlab programban írt kódok segítségével futtattuk le, mind a négy
különböző kernelfüggvény esetére, különböző n értékeket megadva a gócképződési lépés-
hez. A kezdeti molekulaszámokat 106 és 108 között választottuk meg, amelyek bár kis
értékek a valós esetekhez képest, azonban számítástechnikailag kezelhetők, és már így is
lényeges következtetések levonását lehetővé tévő eredményekhez jutottunk a determinisz-
tikus számításokkal való összevetéshez. A sebességi állandók arányát, vagyis az α-t mindig
1-nél jóval kisebbnek választottuk, hiszen a növekedési lépésnek sokkal gyorsabbnak kell
lennie, hogy értelmes méretű részecskékhez jussunk.

5



4. Eredmények

A nanorészecskék dimenziómentes összkoncentrációjának meghatározásához a nulladik
momentum analitikus megoldásait kell megtalálnunk a különböző kernel függvények ese-
tére. Ehhez első közelítésként a monomeregységek dimenziómentes koncentrációját te-
kintjük a µ0 függvényében.

dm

dµ0

∼= −
m

∞∑
j=n

K(j)cj

αmn
(9)

A közelítő módszerrel kapott megoldásokat a nanorészecskék végső méretére, valamint
azokat nem skálázott formában felírva, az 1. táblázat foglalja össze.

1. táblázat. A nanorészecskék végső mérete a különböző kernel függvények esetében
Kernel függvény Átlagos végső nanorészecske méret (M̄∞)

Diffúziós kernel
√

nkg

2[M]n−2
0 kM

Felületkernel 4

√
27
64

(
[M]n−2

0 kM
nkg

n∏
j=1

3j
3j−2

)−3/4

Brown-kernel
(
3
5

)3/5( [M]n−2
0 kM
nkg

n∏
j=1

3j
3j−1

)−3/5

Tömegkernel (n = 1) [M]0kg

ln
(
1+

[M]0kg
kM

)
kM

Tömegkernel (n > 1)
[M]−n

0 ([M]20+[M]n0nkM)
(
1+

[M]n−2
0 nkM
kg

)−n

ln

(
1+

[M]2−n
0 kg

nkM

)
kM

n−1∑
i=1

1
i

[M]2−n
0 kg

(
1+

[M]n−2
0 kM
kg

)1+i−n

kM

A számítasokban lévő közelítéseket az elhanyagolásokat nem tartalmazó, sztochasz-
tikus, Gillespie-szimuláció eredményeivel összevetve validáltuk, ahogy azt az 1.ábra is
bemutatja a Brown-kernel öt különböző esetére (n = 1, 2, 3, 4, 5).

A nanorészecskék koncentrációinak időbeli változására pontos, szimbolikus megoldást
mindössze három esetben sikerült találnunk. Az első a diffúziós kernel azon esete, amikor
az gócképződés elsőrendű (n = 1):

[Ci] = −
1

[M]0kg

e

kM

kM−[M]0kg

√√√√ kM(2[M]0kg+kM)
[M]20k2

g

 tanh

ArcTanh

[√
kM

2[M]0kg+kM

]
+1

2
[M]0tkg

√√√√ kM(2[M]0kg+kM)
[M]20k2

g


[M]20k2

g − 1



kM

i−1∑
j=0

1

j!

 [M]0kg

√
kM(2[M]0kg+kM)

[M]20k
2
g

tanh

(
1
2
[M]0tkg

√
kM(2[M]0kg+kM)

[M]20k
2
g

+ tanh−1
(√

kM
2[M]0kg+kM

))
kM

− 1


(10)

Sikeresen találtunk szimbolikus megoldást még a tömegkernel esetére, amikor a góckép-
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1. ábra. Átlagos végső nanorészecske-méret a gócképződési és növekedési sebességi állandó
arányának függvényében a Brown-kernel n = 1, 2, 3, 4, 5 esetére. A pontok a sztochaszti-
kus szimuláció eredményeit reprezentálják, míg a vonalak a determinisztikus formulákat.

ződés első- (n = 1), illetve másodrendű (n = 2):

[Ci] =

(
1− e

− t([M]0kg+kM)

[M]20

)
kM

i ([M]0kg + kM)
(11a)

[Ci] =
[M]02k

i−2
g k2

M(i− 1)

(2kM + (kg − 2kM)e−[M]0kgt)

i∏
j=2

(2kM − kgj − kg)

+ [M]0

i∑
j=2

kM (j2 − 1)

(2kM − kgj − kg) j

(
i− 1

j − 1

)
(−1)j( kg

2kM + (kg − 2kM)e−[M]0kgt

) kg
2kM−kg

− 1

 (11b)

Minden más esetben numerikus számolásokat kell végeznünk az időfüggő ci változók meg-
határozásához.
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5. Tézispontok

1. Általános gócképződési-növekedési modellcsaládot vezettem be nanorész-
ceskék képződésének kinetikai leírására, amelyben a nanorészecskék re-
aktivitásának méretfüggését egy kernelfüggvény fejezi ki. A modellekben
az első lépésben néhány (n) monomeregység gócot képez, amely aztán tovább nö-
vekszik egy monomeregység hozzáadásával. Négyféle kernelfüggvényt vizsgáltam:
a tömeg-, felület, Brown- és diffúziós kerneleket. A koncentrációk időbeli változá-
sát leíró differenciálegyenlet-rendszert dimenziómentes mennyiségekkel adtam meg,
és a matematikai kezelésmód egyszerűsítése érdekében a momentumok fogalmát is
alkalmaztam.

2. A modellben pontos, szimbolikus megoldásokat találtam a koncetrációk
időbeli változására a diffúziós kernel n = 1 és a tömegkernel n = 1 és n = 2

esetére. Az összes többi esetben numerikus számításokra és időnként ezzel együtt
elhanyagolásokra is szükség volt.

3. Közelítő differenciálegyenletet vezettem be a nulladik momentum (a na-
norészecskék összkoncentrációja) meghatározására. A közelítést alkalmazva
analitikus megoldásokhoz jutottam az átlagos végső részecskeméretre mind a négy
kernel függvény esetében, n értékétől függetlenül.

4. A kidolgozott közelítéseket Gillespie-szimulációkkal validáltam. Sztochasz-
tikus kinetikai szimulációkat végeztem a modellcsalád összes kernelfüggvénye és
n értéke esetében a Gillespie-algoritmust alkalmazásával, ehhez Matlab program-
nyelven írtam megfelelő kódot. Az elhanyagolások által okozott hibát a Gillespie-
szimulációkkal való összehasonlítás segítségével jellemeztem, a számunkra fontos
paramétertarományban ez elhanyagolhatónak bizonyult.
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