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Bevezetés

Ezen tananyag az orvosdiagnosztikai laboratériumi és képalkot6 diagnosztikus szak hall-
gatéi szdmdra frédott. A megirds oka az, hogy nem 4ll rendelkezésre olyan kdnyv vagy
jegyzet, ami éppen azt az ismeretanyagot tartalmaznd, amire ezen a szakon sziikség van.
Léteznek kitlind konyvek, amelyek jol haszndlhatéak az ismeretek elmélyitésére, de 4lta-
1dban sokkal tobb anyagot tdrgyalnak, mint amennyit a szakon oktatunk. Emiatt a hallga-
téknak erdsen szelektdlniuk kellene, ami a felkésziilést tilzottan munka- és idéigényessé
tenné.

A tananyag célja tehat az, hogy a szakon sziikséges matematikai ismereteket foglalja
Ossze olyan jOl kezelhet6 elektronikus formdban, ami segiti az anyag megértését és elsa-
jatitasat.

Az oktatds és a tananyag is természetes modon épit a kozépiskolai ismeretekre. Célja
azonban a magasabb matematikdba val6é betekintés, a differencidl- és integralszamitas
alapjainak 4taddsa. Mivel nem matematikus hallgatékat oktatunk, és a tanterv altal ren-
delkezésiinkre bocsatott id6 is rovid, sokszor engedniink kell a szigord matematikai ko-
vetkezetességbol.

Mint ismert, a matematika axiomatikus tudomdny. Ez azt jelenti, hogy minden kimondott
tételt kordbban igazolt tételekre vezet vissza, azok alapjan bizonyitja be a tétel igazsagit.
A visszavezetés azonban nem folytatddhat a végtelenségig. El6bb-utébb eljutunk olyan
itéletekhez, melyeket nem bizonyitunk, hanem alapvetd, szemléletiinkbdl kovetkezd vagy
altalanositdsokbdl ad6dé igazsdgnak, axiomdnak fogadjuk el 6ket. Tulajdonképpen tehét
minden tétel az axidomdkra vezethetd vissza, sorozatos bizonyitdsok utjan.

Ez a kovetkezetes levezetés az, amiben komoly megalkuvasokra kényszeriiliink. A sza-
kon a matematika oktatdsdnak nem az a célja, hogy minden tételt szigorian bizonyitsunk,
hanem az, hogy a hallgatok haszndlni legyenek képesek matematikai ismereteiket.
A megértést és a haszndlatot megkonnyitheti azonban a tételek bizonyitdsdnak ismerete.
Ismertetiink ezért olyan tételeket, melyeknek bizonyitdsit leirjuk és ismeretét meg is
koveteljiik a hallgat6kt6l. Szerepelnek a tananyagban olyan tételek is, melyeket kimon-
dunk és haszndlunk ugyan, de bizonyitdsukkal hely- és id6hidny, a bizonyitds bonyolult-
sdga vagy a sziikséges el@ismeretek hidnya miatt nem foglalkozunk. Néha utalunk szem-
Iéletiinkre is, ami egy matematikus szdmdra természetesen elfogadhatatlan, de egy anali-
tikus taldn hagyatkozhat ra.

Definicidkat is siirlin fogunk lefrni a tananyagban. A definici6 a definidlandé fogalmat
mds, kordbban megalkotott, egyszerlibb definicidk segitségével irja le. A legegyszeriibb
fogalmakat nincs mire visszavezetniink, ezeket alapfogalmaknak tekintjiik, legfeljebb
koriilirassal irhatjuk le dket. Ilyen alapfogalom példdul a pont vagy a halmaz.
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Kedves Olvasok!

Mindezeket szem eldtt tartva fogjanak hozza az anyag elsajatitisahoz! Higgyék el a szer-
zOnek, hogy a matematikdban sok szépség rejlik, egy-egy feladat megolddsa komoly
sikerélményt okozhat! Ha néhany hallgaté felfedezi ezt a szépséget, a tobbiek pedig csu-
pan elsajatitjdk a sziikséges ismereteket, akkor a tananyag és a szerzd is elérte céljat.



1. Halmazok

A halmazok és a veliik kapcsolatos definiciék és miiveletek kdzponti szerepet jdtszanak
a matematikdban. Taldlkozunk veliik a fliggvénytan, a differencidl- és integralszamitas, a
val6sziniliségszdmitds, a matematikai statisztika tdrgyaldsdndl egyardnt. Fontossagukra
valé6 tekintettel 4ttekintjiikk a halmazokra vonatkoz6 alapvet6 ismereteket annak ellenére,
hogy a kdzépiskolai tananyag foglalkozik a halmazokkal.

1.1. A halmaz fogalma

A halmaz bizonyos meghatirozott dolgok dsszessége. Ezek a dolgok lehetnek valésdgo-
sak is, illetve olyanok, amelyek csak gondolatban 1éteznek. A halmazokat alkoté dolgokat
a halmaz elemeinek nevezziik. Azt, hogy egy a elem a H halmaznak eleme, a kovetkez6
mobdon jeloljiik:

ae H.

be H
jelolés azt fejezi ki, hogy b nem eleme H-nak.

Meg kell jegyezniink, mieldtt tovibbmennénk, hogy a fenti halmazfogalom nem defini-
cid, csupan a fogalom koriilirdsa. Az osszesség sz6 ugyanis a halmaz szinonimdja, tehit a
fogalmat nem vezettiik vissza mds, mar definidlt fogalomra. A halmaz alapfogalom a ma-
tematikdban.

A halmazt tobbféleképpen megadhatjuk. Ha viszonylag kevés eleme van, akkor egysze-
rlien felsorolhatjuk az elemeket, kapcsos zdréjelek kozé téve Oket:

A={1,2,3,4,5},
vagy
C= {he’tfé’ ,kedd , szerda, csiitortok, péntek, szombat, vasa’rnap}. (1.1)

Megadhatjuk a halmazt definicidval is. Péld4ul az (1.1) felsorolds helyett hasznédlhat6 a
kovetkez6 forma:

C= {A hét napjai} .

Nagyon fontos, hogy egyértelmiien el tudjuk donteni egy elemrdl, hogy az adott halmaz-
hoz tartozik-e vagy sem. A kovetkezd definicié példaul nem megfeleld:

D= {Az évfolyammagas hallgatéi} , (1.2)
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mivel az, hogy ki a magas, nem egyértelmlien meghatarozott. (1.2) helyett példaul a ko-
vetkez0 definicié lehet jo:

D= {Az évfolyam 175 cm-nél magasabb hallgatéi}.

Ha felsoroldssal kivanjuk megadni a halmazunkat, de nagyon sok elemiink van, és van
analdgia az elemek kozott, akkor nem feltétleniil kell megadnunk az 6sszes elemet. H4-
rom ponttal jelezhetjiik a kihagyott, de értelemszertien a halmazhoz tartozé elemeket:

E ={1,2,3,...,40}. (1.3)
Végtelen sok elemet tartalmaz6 halmaz elemeit eleve lehetetlen felsorolni:
F ={10,11,12,13,...}.

Ez a jelolésmdd azonban nem teljesen szabatos, hiszen a halmaz definiciéja szerint nem
kell osszefiiggésnek lennie az elemek kozott.

Ezen esetekben a szabatos eljards a kovetkezd: keresiink egy olyan, mar definidlt hal-
mazt, ami tartalmazza az altalunk megadni kivant halmaz 6sszes elemét, és megadjuk azt
a tulajdonsédgot, amely egyértelmtien kijeloli az dltalunk definidlni kivant halmaz elemeit.

A matematikdban tobb nevezetes szdmhalmazt definidlunk és rendszeresen hivatkozunk
is rdjuk. Ezek a halmazok a tananyagban hasznalt jelolésiikkel egyiitt a kovetkezok:

N*: a pozitiv egész szdmok halmaza;

N : a nem negativ egész szdmok halmaza;

N™: a negativ egész szamok halmaza;

7 : az egész szamok halmaza;

Q : araciondlis szamok halmaza;

Q* : az irraciondlis szdmok halmaza;

R : a valos szamok halmaza.

Eszerint példaul az (1.3) halmazdefinici6 a kovetkez6 alakban korrekt:
Ez{x: Xe N+|xS40}.

A definiciéban a fiigg6leges jel (1) feltételt jelol. Eszerint tehat azok a pozitiv egész sza-
mok elemei E-nek, melyek eleget tesznek annak a feltételnek, hogy 40-nél nem na-
gyobbak.

Két alapvetd definicié a halmazokra vonatkozdan:
1.1. definicié: Két halmaz akkor és csak akkor egyenld, ha elemeik ugyanazok.

Jelolés: A =B.
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Tehat A és B halmaz csak akkor egyenld, ha ae A esetén a e B is teljesiil, ésha b ¢ A,
akkor b¢ B is igaz.

A definiciébdl adddik, hogy a halmaz elemeinek sorrendje kozombos.
1.2. definicio: Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, iires halmaznak nevezziik.
Jelolés: &.

Ez utébbi definicidval kiterjesztettilkk a halmaz eredeti definicidjat, hiszen a szemléletes
fogalomba nem fér bele olyan ,0sszesség”, ami iires. Minden esetben iires halmazhoz
vezetnek a logikai ellentmondasok, illetve a teljesithetetlen feltételek. Példaul:

G={x:x€ R|sinx>l},
vagy
Hz{x: X€ N+|x<0}.

A G=0 és H = 0Osszefiiggések egyarant igazak a feltételek teljesithetetlensége mi-
att.

1.2. Részhalmaz, tartalmazas

1.3. definicio: Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezziik, ha A minden eleme
egyuttal B-nek is eleme.

Jelolés: A < B, esetleg BD A.

Az 1.1. definici6 szerint igaz a kovetkezd 4llitds: A = B akkor és csak akkor teljesiil, ha
AC B ésegyuttal BC A isigaz.

Az 1.3. definici6 szerint minden halmaz részhalmaza (része) 6nmagdnak. Bevezetiink egy
er6sebb fogalmat is:

1.4. definicio: Az A halmazt a B halmaz valddi részhalmazanak nevezziik, ha Ac B
teljesiil, de A # B.

Jelolés: A < B, esetleg B> A.

Vagyis: A c B akkor és csak akkor, ha A minden eleme B-nek is eleme, de B-nek van
olyan eleme is, ami A-nak nem eleme.

A c, illetve a c jelet a tartalmazds, illetve a valddi tartalmazds jelének nevezziik. Ha
ezek ellenkezgjét kivanjuk hangsilyozni, akkor a ¢ és a ¢ jelet hasznélhatjuk. Tehat
N & L aztjeldli, hogy N halmaz nem részhalmaza L halmaznak.

Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza, valamint minden nem iires halmaznak
valédi részhalmaza:

OcH és JcJ,

ahol H tetszdleges halmaz, J tetszéleges nem iires halmaz.
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1.3. MUveletek halmazokkal

1.5. definicié: Két halmaz unidja (vagy egyesitettje) az a halmaz, amely az 6sszes olyan
elemet tartalmazza, amely valamelyik halmaznak eleme.

Jelolés: AU B.
A kovetkezd képzési szabdllyal adhatjuk meg az A és a B halmazok unigjat:
AUB={x:xe A vagy xe B}

Tehat az uni6 képzése a vagy kotdszéval adhaté meg. A vagy kétféle értelemben hasznal-
haté. A megengedd vagy azt jelenti, hogy vagy az egyik allitds igaz, vagy a masik, vagy
mindkettd. Példaul: ha konyvtarba megyek, akkor konyvet kolcsonzok vagy folydiratot
olvasok. Az is eldéfordulhat, hogy mindkettdt megteszem egyidejiileg. A kizdré vagy
szigorubb: a két 4llitds koziil csak az egyik lehet igaz. Péld4ul: a hallgaté a hatéridd lejér-
ta elétt leadja a hdzi dolgozatat, vagy elégtelent kap. Lathat6, hogy az unié definicidjdban
a megengedd vagy szerepel.

A halmazok viszonyait és a rajtuk végzett miiveleteket jOl szemléltethetjiik Venn-diag-
ramok segitségével. Az uni6 miiveletét az 1.1. 4brdn mutatjuk be. A halmazokat sikido-
mokkal, dltaldban korokkel dbrdzoljuk. Megadjuk az dbrdn a jelolésiiket, de beleirhatjuk a
korokbe a halmaz elemeit vagy az elemek szdmat is.

1.1. dbra Halmazok unidja Venn-diagramon.
Az A és B halmaz uniéjat vonalazas jeloli.

Példak:
1.Ha A:{1,3,5,7,9} és
B:{2,4,6,8,10}, akkor
AUB:{x:xe N+|x<11}.

2.Ha A={1,2,3,4,5,6,7,8,9} és
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B={2,4,6,8,10}, akkor
AUB={x: xe N*[x<11} az eléz6 példahoz hasonléan.

A definici6 alapjan konnyen belathatd, hogy az unidképzésnek a kovetkezd tulajdonsagai
vannak:

AUB =BUA (kommutativitds), (1.4)
(AUB)UC =AU(BUC) (asszociativitds), (1.5)
AUA = A (idempotencia), (1.6)
AUD=A. (1.7)

1.6. definicié: Két halmaz metszete (vagy kozos része) az a halmaz, amely az Osszes
olyan elemet tartalmazza, amelyik mindkét halmaznak eleme.

Jelolés: AN B.
A metszethalmaz képzési szabdlya a kovetkez6:
ANB={x: xe Aés xe B}

A muveletet az 1.2. dbra szemlélteti.

1.2. dbra Halmazok metszete

Ha nincs olyan elem, amelyet A és B halmaz is tartalmaz, akkor a metszet iires:

ANB=2.
Ilyen esetben azt mondjuk, hogy a két halmaz idegen (diszjunkt).
Példak:
1. Ha A={x:xeN+|x<20} és
B={x: xe Nt |x>10}, akkor
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ANB= {x: xe N*[10<x< 20} , vagy masképp:
ANB={11,12,13,14,15,16,17,18,19}.
2. Ha A={1,3,5,7,9} és
B ={2,4,6,8,10}, akkor
ANB=¢.
A metszetképzésnek az (1.4) — (1.7) azonossagokhoz hasonlé tulajdonsdgai vannak:
AN B =B A (kommutativitas),
(ANB)NC=AN(BNC) (asszociativitds),
AN A=A (idempotencia),
AN =0.

Az unidképzésre és a metszetképzésre egyiitt a kovetkezd, konnyen beldthaté azonossa-
gok érvényesek:

(ANB)UC=(AUC)N(BUC), (1.8)
(AUB)NC=(ANC)U(BNC), (1.9)
AU(ANB)=A, (1.10)
AN(AUB)=A. (1.11)

(1.8) és (1.9) a disztributiv tulajdonsagok, (1.10) és (1.11) az elnyelési tulajdonsagok.

Hogy bemutassuk az ilyen azonossdgok igazoldsdnak menetét, igazoljuk példaul az (1.9)
Osszefiiggést.

A definiciék alapjan a kovetkezd lehet a bizonyitds menete:

—Egy adott a elemre a € (A U B) N C akkor és csak akkor teljesiil, ha egyrészt
ae C, masrészt pedig ae A vagy ae B.

— Az, hogy ae C, valamint ae A vagy ae B akkor és csak akkor teljesiil, ha
ae C és ae A, vagy ae C és ae B (akéteset egyidejileg is fennallhat a vagy
megengedd értelmében).

—De ae C és ae A aztjelenti, hogy ae A(\C ,emellett ae C és ae B azt je-
lenti, hogy ae BN C.

—ae ANC vagy ae BN C akkor és csak akkor teljesiil, ha ae (ANC)U(BNC).

—Osszegezve: ae (AUB)NC akkor és csak akkor teljesiil, ha
ae (ANC)U(BNC) teljesiil, az allitast ezzel igazoltuk.
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A bizonyitas j6l illusztralhat6 és kovethetd Venn-diagramon torténd dbrazoldssal. Az 1.3.
dbra az (1.9) azonossag baloldalat, az 1.4. dbra a jobboldalat dbrazolja.

" (AUB)NC

1.3. dbra Az (1.9.) egyenlet baloldalanak  /.4. dbra Az (1.9.) egyenlet jobbolda-
Venn-diagramja lanak Venn-diagramja ( 4 C jobbra
déléen, B C balra d6l6en vonalazott.)

Lathatd, hogy az 1.3. dbrdn a dupldn vonalazott sikidom ((A UB ) N C ) ugyanaz, mint az
1.4. dbran a vonalazott sikidom ( (A N C) U (B N C) ).

1.7. definicié: Az A és B halmazok kiilonbségén azt a halmazt értjiik, amelyik A minden
olyan elemét tartalmazza, amelyik B-nek nem eleme.

Jelolés: A\B vagy A-B.

A kiilonbséghalmaz képzési szabdlya a kovetkezd:
A\B:{x:xe Ade x¢ B}

Az A\ B halmazt az 1.5. dbra szemlélteti.

1.5. dbra Az A és a B halmazok kiilonbsége ( A\ B)
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Természetesen a B és az A halmazok kiilonbségét hasonldan értelmezziik: a B\ A hal-
maz B minden olyan elemét tartalmazza, amelyik A-nak nem eleme.

Példa:
Ha A={1,2,3,4,5,6} és
B ={2,4,6,8,10}, akkor
A\B ={1,3,5} és B\A={8,10}.

A kiilonbségképzésre a kovetkezd azonossagok érvényesek:

A\A=(,
A\D =A,
DO\A=0.

A kiilonbségképzés nem asszociativ és nem kommutativ.

1.8. definicié: Legyen egy nem iires H halmaznak egy részhalmaza A. Az A halmaz H-ra
vonatkoz6 komplementerén (kiegészitdjén) a H \ A halmazt értjiik.

Jelolés: A, precizebben E

Az Ay halmazt az 1.6. dbra szemlélteti.

>

1.6. dbra Az A halmaz komplementere H
halmazon

Példa:
Ha H ={N+} és
A= {péros szémok} , akkor

A ={pératlan szdmok}.
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A definiciébo6l kozvetleniil adédnak a kdvetkezd azonossagok:
A=A,
H=0,
D=H,
AUA=H,
ANA=@,(1.12)

vagyis (1.12) értelmében A €s A (azaz halmaz és komplementere) diszjunkt halmazok.

1.4. A fuggvény

1.9. definicié: Ha egy A halmaz elemeihez hozzéarendeljiik a B halmaz egy-egy elemét,
akkor ezzel a miivelettel egy, az A halmazbdl a B-be viv0 fiiggvényt értelmeziink.

Jelolés: f:A— B.
Az A halmazt a fiiggvény alaphalmazanak, a B-t a fliggvény képhalmazanak nevezzik.

B-nek azt az elemét, amelyiket az f fiiggvény az A halmaz x eleméhez rendeli, f(x)-szel
jeloljik és az f fiiggvény x helyen felvett helyettesitési értékének, rovidebben értékének
nevezziik. Hangsilyozzuk, hogy a kés6bbiekben a fiiggvényekkel kapcsolatban gyakran
haszndlt ,,hely” fogalom az alaphalmaz egy-egy elemét, mig az ,.érték” fogalom mindig a
képhalmaz egy-egy elemét jelenti.

Az alaphalmaz és a képhalmaz is nagyon sokféle lehet. Egy sikidomhoz hozzarendelhet-
jiik a tiikorképét, a Fold felszinének pontjaihoz koordindtaértékeket rendelhetiink, a hall-
gatdk csoportjanak minden tagjdhoz hozzarendelhetjiik a magassdgit, vagy az elektromos
er6tér minden pontjdhoz egy, a térerdsséget megadé vektort rendelhetiink. Mindegyik
esetben fliggvényt kapunk.

Tanulmdnyainkban kiemelkedd jelentdsége lesz az olyan fiiggvényeknek, amelyekkel
valés szamokhoz valds szamokat rendeliink ( f : R — R). Ezeket a fiiggvényeket egy-
vdltozos valos fiiggvényeknek nevezziik. Ha az alaphalmazt valés szdmparok képezik,
mig a képhalmazt valés szamok ( f : (R;R) — R), akkor kétvdltozos valos fiiggvényrdl
beszéliink. Ilyenekkel is fogunk taldlkozni, de a mi tananyagunkban jelent8ségiik kisebb.

Nagyon fontos kiemelni, hogy a fiiggvénykapcsolat egyértelmii hozzdrendelés, azaz az
alaphalmaz egy eleméhez a képhalmazbdl csak egy elemet rendelhetiink, tobbet nem.
Visszafelé ez nem igaz, a képhalmaz egy eleme tartozhat az alaphalmaz tobb eleméhez is.
Ha példdul az alaphalmaz elemeihez a négyzetiiket rendeljiik hozza, akkor a 2-hoz és a
—2-hoz is a 4 tartozik. Ha viszont a négyzetgyokiiket, akkor nem mondhatjuk azt, hogy az
alaphalmazbdl a 4-hez a képhalmazbdl a 2-t és a —2-t is hozzarendeljiik (bar mindkét
szdm négyzete 4), mert igy nem fliggvényt kapnank. Emiatt dgy definidljuk a négyzet-
gyokfiiggvényt, hogy az alaphalmaz egy eleméhez a képhalmazbdl azt a nem negativ
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szamot rendeljiik hozza, amit 6nmagdval megszorozva az alaphalmaz elemét kapjuk meg.
Igy mar fiiggvénykapcsolatot 1étesitettiink a két halmaz kozott.

Egy adott fiiggvényt nem feltétleniil kell értelmezniink az egész alaphalmazon, illetve
sokszor nem is tudjuk ezt megtenni. Meg kell adnunk, hogy az alaphalmaz mely értékei-
hez rendeliink a képhalmazbdl elemeket, és tudnunk kell azt is, hogy a képhalmaz mely
elemei lesznek fiiggvényértékek.

1.10. definicio: Az f:A — B fiiggvény értelmezési tartomdnyin az A halmaz azon
részhalmazat értjilkk, amelynek elemeihez f ténylegesen rendel elemeket a B-b6l. A B
halmaz azon részhalmazat pedig, melynek elemeit f hozzarendeli az A legaldabb egy ele-
méhez, a fliggvény értékkészletének nevezziik.

Jelolés: Dy az ffiiggvény értelmezési tartomdnya, Ry az értékkészlete. (Haszndlatos még a
Dom fés a Ran f jelolés is.)

Az alaphalmaz és a képhalmaz nem egyértelmiien meghatarozott a fiiggvények esetében,
hiszenha Ac C é Bc D, akkoraz f:A— B jelolés helyett nyilvanval6an haszndl-
hatjuk az f:C — D jelolést. Tehat egy-egy nagyon bé halmaz megadasaval gyakorla-
tilag szabadon kijelolhetjiik az alaphalmazt és a képhalmazt is.

Az értelmezési tartomdnnyal és az értékkészlettel mar bonyolultabb a helyzet. Nem min-
den fiiggvény értelmezhetd ugyanis a teljes alaphalmazin. Példaul a négyzetgyok-
fliggvény csak a nem negativ szdmokon értelmezhetd, hiszen akar negativ, akdr pozitiv
szamot szorzunk meg onmagaval, az eredmény pozitiv lesz. Emiatt az értelmezési tarto-
many eleve az alaphalmaznak csak egy valddi részhalmaza. Ezen til azonban megtehet-
jiik azt is, hogy a lehetséges legbdvebb értelmezési tartomanyt onkényesen, céljainknak
megfelelden korldtozzuk. Az értékkészlet megaddsa soha nem 6nkényes, mindig az értel-
mezési tartomanytol fligg. Meghatdrozdsa sokszor komoly megfontoldsokat igényel.

Példa:

Tekintsiik az
F R>R x—>x-3+4
fliggvényt!

Mivel a négyzetgyokjel alatt nem dllhat negativ szdm, az x—3 >0 feltétel miatt
Dy ={x:xe R|x23}.

Ez a lehetséges legbdvebb értelmezési tartomany. Az ehhez tartoz6 értékkészlet

meghatdrozdsa némi szdmolast igényel:

— a négyzetgyokfiiggvény szigordan monoton novekvo (1asd a 3.8 definicidt);

— a négyzetgyokjel alatti legkisebb érték O lehet, emiatt a legkisebb fiiggvényér-
t€k 4 lesz;

— a gyokjel alatt barmilyen nagy pozitiv szam allhat, a négyzetgyok mindig po-
zitiv, tehat a fliggvényérték tetszolegesen nagy pozitiv szam lehet.
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Osszegezve:
Rp ={f(x): f(x)eR|f(x)24].
Ez a halmaz a lehetséges legb6vebb értékkészlet.

Megtehetjiik azonban, hogy a lehetséges legbdvebb halmazon beliil szlikitjikk az értelme-
z¢€si tartomdnyt. Kikothetjiik példaul a

D; ={x:xe R[12<x<28}

feltételt, azaz az f fiiggvényt csak ezen a halmazon értelmezziik. Ebben az esetben az
értékkészletre az
Ry ={f(x): f(x)e R[7< f(x)<9)

halmaz adédik.
A késébbiekre nézve megallapodunk a kdvetkezdkben:

— A jelolés egyszertsitése érdekében nem fogunk megadni alaphalmazt és kép-
halmazt, ha egyvaltozés val6s fiiggvényekrol beszéliink. Ilyenkor tudjuk, hogy
az alaphalmaz és a képhalmaz is a valds szdmok halmaza.

— Ha nem adjuk meg kiilon az értelmezési tartomanyt, akkor mindig azt a legbd-
vebb halmazt tekintjiik értelmezési tartomdnynak, ahol a fiiggvény egyaltalan
értelmezhetd, az érté€kkészlet pedig ezen halmaz leképezésébdl adédé halmaz
lesz.

— A szabatos f : R > R x> f(x) jelolés helyett dltaldban egyszertisitett, de a
gyakorlatban elterjedten haszndlt jelolést fogunk alkalmazni. Példaul az
f:R>R x> x helyett az x> x> vagy az f(x)=x formit, leggyak-
rabban az utolsét.

— Haszndlni fogjuk az y = f(x) tipusi jelolést is. Ez a jel6lés tulajdonképpen a
fliggvény képének egyenlete a Descartes-féle derékszogli koordindtarendszer-
ben, de j6l hasznalhat6 a fiiggvény megadasara is. Ha ilyen tipusu jelolést al-
kalmazunk, akkor x-et fiiggetlen, y-t fiiggd vdltozonak nevezhetjiik.

Feladatok
1. Adottak a kovetkezd halmazok:
H ={Emberek}
A= {A Balatonndl tartozkodo emberek} ;
B ={Magyarok} ;
C= {Nyaralo’ emberek} .
Adja meg halmazmiiveletek segitségével a kovetkez6 halmazokat:

D= {A Balatonndl nyaralo kiilfb’ldiek} ;
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E ={Magyar0k, akik nincsenek a Balatonndl} ;
F ={Nem a Balatonndl nyaralo emberek} ;
G ={A Balatonndl 1évé nem nyaralo magyarok} !

2. Adottak a kovetkez6 halmazok:
H :{—5, -4, ...,3,4, 5} ;

A= {Pa’ros szdmok} ;
B= {Ha’rommal oszthato szdmok} ;
C= {Negatl’v sza'mok} .

Sorolja fel a kovetkezd halmazok elemeit:

D=A,
E=BNC,
F=(ANB)\C,
G=(AUBNC!

Figyelem: a nulla pdros és harommal is oszthatd!

3. Adottak a kovetkez6 halmazok:
i{z{x:xef$ﬂlsx516};

A ={Pdratlan szdmok} ;
B= {Ne’ggyel oszthato szcimok} ;
C ={Kétjegyt’i szdmok} .

Sorolja fel a kovetkez6 halmazok elemeit:

D=C,
E=BNC,
F=AUB,

G=C\A!



2. Vektorok

Roviden attekintjilk a vektorokkal kapcsolatos, szdmunkra legfontosabb ismereteket.
A sziikséges mértékben tullépiink a kozépiskolai tananyag dsszefoglaldsan, djdonsagokat
is fogunk targyalni.

2.1. A vektor definicioja

A fizikdbdl ismerjiik, hogy a mennyiségeket alapvetden két csoportba sorolhatjuk be. Az
egyik csoportba az olyan mennyiségek tartoznak, melyeknek nagysdguk lényeges, ird-
nyuk viszont nem értelmezett. Ezeket skaldrmennyiségeknek nevezziik, ilyen példaul a
tomeg, a slirliség, az 1t, a homérséklet €s sok mds mennyiség. Sok mennyiségnek azon-
ban nem csak a nagysdga, hanem az irdnya is fontos, ezek a vektormennyiségek. Ilyen az
erd, a sebesség, az elmozdulds, az elektromos térerdsség.

Innen szdrmazik a vektor szemléletes fogalma:

2.1. definicié: Vektoron iranyitott szakaszt értiink. Két vektor egyezd dlldsii, ha egyene-
seik parhuzamosak, ellenkez6 esetben kiilonbozo dlldsiak.

Egyez6 allasu vektorok lehetnek egyezd irdnyiiak (vagy egyirdnyiiak), ha a kezdépont-
jukbdl induld, a végpontjukon dtmend félegyenesek eltoldssal fedésbe hozhatéak. Ha ez
nem lehetséges, akkor a vektorok ellentétes irdnyiak. Az elmondottakat a 2.1., 2.2. és a

2.3. dbra szemlélteti.

2.1. dbra Egyezd 2.2. dbra Egyezd 2.3. dbra Kiilonbdzd
allasu, egyezd irdnyu allasu, ellentétes irdnyu allasu vektorok
vektorok vektorok

Jelolés: nyomtatdsban vastagon szedett kisbetli (példaul a), kézirdsban aldhuzott bett,
illetve a kezd6- és a végpont feltiintetése ( AB , ha a vektor az A pontbdl a B pontba mu-
tat).

2.2. definicio: Vektor abszoliitértékén, nagysdgdn vagy hosszdn a vektort abrazold ira-
nyitott szakasz hosszat értjik.

Jel6lés: az a vektor abszolutértéke |a| .
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Minden olyan vektort, melynek abszolutértéke 1, egységvektornak neveziink. Nullvektor-
nak olyan vektort neveziink, melynek abszolitértéke 0. Eszerint a nullvektor kezdd- és
végpontja egybeesik, irdnya tetszéleges. Megéllapodas szerint a nullvektor minden vek-
torral egyezd alldsu és irdnyu, ez azt is jelenti, hogy minden vektorra merdleges is. Jelo-
Iése: 0.

2.3. definicio: Kér vektor szdgén azt a szoget értjilkk, amelyet egy tetszélegesen felvett
pontbdl kiinduld, az adott vektorokkal egyezd irdnyt félegyenesek bezarnak.

Jel6lés: az a és a b vektor szoge (a,b)_ .

A definici6 szerint 0°<(a,b) <180°.

Mivel a vektoroknak nagysdguk és irdnyuk is fontos, két vektor akkor egyenld, ha nagy-
sdguk és irdnyuk is megegyezik (azaz pdarhuzamos eltoldssal egymdssal fedésbe hoz-
hatdk).

2.2. Vektorok 0sszege

2.4. definicio: Az a és a b vektor ¢ Osszegén a kovetkezd szerkesztéssel kapott vektort

értjuik:
/ a o

b c=a+b

2.4. dabra Vektorok dsszeaddsa
Eltoljuk a b vektort igy, hogy kezddpontja az a vektor végpontjaba essen, majd vektort
szerkesztiink a kezddpontjabdl b végpontjdba (2.4. dbra).

Jelolés:
c=a+b.

Lathat6, hogy a harom vektor hdrom szakasza egy haromszog harom oldalat alkotja (ez a
haromszog szakasszd valik, ha a és b egyadllastiak). Emiatt

|a+b| < |a|+|b|.
2.1. tétel: A vektorosszeadds kommutativ és asszociativ miivelet, azaz tetsz6leges a, b és
¢ vektorokra:
a+b=b+a,
(a+b)+c=a+(b+c).

A kommutativ tulajdonsagot a 2.5. dbra, az asszociativitist a 2.6. dbra szemlélteti.
A tételt nem bizonyitjuk.
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b
A b c 4

b+a a a+b b+c
O b B (@a+b)+c=a+(b+c)
2.5. dbra A vektorOsszeadas 2.6. dbra A vektorosszeadas asszociativi-
kommutativitdsa tasa

A 2.5. dbréardl leolvashaté nem egyéllasu vektorok dsszeaddsdnak egy mdsik, az elézdvel
egyenértékll szabdlya: a két 6sszeadand6 vektort kozos kezddpontba toljuk, a vektorok
végpontjain at parhuzamosokat hdzunk. Az igy kapott paralelogrammanak a vekto-
rok kozos kezdOpontjabdl a szemkdzti csicsba mutatd vektor lesz az 6sszeg. Ez a vekto-
rok 0sszeaddsanak paralelogrammaszabdlya.

2.3. Vektorok kulénbsége

Tekintsiik az 6sszeaddst a szamok korében:
a+b=x,

ahol x a keresett szdmot, az 6sszeget jeloli.

Vizsgédlhatjuk azonban azt is, hogy egy adott d szdmhoz mit kell hozzdadni, hogy e-t
kapjunk, ekkor a kovetkez6t irhatjuk:

d+x=e.

Az 6sszefiiggésben szerepld ismeretlen x szdmot e és d kiilonbségének nevezziik, keresé-
sének muveletét pedig kivondsnak. Jelolése:

x=e—d .

A kivonas a szamok korében tehat az Osszeaddas inverze, a vektorok korében hasonldéan
értelmezziik.

2.2. tétel: A vektorosszeadds invertdlhaté miivelet, azaz tetszéleges a és b vektorhoz
mindig taldlhat6 olyan x vektor, hogy a+x=b .
Bizonyitas

A bizonyitdsban megmutatjuk, hogy hogyan szerkeszthetjilk meg a keresett x=b—a
vektort. Eltoljuk a b vektort tgy, hogy kezddpontja az a vektor kezd6pontjaba essen,
majd vektort szerkesztiink a végpontjabdl b végpontjaba (2.7. dbra).
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2.7. dabra Vektorok kiillonbsége
Az dbran lathaté, hogy az {gy megszerkesztett vektorra valéban igaz, hogy
a+(b—a)=b.

Szamok ellentettjéhez hasonléan az a vektor ellentettjének nevezziik és (—a)-val jeloljiik
azt a vektort, melyre a+(—a)=0.

2.4. Vektor szorzasa skalarral

A valés szamok korében, ha tobb azonos szamot kell 6sszeadnunk, akkor az Gsszeadast
szorzdssal helyettesitjiik. Példaul:
3+3+3+3=4-3=12
Ennek analdgidjdra értelmezhetjiik vektor skaldrral (szdmmal) torténd szorzdsat:
at+a+a+a=4a.

Ha egy vektort 6nmagdhoz hdromszor hozzdadjuk (tehat Osszesen négyszer vessziik),
akkor olyan vektort kapunk, ami a-val egyez6 irdnyd, hossza pedig a hosszdnak négy-
szerese (2.8. dbra).

4a

a

2.8. dbra Vektor szorzasa
néggyel (skaldrral)

A példat altalanositva a kovetkez6 definiciot kapjuk:

2.5. definici6: Az a vektor A-szorosdn (A gorog betd, kiejtése ,,lambda”) azt a vektort
értjiik, melynek abszolutértéke 4 abszolitértékének és a abszolutértékének szorzata, va-
gyis |l||a|, irdnya a irdnyaval megegyezik, ha A pozitiv, ellentétes vele, ha 1 negativ.
A definici6éban A valds szam.

Megdllapodunk, hogy Aa =a\ legyen.

Vektor szammal torténd osztasat a szorzdsra vezetjiik vissza a kovetkez6képpen:

2 _ 1, derA=0).
A A
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Ennek legfontosabb alkalmazdsa: ha egy adott a (a #0) vektort elosztunk sajdt abszolit-
értékével, akkor az a irdnyu egységvektort kapjuk meg. Ennek magyardzata a kovetkezo:
Jeloljiik az eredményként kapott vektort e-vel, vagyis
a 1
e=—=-—a.
ja

Irdnya megegyezik a irdnydval, mivel — szorzé pozitiv, hossza pedig 1 az

o
o-[)--1
levezetés szerint. |a| |a|
Fontos specidlis esetek:
0a=0; la=a;(-1)a=-a; k0=0. 2.1

Az igazoldsokat az olvaséra bizzuk.

2.5. Vektor felbontasa dsszetevoire

A 2.5. dbra kapcsan taldlkoztunk a vektordsszeadds paralelogrammaszabdlydval. Ennek a
szabdlynak a segitségével bonthatunk fel vektorokat Osszetevdikre, erre vonatkozik a
kovetkezd tétel.

2.3. tétel: Ha két vektor kiilonboz6 allasd, akkor barmely vektor felbonthatd ezzel a két
vektorral egyezd allasu osszetevokre, és ez a felbontds egyértelmt (2.9. dbra).

\B a'

0 a A

2.9. dbra Vektor felbontdsa Gsszetevoire
Bizonyitas

Legyen a és b két kiilonbozd 4lldsu vektor, bontsuk fel a v vektort a veliik egyezd allasu
Osszetevokre! Ha sziikséges, akkor eltoljuk a hdrom vektort kdzds kezd6pontba. Meg-
hdzzuk a b’ egyenest v végpontjan keresztiil tigy, hogy parhuzamos legyen b-vel. Mivel a
és b nem egydllasdak, ezért b’ biztosan metszi a-t vagy annak egyenesét egy A pontban.
A v végpontjan at hdzott, a-val pairhuzamos a’ egyenes b egyenesét egy B pontban met-
szi.
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Mivel az OA vektor egy egyenesbe esik a-val, OB pedig b-vel, 1étezik olyan p és ¢
valés szam, hogy

52=pa és 5§=qb.

De o
v=0A+O0OB,

tehat
v = pa+qgb, 2.2)

ahogyan a tételben allitottuk.

Az egyértelmli felbontds azt jelenti, hogy csak egyetlen p illetve g szam tesz eleget a
feltételeknek. Azt, hogy ez valéban igy van, indirekt médon bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy v egy madsik,
v=xa+yb 2.3)

alakban is eldallithat6, ahol x €s y szintén valés szdmok. Ekkor azonban (2.2) és (2.3)
jobboldala is egyenld, tehat

pa+gb=xa+yb.
Ebbdl atrendezéssel
(p-x)a=(y-q)b
ad6dik. Ha x # p lenne, akkor oszthatndnk az egyenletet (p —x) -szel:
Y74y
p—x

a

Ez azt jelenti, hogy b-t egy valds szammal, Y4 -szel szorozva a dllna el6. Ez azonban
p—x
nem lehetséges, mivel a és b nem egyallasu vektorok.

Hasonlé médon belathatd, hogy y sem kiilonbozhet g-tdl, tehat a tétel igaz.

2.6. Vektor koordinatai

Felvesziink a sikon egy derékszogli koordinatarendszert. Felvesziink tovabba két, egy-
madsra merdleges egységvektort, melyek az origébdl indulnak ki. Az egyik az (1;0) pont-
ba mutat, ezt i-vel jeloljilk, a masik a (0;1) pontba, ezt j-vel. i és j alapvektorok vagy
bdzisvektorok, mert a 2.3. tétel értelmében a sik barmely v vektora egyértelmiien felbont-
hat6 i-vel és j-vel parhuzamos 6sszetevokre (2.10. dbra):

V= V]i + sz.
(Természetesen i-n és j-n kiviil mas vektorparok is alkothatnak bazist.)

Az 6sszefiiggésben szerepld v, és v, valds szdmok a vektor koordindtdi.
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P(as;az)

asj
a=(ay; ap)

i aqi X

2.10. abra Vektor felbontdsa tengelyiranyd
Osszetevokre

Jelolés: v[v;;vo ] vagy v=[v;,].
A koordindtdk rendezett szdmpart alkotnak, egyértelmiien definidlnak egy vektort (2.4.
tétel). A rendezettség azt jelenti, hogy a koordindtdk sorrendje is lényeges, nem csak
értékiik.
Néha elénydsebb lehet, ha a koordindtdkat nem egy sorba, hanem egy oszlopba irjuk:

V1

V= .

V2

Az el6bbi esetben sorvektorrdl, utébbiban oszlopvektorrdl beszélhetiink.

Néhany kitiintetett vektor koordindtdkkal megadva:

0=[0:0] = m

i=[L0]= m

i=[0:1]= m

A tovédbbiakban néhdny, a vektorok koordindtdival felirhaté tételt fogalmazunk meg.
2.4. tétel: Két vektor akkor és csak akkor egyenld, ha megfelel6 koordinatiik egyenldek.
Bizonyitas
—Legyen a= [al;az] és b= [bl;bz] , vagyis
a=qgitayj é b=bit+hj.
Ha a; = b, és a, =b,, akkor nyilvdnvald, hogy a =b.
— Forditva, ha a=b, akkor

ali + azj = bli + sz
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Atrendezve:

(a1 =by)i=(by-ar)j
Mivel i-nek j irdnyud Osszetevdje, valamint j-nek i irdnyd Osszetevdje is 0 (hiszen merd-
legesek egymadsra), igy teljesiilnie kell az

a = bl és ay = b2
egyenldségeknek. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

2.5. tétel: Vektor szdmszorosdnak koordindtait megkapjuk, ha a vektor koordinatdit
megszorozzuk az adott szimmal.

Legyen a =[a;;a, ], ekkor a tétel dllitdsa szerint:
k [a] ;az] = [kd] ;kaz].
Bizonyitas
A vektort 0sszetevoivel felirva és atalakitva:
k(ai+ayj)=k(ai)+k(ayj) = (kay )i+(kay )
2.6. tétel: Koordinatakkal adott vektorok Osszegének koordindtdit megkapjuk, ha meg-

feleld koordindtdikat osszeadjuk; kiilonbségiik koordinatdit pedig dgy kapjuk meg, ha a
kisebbitendd vektor koordinataibol kivonjuk a kivonandé vektor megfeleld koordinatait.

MR

Lathatjuk, hogy itt eldnyds oszlopvektorokat haszndlni.

Képlettel:

Bizonyitas
A vektorokat 6sszetevoikkel felirva és atalakitva:

(ai+ayj)+(bii+byj) = (ai+bii)+(azi+baj) = (a + by )i+(ay +by) §
Az atalakitdsndl felhasznaltuk a 2.1. tételt. Az Osszeadasra vonatkozé allitast igazoltuk, a
kivonasra vonatkozé allitds hasonléan igazolhatd, felhasznélva, hogy —a= (—l)a (lasd
(2.1) azonossagok).

2.7. Vektorok skalaris szorzata

Az eddigiekben a vektorokkal elvégzett miiveletek vektorokat eredményeztek. Vannak
azonban olyan esetek is, amikor az eredmény szdm kell hogy legyen.
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Tekintsiink egy fizikai példat! A munka, ami skaldris mennyiség, ardnyos a munkat vég-
26 erd és az elmozdulds nagysagdval. Tudjuk, hogy az erd és az elmozdulds is vektor-
mennyiség. A munka kiszdmitdsakor tehdt két vektor dsszeszorzdsaval skaldris mennyi-
séget, szamot kapunk eredményiil.

Tudjuk tovabbd, hogy az erének csak az elmozduldssal azonos irdnyd komponense végzi
a munkat. Ennek nagysdga |F|cosy, ha F jeloli az erdt, y az elmozdulds és az erd altal
bezart szoget (2.11. dbra). Az elmondottak alapjan a kovetkezd definiciot célszerli meg-
alkotni:

|IFlcosy

2.11. dbra A munka kiszdmitdsdhoz
haszndlt mennyiségek

2.6. definicio: Két vektor skaldris szorzatan a két vektor abszolutértékének és az altaluk
bezart szog koszinuszanak szorzatat értjiik.
Jelolés: a és b skaldris szorzata a-b vagy ab (de semmiképpen nem axb) .

Képlettel:
a-b = |a[|b|cos(a,b)__ . (2.4)

Megjegyzések:

— Az a vektor Onmagdval képzett aa skaldris szorzatit az a vektor négyzetének ne-
vezziik, és a’-tel is jeloljiik.

— Mivel minden vektor énmagaval 0 fokos szoget zar be, és cos0 =1 igy

=P

la| = Va2, (2.5)

ugyanigy, mint a valés szamok esetében.

vagyis

— Ha a és b koziil valamelyik vagy mindkettd nullvektor, akkor a szorzat értéke 0,
mivel nullvektor abszolutértéke nulla. Ez attdl fiiggetleniil igaz, hogy a nullvektor
irdnya nem egyértelm, és igy a szog koszinuszanak nagysdga sem az.

2.6. tétel: Vektorok skaldris szorzata akkor és csak akkor nulla, ha a vektorok merélege-
sek egymadsra.
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Bizonyitas

—Ha a 1 b, akkor kozbezart szogiik 90°, ennek koszinusza nulla, tehét a szorzat
nulla.

— Forditva: ha
a-b= |a||b| cos(a,b){ =0,

akkor a szorzat valamelyik tényez6jének nulldnak kell lennie.

Ha |a| =0, akkor a nullvektor, ennek irdnya tetszéleges, vagyis merdlegesnek te-
kinthet6 b-re. Hasonlé a helyzet akkor is, ha |b| =0. Ha egyik vektor sem null-
vektor, akkor cos(a,b){ =0, vagyis a két vektor merdleges egymadsra.

Két vektor skaldris szorzatat konnyen kiszamithatjuk a kovetkezd tétel segitségével.

2.7. tétel: Koordinatdikkal megadott két vektor skaldris szorzata egyenld a megfeleld
koordinatdk szorzatainak 6sszegével.

Képlettel:
Ha a=[a;;a,] és b=[by;b,], akkor

ab = aqb +ayb,. (2.6)
Bizonyitas

Felirjuk a két vektort komponenseikkel és dtalakitjuk a jobboldalt:
ab = (qji+aj) (hi+byj);
ab = (ayi) (1) + (i) (5o3) + () (1) + () ()
ab = a,bi’ + aybyij+ arbyji+ arbo i’

Mivel i és j merdlegesek, szorzatuk a 2.6. tétel értelmében nulla. i és j abszolitértéke 1,
ezért i° = j2 =1. Ezek alapjan a fenti 6sszefiiggés tovabbalakithatd:

ab = a1b1 + azbz,
amit bizonyitani akartunk.
Alkalmazasok

— A (2.5) azonossédgot és a 2.7. tételt Osszevetve latjuk, hogy vektor abszolutértékét
konnyen kiszdmithatjuk az
la| = af +a3 2.7)

—(2.4) és (2.6) egyarant a skaldris szorzat értékét adja, tehat
lal[b|cos (a,b) . = &by +asbs. (2.8)

Osszefiiggéssel.
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Atrendezve és (2.7)-et felhasznédlva:

_ab aib +ayb,
* |a||b| \/a12 +a22 -\/b12 +1922 ’
vagyis koordindtdikkal adott vektorok szogének koszinuszat a koordindtakbdl egy-

szertien ki tudjuk szdmolni, ebbdl pedig a szoget meg tudjuk hatdrozni. Erre az al-
kalmazasra a 2.10. fejezetben még visszatériink.

cos(a,b) (2.9)

2.8. Vektorok vektorialis szorzata

Ismét fizikai példdaval kezdiink. Kozépiskolai tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy ha elektro-
mos toltés magneses térben mozog, akkor erd hat rd. Az er6t a kovetkezd két 1épésben
hatdrozhatjuk meg: ha a magneses tér indukcidja B, a toltés sebessége v, akkor a toltésre
haté erd abszolutértéke

] =V [Bfsin(v.B),.,

amennyiben a toltés nagysdga egységnyi.

Az erd merdleges a v és B vektorok altal kifeszitett sikra (tehat mindkét vektorra), irdnya
pedig olyan, hogy v, B és F ebben a sorrendben jobbsodrisu rendszert, rovidebben jobb-
rendszert alkotnak.

A jobbrendszert kétféle médon is definidlhatjuk:

— ha jobb keziink hiivelykujja mutatja v, mutatéujja B irdnyéat, akkor F irdnyat a ko-
7€ps6 ujjunk jelzi;

— ha v-t elforgatjuk B-be, akkor F arra mutat, amerre egy jobbmenetes csavar halad-
na, ha ugyanilyen irdnyban forgatnank.

A vektoridlis szorzat definicidja a példanak megfelelden a kovetkezo:
2.7. definicio: Két vektor vektoridlis szorzatan vektort értiink, aminek nagysagit és
irdnyat is meg kell adnunk. A vektoridlis szorzat

—nagysaga a két vektor abszolutértékének és az altaluk kozbezart sz6g szinuszanak a
szorzata;

— allasa a szorzotényezOk altal kifeszitett sikra merdleges,

— irdnya pedig olyan, hogy az elsd tényezd, a masodik tényezd és a szorzat ebben a
sorrendben jobbsodrasu rendszert alkot (2.12. dbra).

Jelolés: a és b vektoridlis szorzata axb (felolvasva ,,a kereszt b”):

c=axb.
Nagysagat tehat a

| = axb] =[a]b|sin (a,b)_, .

formuldval szamithatjuk ki, 4l1asat és irdnyéat a definici6 alapjan hatdrozzuk meg.
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axb

/ a /

2.12. dbra Vektorok vektoridlis szorzata
2.8. tétel: Két vektor vektori szorzata akkor és csak akkor nullvektor (0), ha a két vektor
egyezd allasu.
Bizonyitas

—Ha a||b, akkor kozbezart szogiik vagy 0° vagy 180°, mindkettének nulla a szinu-

sza, ezért
= axb| = a}-0=0.

vagyis

c=0.

— Forditva: ha

c=0,

akkor
|c| = |a><b| =0,

vagyis

|a||b| sin (a’b)< =0.
Eszerint négy eset lehetséges:
laj=0,  [p|=0,
(a,b){ =0°, (a’b)< =180°.

Mind a négy eset azt jelenti, hogy a||b (az elsd két eset azért, mert a nullvektor
minden vektorral egyez6 allastinak is tekinthetd).

Megjegyezziik, hogy a definici6 szerint a vektoridlis szorzat kiszdmitdsa nem kommuta-
tiv miivelet, vagyis a tényezdk nem cserélhetdk fel. axb és bxa nagysdga és dlldsa
megegyezik, irdnyuk viszont a jobbsodras miatt éppen ellentétes, tehat

bxa=-aXxb.

Tovabbi tanulmdnyainkban a vektoridlis szorzatra csak ritkan lesz sziikség. A 2.12. dbrdn
lathat6, hogy a vektoridlis szorzat nincs a tényezdk sikjdban, ezért nem is adhatjuk meg
kétdimenzidés koordinatakkal. Koordinatdkkal megadott vektorok vektoridlis szorzatanak
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kiszamitdsdhoz olyan ismeretekre lenne sziikség, amelyekre egyéb teriileteken nincs
sziikségiink, ezért ennek targyaldsatol eltekintiink. A téma irdnt érdekl6dé hallgaték bo-
vebb ismereteket szerezhetnek Szdsz Gabor konyvébél'.

2.9. Térbeli koordinatarendszer

A benniinket koriilvevd vildg nem két-, hanem hiromdimenzids, vagyis a tdrgyak nem
sikban, hanem térben helyezkednek el. Ezért nagyon sok esetben sziikségiink van koordi-
natarendszer haszndlatdra a térben is (2.13. dbra).

v =2i +4j+ 3k
X

2.13. dabra Vektor térbeli koordinatarendszerben

Ebben a koordinitarendszerben hdrom, egymdsra paronként merdleges tengely van. Ezek
neve: x, y és z tengely. A tengelyeken egységvektorokat vehetiink fel: az x tengely egy-
ségvektora a szokott médon i, az y tengelyé j, a z tengelyé k. A tengelyeket tigy vessziik
fel, hogy i, j és k ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkot.

A 2.6. fejezetben leirtak anal6gidjara térben is felbonthatjuk a vektorokat tengelyirdnyu
OsszetevOkre, de itt a vektoroknak harom komponensiik lesz:

v=vi+rjt+k.

Emiatt a vektorokat harom koordindtdval adhatjuk meg:

v :[vl;vz;v3],
vagy
Vi
V=|Vp
V3

A 2.13. dbra v vektora koordindtdkkal: v =[2;4;3].

Definicidink és tételeink értelemszertien érvényesek térbeli vektorok esetében is, mivel
ezekben nem tettiink kikotést a dimenzidszdmra. Dimenziészamon a koordinatdkkal meg-
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adott vektor koordindtdinak szamat értjiik. Eszerint a sikban kétdimenzids, a térben ha-
romdimenzids vektorok szerepelnek.

A 2.4 -2.7. tételek mindegyike érvényes haromdimenziés vektorokra is, csak két koordi-
ndta helyett mindeniitt harmat kell hasznalnunk.

Tehat, ha a = [a] ;az;a3] és b =[b] ;b5 bg ], akkor:

— a és b akkor és csak akkor egyenld, ha

alzbl, a2=b2 és as =b3; (210)
— skalarral vald szorzasra:
ka=k[al;az;a3]=[ka];kaz;ka3]; (211)
— Osszeaddsra és kivondsra: a b ay £ by
atbh= a, + b2 = azibz 5 (212)
— skaldris szorzatra: a3 by a3 T by
ab = (l]b] +a2b2 +a3b3. (213)

Ervényes a (2.7) és a (2.9) azonossag kiterjesztése is:

la| =+Jaf +a3 +a3 (2.14)

b ab, +arb, + azb
cos(a,b) = a "2 53 .
* |a||b| \/a12 +a22+a32 -\/b12+b22 +b32

és

(2.15)

2.10. Magasabb dimenziészamu vektorok

A (2.10) — (2.15) osszefiiggések egy nagyon fontos dltaldnositdsra adnak lehetdséget.
Mindegyik kétdimenzids sszefiiggésbdl szarmazik, az eltérés annyi, hogy a koordindtdk
szama eggyel tobb. Miért ne novelhetnénk a dimenzidészamot négyre, otre, vagy akdr még
tovabb, tetszélegesen? Mindegyik Osszefiiggés konnyedén Kkiterjeszthetd, a miiveletek
elvégezheték maradnanak.

Meg is tessziik ezt a kiterjesztést, €s ezzel attériink a vektor 1) definiciéjara:
2.8. definicio: n-dimenzids vektoron rendezett szam n-est értiink.
Vi

v
Jelolés: V=|:V1;V1;...;Vn] vagy V= 2
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Az egyetlen probléma a kiterjesztéssel az, hogy el kell szakadnunk a vektor geometriai
definici6jatél és dbrazoldsitdl, hiszen maximum hdromdimenziés vektorokat tudunk
szemléltetni.

A (2.10) — (2.15) osszefiiggések teljes dltaldnositdsa:

—a és b akkor és csak akkor egyenld, ha g; = b; minden i-re;
— Aa=c, ahol ¢; =Aq; minden i-re;
— atb=c, ahol ¢; =q; b, minden i-re;

n
ab= Z aibi
i

~ a= /gaf )
> a:b;
— cos(a,b), = al;) = P .
[af|b] o [z,
i i

A vektorok alapvetd jelentdséglieck a matematika kiilonbozd dgaiban, a fizikdban, a mii-
szaki életben, az informatikdban egyardnt. Tovabbi ismeretekkel a késobbi tanulmi-
nyaink sordn taldlkozhatunk, most egy érdekes analitikai alkalmazdst mutatunk be annak
illusztrélasaként, hogy milyen tdvolinak t{ind problémdk oldhaték meg vektorok segitsé-
gével.

Példa

(2.16)

Feladatunk az, hogy eldontsiik a 2.14. dbran l4thaté hdrom gorbérdl, hogy kozii-
liik melyik kettd hasonlit a legjobban egymdsra. A hasonlésdg mértékét j6 lenne
valamilyen szdmmal jellemezni.

1,000

© 0,800

£ 0,600 c

50,

S 0,400 [~

g b

Ke)

© 0,200 / \ a7
0,000

380 430 480 330 580 630
hullamhossz (nm)

2.14. dabra Hipotetikus spektrumok

Ilyen tipusu gorbékkel, a spektrumokkal analitikai tanulmanyaink sordn sokszor
fogunk taldlkozni. Elézetesen csak annyit roluk, hogy a vizszintes tengelyen a
besugdrzé fény hulldmhossza van feltiintetve, ennek egysége nm (nanométer).
A fliggbleges tengelyen a vizsgalt oldat altal elnyelt fény mértékét dbrazoltuk. Ez
utébbi mennyiség neve abszorbancia, mértékegysége nincs.
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Azonos anyagok kiilonb6zd toménységli oldatainak vizsgélatanal kapott spektru-
mok abban térnek el, hogy az elnyelés mértéke a higabb oldat esetében aranyo-
san kisebb minden hullimhosszon, de a gorbék lefutdsa hasonlé (ugyanott van-
nak rajtuk a maximumok és a minimumok, jellegiik is megegyezik). Ha az anya-
gok eltérdek, akkor spektrumaik tobbé-kevésbé eltérd lefutdstiak. Emiatt ha két
spektrum eltérd lefutdsu, akkor biztosan kiilonb6z6 anyagok voltak az oldatok-
ban.

A 2.14. dbran szemmel is jol l1athat6, hogy az a és a b jelli gorbék hasonlitanak,
csak az a gorbe higabb oldatrdl késziilhetett. A c¢ jeli gorbe eltér mindkett6tol.
Ha azonban a spektrumokat szamitogép tarolja, akkor mas mddszert kell taldlni
az Osszehasonlitdsukra, hiszen a gépnek nincs szeme.

A szamitégép adatsorokat tud tarolni. A fenti gorbéket példaul ugy tdrolhatja,
hogy a 15 nm-enként mért abszorbanciaértékeket raktirozza el. Az adatok a 2.1.
tablazatban l4thatdk.

Tekintsiik az abszorbancidk oszlopait 15 dimenzids oszlopvektoroknak (mivel
minden oszlopban 15 adat van), és szamitsuk ki paronként az éltaluk bezart szo-
gek koszinuszait. Ha van a vektorok kozott olyan, amelyiknek mindegyik koor-

2.1. tabldzar Hipotetikus gorbék adatai

Hulldmhossz, Abszorbancia
nm a gorbe b gorbe c gorbe
400 0,105 0,211 0,737
415 0,184 0,368 0,658
430 0,211 0,421 0,579
445 0,184 0,368 0,526
460 0,105 0,211 0,474
475 0,079 0,158 0,553
490 0,105 0,211 0,563
505 0,158 0,316 0,574
520 0,211 0,421 0,579
535 0,263 0,526 0,632
550 0,316 0,632 0,684
565 0,326 0,653 0,737
580 0,289 0,579 0,789
595 0,237 0,474 0,816

610 0,195 0,389 0,789
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dinatdja A -szorosa egy masik vektor megfeleld koordindtajanak, akkor ez két
kiilonbozd dolgot is jelent egyszerre. Kémiailag azt, hogy a két vektornak megfe-
leld spektrumok ugyanannak az anyagnak a spektrumai, csak a koncentraciok
térnek el a két esetben. Matematikai szempontb6l azt, hogy a két vektor irdnya
megegyezik, hiszen egyik A -szorosa a mdsiknak. Ekkor a vektorok dltal bezart
sz0g koszinuszanak értéke 1 lesz.

Hatdrozzuk meg tehat a vektorok altal bezart szogek koszinuszat! A (2.16) azo-
nossdgot alkalmazva a kovetkez6 eredményeket kapjuk:

cos(a,b)_=1,000; cos(b,c)_ =0,9521; cos(a,c)_=0,9521,
< < <

ha a az a gorbe, b a b gorbe, ¢ a ¢ gorbe vektora. Tehit az a és a b jelli gorbe
ugyanazon anyag két kiillonboz6 oldatdnak a spektruma, a ¢ jelii gorbe valami-
lyen mds anyagrdl késziilt.

A hasonlésag mértékének jellemzésére jol haszndlhaté a szog koszinuszanak ér-
téke. Minél kozelebb van 1-hez, anndl jobban hasonlit a két vizsgalt gorbe. Meg-
jegyezziik, hogy a valosdgban az idedlis 1 érték elérése ritkan kovetkezik be.

Feladatok:

1. Adott az a=[2;-5] és a b=[L,—2] vektor. Szdmitsa ki az Osszegiiket, a kiilonb-
ségiiket és a skaldris szorzatukat! Abrdzolja a vektorokat, az Osszeget és a kiilonbséget
derékszogl koordindtarendszerben!

2. Adottaz n=[3;5] ésa m=[3;—4] vektor. Szdmitsa ki a kovetkezSket:

a) n+m b) 3n c)n—4m d)n-m e) |n—m|

3. Szamitsa ki a kovetkez6 vektorok hosszat!

a) n=6;8]

b) m=[l;\/§J
22

X P—[‘?ﬂ

d) q=[1:2;-3]

4. Dontse el, hogy merdlegesek-e egymadsra az alabbi vektorok!

a) ll=[4;—6] és v=[—2;3]
b)a= 3;—3} és b :{_E;_E}
4

c)n=| 3 | ésm=|-2
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5. Szamitsa ki a kovetkez6 vektorok altal bezart szog nagysagat!

a) a=[2;2] és b=[1;0]

ool fent

c) v=[L-1;0] és w=[0;1;1]

6. Igazolja vektorok segitségével, hogy a rombusz 4tl6i merdlegesek egymasra!



3. Egyvaltozds valods fuggvenyek

Az 1.9. definiciéban megadtuk a fiiggvény fogalmat altaldban. Az 1.4. fejezetben tobb, a
fiiggvényekre vonatkozé fogalmat is definidltunk. Jelen fejezetben a fiiggvények erésen
sziikitett, de nagyon fontos részhalmazaval, az egyvaltozés valds fiiggvényekkel foglal-
kozunk, a ,.fliggvény” szét is ilyen, erdsen lesziikitett értelemben haszndljuk. Ezeknél a
fliggvényeknél az alaphalmaz és a képhalmaz is a valés szdmok halmaza. Targyaljuk
a fliggvények megaddsdnak lehetdségeit, néhdny tovabbi fogalmat definidlunk a fiiggvé-
nyekkel kapcsolatban, megbeszéljiik a fiiggvények osztdlyozdsit, majd részletesen tar-
gyaljuk a leggyakrabban haszndlt fliggvényeket.

3.1. A figgvények megadasanak maodijai

Matematikdban a leggyakoribb a fiiggvények képlettel torténé megaddsa. Erre mutattunk
példakat az 1.4. fejezetben. Alljon csak itt egy egyszerii figgvény:

f()c):x2

Vannak fiiggvények, melyek nem adhatok meg egyetlen képlettel, ilyen az abszolitérték
fiiggvény (képe az 5.8. dbrdn lathatd):

f(x)—|x|— x,ha x>0 G.1)
—x, ha x<0 '
vagy az eldjel (szignum) fiiggvény:
1, ha x>0
f(x)=sgnx=< 0, ha x=0. (3.2)
-1, ha x<0
Ez utébbi fiiggvény képe a 3.1. dbran lathatd.
y
2 J
1
4 3 2 A 1 2 3 4 «x
-1
-2

3.1. dbra Az eldjelfiiggvény grafikonja

Haaképlet y=f (x) alakban adott, vagyis egyik oldalon csak a fiiggd, a masikon csak a
fiiggetlen véltoz6 szerepel, akkor explicit fiiggvényrdl beszéliink. Ha azonban a két val-
toz6 nincs elkiilonitve az egyenlet két oldaldn, akkor implicit fliggvénnyel van dolgunk.
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Ezek sokszor f(x,y)=0 (nulldra redukdlt) alakban adottak, de nem minden esetben.
Implicit fiiggvény példaul a kovetkezd:

X2y—xy+4=0, (3.3)
de a kovetkezd is:
x+y=siny. (3.4
A fiiggvény mindig nulldra redukdlhatd, példaul a (3.4) is:
x+y—siny=0.

Az implicit fiiggvényt sokszor explicit alakiva alakithatjuk, példaul a (3.3) egyszerli
atrendezéssel a 4

y:
x2—x

alakra hozhat6, de példaul a (3.4) fiiggvényt nem tudjuk explicit alakban megadni, mert
ekvivalens atalakitdsokkal nem tudjuk a fiiggd valtozat kifejezni. Ilyen esetekben a fiigg-
vény dbrdzoldsa, tulajdonsdgainak megéllapitdsa nagy nehézségekbe iitkdzhet.

Megadhatjuk a fliggvényt paraméteresen is, ha sziikséges, vagy valamilyen okbdl cél-
szerti. A paraméteres fliggvénymegadds azt jelenti, hogy a fiiggetlen és a fiiggd valtozé
egyarant egy paraméter fliggvénye, a paraméter kapcsolja 0ssze Oket. A paramétert alta-
laban ¢-vel jeloljik.

Példa:

Vizszintesen, v, kezddsebességgel elhajitott test palydjanak egyenletét szeret-
nénk megadni. Itt a # paraméternek konkrét fizikai jelentése van, az elhajitastol
eltelt id6t mutatja. A test helyzetének x koordinatdja az ido fiiggvényében (ha a
test az origébdl indul):
x(1) =vyt. (3.5)

Az y koordinataé:

y(t)=-472. (3.6)

2

A negativ eldjel arra utal, hogy a test lefelé esik, igy y csokken; g a nehézségi
gyorsulds értéke. Az Osszefiiggést fliggvényiink két valtozdja kozott tehat egy

x=x(1)
y=y(t)
alaku egyenletrendszer jelenti, amely a fiiggvényt egyértelmiien megadja.

A paraméter sok esetben kikiiszobolhetd, példaul a fenti fiiggvénynél is. A (3.5)
egyenletbdl kifejezhetjiik #-t:
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és beirhatjuk a (3.6) egyenletbe:

A paraméter kikiiszobolése nem feltétleniil sziikséges, sokszor nem is lehetséges.

Példa:
x(t)=t-sint,

y(t)zl—cost.

Az érdekesség kedvéért megjegyezziik, hogy ez az egyenletrendszer egy olyan
kor egy pontjanak palydjat adja meg, melynek sugara egységnyi, és csiszds nél-
kiil gordiil az x tengelyen (3.2. dbra). A gorbe a cikloisok kozé tartozik.

A gyakorlatban sokszor taldlkozunk olyan fiiggvényekkel, amelyek nem egyenlettel, ha-
nem mds médon adottak.

Megadhatdk a fiiggvények értéktablazattal, illetve grafikonjaikkal is. Mindkét megaddasi
forma gyakori a mérésekkel kapcsolatban.

Ertéktabldzatot akkor kapunk, amikor a fiiggetlen véltozé bizonyos diszkrét értékeihez
meghatdrozzuk a fiiggd valtozo értékeit. Analitikdbol véve példat: egy anyag kiilonbozd
koncentréciéji (c) oldatainak megmérjiik a fényelnyelését (A), ezzel az A= f (c) fligg-
vény néhdny pontjit kapjuk meg. A pontokat koordindtarendszerben dbrizolhatjuk. Ezt
kovetben vagy grafikusan megszerkesztjiik az dsszefiiggd fiiggvénygrafikont (3.3. dbra),
vagy matematikai médszerekkel olyan Osszefiiggést keresiink, amely megfelel6 pontos-
sdggal adja vissza mérési pontjainkat. Hogy ezt hogyan tehetjiik meg, arra statisztikai
tanulmdnyainkban fogunk visszatérni.

y
2
0 . :
0 T 2n X

%0z o4 08 08 10 ©
3.2. dbra Egy ciklois grafikonja 3.3. dbra Fényelnyelés mérésének
eredményei

A pontok a diszkrét mérési eredmények,
a vonal a pontokra illesztett linedris fiigg-
vény grafikonja
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3.4. dbra EKG gorbe

Folytonosan regisztralé miiszerekkel a fiiggvények grafikonjat kapjuk meg. Ilyen példaul
a 2.14. abra harom gorbéje, vagy példaul az EKG gorbe (3.4. dbra), ami a szivnek egy
potencidlértékét mutatja az idé fiiggvényében (U = f(r)).

Erre a gorbére nem igyeksziink matematikai Osszefiiggést taldlni, az orvos ismeretei és
tapasztalatai alapjan értékeli jellemzdit €s von le beldliik kovetkeztetéseket a paciens édlla-
potara nézve.

Analitikai mérések sordn is kaphatunk fiiggvénygrafikonokat. Mennyiségi kovetkezteté-
sek levondsdhoz megdllapithatjuk a grafikonok bizonyos paramétereit, és ezekbdl sza-
molhatunk eredményeket. Ezek a munkafolyamatok &ltaldban jol algoritmizalhatok, sza-
mitégépes programmal konnyen elvégeztethet6k. Miiszeres analitikai tanulmanyaink
soran sok ilyen grafikonnal fogunk taldlkozni.

3.2. A fuggvenyek jellemzdi

Ebben a fejezetben olyan fogalmakat definidlunk, melyek a fliggvények jellemzésénél,
abrazoldsanal hasznélatosak.

Az értelmezési tartomdnnyal €s az értékkészlettel az 1.10. definicioban mar taldlkoztunk,
itt csak emlékeztetiink rajuk.

3.1. definicio: Intervallumnak nevezziik a valés szamok egy Osszefiiggd részhalmazat.
Az intervallum hatdrait dltaldban a-val és b-vel jeloljiik. a illetve b vagy hozzatartozik az
intervallumhoz, vagy nem. Ha mindkettét hozzaértjiik, akkor zart intervallumrdl, ha
egyiket sem, akkor nyitott intervallumrél beszéliink. Egyéb esetekben az intervallum félig
nyitott, félig zart.

Jelolések:
zért intervallum: [a;b]z{x:xe R|a stb};
nyilt intervallum: Jasb[ = {x ixe R|a <x< b};
jobbrol nyilt, balrél zart:  [a;b[ ={x:xe Rla<x<b};

balrdl nyilt, jobbrol zért:  Ja;b]={x:xe Rla<x<b}.

Az intervallum balra is és jobbra is nydlhat a végtelenbe. Ilyenkor azt mondjuk, hogy
hatdra a végtelen, de természetesen amelyik oldalon végtelen a hatdr, ott nem lehet zart az
intervallum. Egy végtelenbe nyulé intervallum példaul a [4;00[; az Osszes val6s szamot
tartalmazza a |—eo;00[ nyilt intervallum.
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3.2. definicié: Az x,szdm o sugari kornyezetének az ]xo -8, xg +8[ nyilt intervallu-
mot nevezzilk, nem beleértve magit x,-t. Ha xg-t is szdmitdsba vessziik, akkor x, o
sugari teljes kornyezetérdl beszéliink (3.5. dbra).

Szitkségiink lesz még a jobb- illetve a baloldali kornyezet fogalméra is. x; J sugard
jobboldali kornyezete az }xo;xo +8[, & sugard baloldali kornyezete pedig az
Jxo =8 x[ nyilt intervallum.

3.3. definicio: Az x; helyet (x;€ Dy)az f(x) figgvény zérushelyének nevezziik, ha
f(x;)=0. Ez azt is jelenti, hogy ezen a helyen a fiiggvény grafikonja metszi vagy érinti
az x tengelyt, egyben azt is, hogy az f (x) =0 egyenlet egyik megolddsa az adott x;
érték.

A 3.6. dbra fiiggvényének zérushelyei: x; =-2 és x, =2.

a 32 4 0 1 2 3 X
Xg-0 Xo Xg+0 -14
b -2

Xg-0 Xo Xg+ 0
3.5. dbra A koOrnyezet (a) és a teljes 3.6. dbra TIllusztracid a zérushely definici-
kornyezet (b) djéhoz

A zérushelyek keresése az f(x)=0 egyenlet megolddsat jelenti. Ez lehet viszonylag
egyszeri feladat is, de elemi dton sokszor megoldhatatlan. Gondoljunk az

f(x)=1 —x?

illetve az
f(x) =2x—sinx
fliggvényekre.
A megoldandé6 egyenletek:
1-x% =0, (3.7)

illetve

2x—sinx =0. 3.8)

(3.7) algebrai uton konnyen megoldhatd, gyokeinek, azaz a zérushelyeknek az értéke:
x; =—1 ésx, =1. A (3.8) egyenlet megoldésait elemi Gton nem, csak kozelitdé mod-
szerek alkalmazdsdval tudjuk megkeresni.



3. Egyviltozos val6s fiiggvények 43

3.4. definicié: Az x; helyet (x,» € Df) az f fiiggvény szakaddsi helyének nevezziik, ha
ott a fiiggvény nem folytonos. A folytonossdg fogalmat késdbb, a 4.6. definiciéban fogal-
mazzuk meg.

3.5. definicio: Az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak [a;b] intervalluman alulrol
korldtos, ha f(x)2m teljesiil minden x-re, ha xe& [a;b]. Az m szdmot alsé korldmak
nevezzik.

Ha taldlunk alsé korlétot, akkor ez egyben azt is jelenti, hogy végtelen sok alsé korlat
van, hiszen minden k szam alsé korlat, ha kK <m és m alsé6 korlat.

3.6. definicio: Az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak [a;b] intervalluman feliilrol
korldtos, ha f(x)<M teljesiil minden x-re, ha x€ [a;b]. Az M szdmot felsé korldmak
nevezziik.

Ha taldlunk felsd korldtot, akkor végtelen sokat taldlhatunk, hiszen minden K szam fels
korlat,ha K > M és M felso korlat.

3.7. definici6: Az f fuggvény értelmezési tartomanyénak [a;b] intervalluman korldtos,
ha alulrél és feliilrdl is korlatos az adott intervallumon.

Az alsé és a fels6 korlatot kereshetjiik a fliggvény egész értelmezési tartomanyan is, ek-
kor egyszertien annyit mondunk, hogy a fiiggvénynek alsé illetve felsé korlatja van, vagy
korlatos, nem jeloliink ki intervallumot.

Példak:

1.Az f(x)= x> +2 fiiggvény alulrdl korldtos. Alsé korldtja példdul a zér6, de
barmilyen, a zéronal kisebb szdm is. A legnagyobb alsé korlat értéke 2.

2. Az f(x)=—|x|+5 fiiggvény feliilr8] korl4tos, a legkisebb fels8 korlatja 5.
3.Az f(x)=sinx fiiggvény korldtos, hiszen —1<sinx <1.

3.8. definicio: Az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak [a;b] intervalluman monoton
novekvd, ha f(x) < f(x,) minden esetben, ha x; < x,, és x;,x, € [a;b].

Haaz f(x)< f(x,) reldci6 teljesiil, akkor szigoriian monoton nvekedésrél beszéliink.

3.9. definicié: Az f fiiggvény értelmezési tartomanyédnak [a;b] intervallumédn monoton
csokkend, ha f(x;)2 f(x,) minden esetben, ha x; <x,, és x;,x, € [a;b].

Haaz f(x)> f(x,) reldcio teljesiil, akkor szigoriian monoton csdkkenésrdl beszéliink.

Példak:

1. Az f (x) =\/; fliggvény teljes értelmezési tartomanyan szigorian monoton no-
vekvd, hiszen \/xT <%, ha x <x,. Egyszerien fogalmazva: nagyobb szdm
négyzetgydke nagyobb (3.7. dbra).
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y y
y=i%
VX2 y=
Vxy X
14
0 .
0 1 X4 X2 X
3.7. abra A négyzetgyokfiiggvény
monotonitdsa 1]
X4
1 4
1
X
02
X

0 x4 1 Xo
3.8. dbra A reciprokfiiggvény pozitiv
dganak monotonitdsa

1
2. Az f (x) =— fiiggvény szigortian monoton csokken a ]O;oo[ intervallumon, mert
X

1 _ 1
— >—, hax; < x,. Nagyobb pozitiv szim reciproka tehat kisebb (3.8. dbra).

)
3.10. definicié: Az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak [a;b] intervalluman alulrol
konvex, ha abban barmely x és x, helyhez tartozé hiirjdnak y koordinatdi az [xl;xz]
intervallumon legaldbb akkordk, mint a fiiggvény megfeleld y koordinatai. (Egyszeriib-
ben fogalmazva a fliggvény gorbéje az [a;b] intervallumon mindeniitt a hir alatt halad.)
Ellenkezd esetben a fiiggvény alulrdl konkdv. Fiiggvény konvex és konk4v tartomdnya a
3.9. abran lathato.
3.11. definicié: Az f fuggvény inflexios pontja az a pont, amely a fiiggvény konvex és
konkav szakaszat elvalasztja egymdstdl (3.9. dbra).
Az inflexiés pont megkeresése nem egyszerll feladat, az 5.8.7. fejezetben fogjuk meg-
tanulni az erre alkalmas eljarast.

y

/

I X
3.9. dbra Konvex (a) és konkav (b)
fliggvénytartomény, inflexios pont (P)
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3.12. definicié: Az f fiiggvénynek helyi vagy lokdlis maximuma van egy x, helyen, ha
az xy helynek van olyan § sugarii kornyezete, amelyben f (xo)> f(x), ha |[x—xy| <3,
és x # x; (3.10. dbra).

(Az |x—x0| <O Osszefiiggés csak annyit fejez ki, hogy x benne van x, & sugard kor-
nyezetében. Ilyen tipusi Osszefliggést tobbszor fogunk haszndlni annak megadasara,
hogy két valtoz6 vagy szdm mennyire van kozel egymashoz.)

f(a) max.

min.

f(b)

a-5 a a+d b-5 b b+ X
3.10. dbra Helyi maximum (helye a), €s
helyi minimum (helye b)

3.13. definici6: Az f fiiggvénynek helyi vagy lokdlis minimuma van egy x; helyen, ha az
Xp helynek van olyan & sugard kornyezete, amelyben f (xo) <f (x), ha |x—x0| <9, és
x # xg (3.10. dbra).

A minimumot és a maximumot kozos néven szélséértéknek nevezziik.

Egy fliggvénynek természetesen tobb helyi minimuma és maximuma lehet. Gondoljunk
példaul az f (x) =sinx fiiggvényre (3.4.3. fejezet), amelynek végtelen sokszor felveszi
minimumadt illetve maximumat.

Ha a helyi széls6érték egyben a fiiggvény legnagyobb vagy legkisebb értéke, akkor ab-
szolit maximumrol illetve minimumrdl beszéliink. Annak eldontése, hogy egy szélso-
érték abszolit maximum vagy minimum-e dltaldban nem jelentds, a helyi maximumok
illetve minimumok megkeresésének problémdjdval viszont sokszor taldlkozunk az élet
szamos teriiletén. A helyi széls6értékek keresése sordn természetesen az abszolut széls6-
értékeket is megtaldljuk. Az 5.8.7. fejezetben ismerjitk meg a szélséértékek megkeresé-
sének modszerét.

3.14. definicié: Az f (x) fliggvényt pdrosnak nevezziik, ha f (x) =f (—x) teljesiil, ha
xeDg.
f

A definiciébdl kovetkezik, hogy péros fiiggvény grafikonja az y tengelyre szimmetrikus.

Péros fiiggvény az Osszes paros kitevdjii hatvanyfiiggvény (3.4.1. fejezet), a koszinusz-
fiiggvény (3.4.3. fejezet), a 3.2. dbran lathat6 ciklois és még sok egyéb.

3.15. definicié: Az f(x) fiiggvényt pdratlannak nevezzik, ha f (x) = —f(—x) telje-
siil, ha xe D ’-
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A definiciébdl kovetkezik, hogy paratlan fliggvény grafikonja az origéra szimmetrikus.

Pératlan fliggvény az Osszes pdratlan kitevdjii hatvanyfiiggvény, a szinuszfiiggvény, az
eldjelfiiggvény (3.1. dbra) és még sok egyéb.

Megjegyezziik, hogy egy fiiggvény nem feltétleniil paros vagy pdratlan, sok fiiggvény
nem sorolhat6 be ilyen szempont alapjan.

3.16. definici6: Az f fiiggvényt periodikusnak nevezzik, ha f(x)= f(x+p) teljesiil,
ha xe D;. A p szamot a fiiggvény periddusinak nevezziik.

A periodikussag azt jelenti, hogy a fiiggvény szakaszai ismétlddnek, két szomszédos sza-
kasz kezd6pontjanak tavolsaga p.

Ha f(x)=f(x+p) teljesiil, akkor természetesen f (x)= f(x+kp) is teljesiil, ahol
ke Z.

A trigonometrikus fiiggvények mindegyike periodikus, de nagyon sok periodikus fiigg-
vény konstrudlhaté egyéb fiiggvényekbdl is. A miiszaki életben jelent6ségiik nagy, az
analitikdban kisebb.

3.3. A figgvenyek osztalyozasa

A fliggvényeket (emléksziink: egyvéltozds valds fliggvényeket) két csoportba sorolhatjuk
be: az elemi fiiggvények és a nem elemi fiiggvények csoportjiba.

3.17. definicié: Elemi fiiggvényeknek azokat a fiiggvényeket nevezziik, melyek az elemi
alapfiiggvényekbdl véges szdmu

Osszeaddssal, szorzdssal, osztdssal, gyokvondssal,
inverz fiiggvény képzésével,
Osszetett fliggvény képzésével

eldéllithatdk és képlettel megadhatdk.

Elemi fiiggvény példaul a kovetkezd:

5x° —4x? +sinx X
logs x '
A nem elemi fiiggvények nem 4llithatok eld ilyen médon.
Nem elemi fiiggvény példaul az abszolutérték fliggvény (3.1), vagy az eldjelfiiggvény (3.2).
Az inverz fiiggvényeket az 5.4. fejezetben, az Osszetett fliggvényeket az 5.3. fejezetben
definialjuk.
3.18. definicio: Elemi alapfiiggvények a kovetkezok:

x> C,

XX,
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x> a’,
X > sin x,
ahol C valés, a pozitiv konstans.
Az elemi fiiggvényeket tovabb osztilyozhatjuk algebrai és transzcendens fiiggvényekre.

3.19. definicio: Az algebrai fiiggvények azok a fiiggvények, melyek a valtozébol és
konstansokbdl véges szamu

osszeadassal, szorzassal, osztassal,
egész kitevoji gyokvonassal

elééllithatok és képlettel megadhatdk.

Pelddul: 2 +3x2 —5x+6
XD — (3.9)
2
x°=3
A nem algebrai elemi fiiggvények a transzcendens fliggvények.
Példaul:

x> sin? x—2cos” x

Az algebrai fiiggvények raciondlisak, ha képzésiik sordn gyokvondst nem kell felhaszndl-
ni; ha igen, akkor a fliggvény irraciondlis.

Racionilis fiiggvény példaul a kovetkezd:
3% +6

X -5

. (3.10)

Irraciondlis példaul a (3.9) fiiggvény.

A raciondlis fiiggvény egész, ha még az osztds milveletét sem hasznéljuk; ha igen, akkor
raciondlis tortfiiggvényt kapunk.

Egészfiiggvényre példa:
x> X0 —x? —5x+34.

Tortfiiggvény példaul a (3.10).
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Az osztilyozast a 3.11. dbra szemlélteti.

figgvények
elemi nem elemi
fuggvények fuggvények
algebrai transzcendens
fuggvények fuggvények
racionalis irracionalis
fuggvények fuggvények
egész tort-
fuggvények figgvények

3.11. dbra A fiiggvények osztilyozdsa

A tovabbiakban ismerkedjiink meg néhdny elemi fiiggvénnyel.

3.4. A leggyakrabban hasznalt figgvények
3.4.1. Hatvanyfliggvények

Az f(x)=x" tipusi fiiggvények tartoznak ebbe a csoportba. Az dsszefiiggésben n kii-
16nboz6 értékeket vehet fel.

— A legszorosabb értelemben vett hatvanyfiiggvényeket akkor kapjuk, ha ne N*.
Ilyen fiiggvényeket lathatunk a 3.12. dbréan.
Az 4brardl kozvetleniil leolvashatdk a kovetkezd megallapitasok:

— Mindegyik fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza.

—Ha n pdratlan, akkor értékkészletiik az 6sszes valés szam. Ebben az esetben a
fliggvények paratlanok, korlatjuk nincs, szigorian monoton nének. Ha n #1, ak-
kor a 0 helyen inflexids pontjuk van, eldtte konkdvok, utdna konvexek.

—Ha n péros, akkor értékkészletiik az 6sszes nem negativ szdm. Parosak, alulrél
korldtosak, legnagyobb als6 korldtjuk a nulla. A |—oo;0[ intervallumon szigo-
rdan monoton csokkennek, a [O;oo[ intervallumon szigordan monoton nének.
Minimumuk az x =0 helyen van, a minimum értéke mindig nulla. Egész értel-
mezési tartomanyukon konvexek.
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3.13. dabra Gyokfiiggvények

3.12. dbra Pozitiv egész kitevdjil
hatvanyfiiggvények

zeir6l és tulajdonsdgaikrol a 3.4.4. fejezetben lesz sz6. Néhdny gyokfiiggvény

képe a 3.13. 4bran l4thato.

Az 4brardl leolvashatdk a fiiggvények tulajdonsigai, a feladat elvégzését az ol-
vasOra bizzuk. Kiemeljiikk azonban a tulajdonsidgok koziil, hogy péaros gyok-
kitevdjii figgvények értelmezési tartomdnya és értékkészlete egyardnt a nem ne-

gativ valés szdmok halmaza.

Az értelmezési tartomdnyba azért nem tartoznak bele a negativ szdmok, mert a
valés szdmok korében negativ szdm pdros kitevdjli gyokét nem tudjuk értel-
mezni. (Nincs olyan szdm, amit pdros kitevdjli hatvdnyra emelve negativ szdmot

kapnank.)
Az értékkészletbdl pedig azért zarjuk ki a negativ szdimokat, mert a fiiggvény de-
finici6ja szerint (1.9. definicié) az értelmezési tartomdny minden eleméhez csak

egyetlen értékkészletbeli elemet rendelhetiink hozza.
Tehat példdul hidba igaz a 22 =4 ésa (—2)2 =4 0osszefiiggés egyarant, defini-
ci6 szerint 2 = \/Z , de —2# \/Z, ellenben -2 = —\/Z.
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—Ha n=—-k, ahol ke N*, akkor raciondlis tortfiiggvényt kapunk, mivel definici6

A 1 . .
szerint x ¥ = - Az ilyen fiiggvényekkel a 3.4.8. fejezetben foglalkozunk.
X

— Azok az esetek, amikor n=£, ahol pe NT és qe N7, illetve amikor ne Q*,

szamunkra kevéssé fontosak, ezért nem targyaljuk Oket.

3.4.2. Exponencialis fliggvények

Az f(x)=a" tipusi fiiggvények tartoznak ebbe a csoportba. A hatvdny alapjdra igaz,
hogy ae R|a >0.

uN

e AR
i

3.14. dbra  f(x)=a" alakd fiiggvények

g0rbéi

A fiiggvények értelmezési tartomdnya minden esetben a valds szdmok halmaza. Mind-
egyik fiiggvény gorbéje dtmegy a (0;1) ponton, hiszen barmelyik pozitiv szdm nulla
kitevdjli hatvdnydnak értéke definiciészerlien 1. Egyéb tulajdonsdgaik a értékétdl fiig-
gben eltérdek lehetnek:

—Ha a>1, akkor a fiiggvények szigortian monoton ndvekvok, értékkészletiik a po-
zitiv valés szdmok halmaza. A 3.14. dbrdn az ilyen fiiggvények koziil az
f (x) =2" fiiggvény szerepel illusztracidként ehhez a ponthoz. Lathatd, hogy gor-
béje konvex, szélsdértéke nincs, és x novekedésével a fiiggvényértékek rohamosan
nonek. Innen ered a kozkeletl ,.exponencidlis novekedés” kifejezés.

—Ha O<a<1, akkor a fiiggvények szigorian monoton csokkennek, értékkészletiik
1 X
szintén a pozit{v valés szdmok halmaza. A 3.14. dbrdn az f (x) = (Ej fliggvényt

abrazoltuk. Lathat6, hogy ennek gorbéje is konvex, szélsdértéke nincs.
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—Ha a=1, akkor az f(x)=1 egyenletii konstans fiiggvényt kapjuk, hiszen
1 barmelyik hatvanydnak értéke 1. Igy ennek a fiiggvénynek az értékkészlete csu-
panaz 1.

3.4.3. Trigonometrikus fliggvények

Ez a csoport az f (x) =sinx fliggvényt és a beldle leszarmaztathat6 fiiggvényeket jelen-
ti. Bar a koszinusz- és a tangensfiiggvény is leszdrmaztathaté a szinuszfiiggvénybdl,

sin
(cosx= sin(x +% , tg (x) =20x ), mégis célszerli alapfiiggvényként kezelni dket.
cosx

y
1

tga

sina

-1 cosa 1 X

-1

3.15. dbra A szinusz- és a
koszinuszfiiggvény értelmezése

/—\ COSX sinx /

o

3.16. dbra A szinusz- és a koszinuszfiiggvény

Mint ismeretes, sin o az origd kezdépontt, az x tengellyel a szoget bezar6 egységvektor
fiiggdleges, coso. ugyanezen vektor vizszintes koordinatdjaként értelmezhetd. tg o a két
érték hanyadosa, geometriai megjelenitése a 3.15. dbran 14thato.

A negyedik trigonometrikus alapfiiggvény a kotangensfiiggvény, a tangensfiiggvény

reciproka: ctgx =——. Ritkdbban haszndljuk, a tangensfiiggvény haszndlata &ltaldban
elegendd. ga
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A szinusz- és a koszinuszfiiggvény grafikonja a 3.16. dbrdn 14that6.

Mindkét fiiggvény értelmezési tartomdnya a valds szdmok halmaza, értékkészletiik:
Ry ={f(x):f(x)e R|—1Sf(x) Sl}, ebbdl kovetkezden korldtosak. Periodikusak,

periédusuk nagysdga 2m. Végtelen sok minimum- és maximumhelyiik, inflexiés pontjuk
és zérushelyiik van. Jellegzetes gorbealakjukbdl szdrmazik a ,,szinuszgorbe” elnevezés.

A szinuszfiiggvény pdratlan, a koszinuszfiiggvény pédros. Ennek a ténynek egy érdekes
kovetkezményével az 5.8.5. fejezetben fogunk taldlkozni.

A tangensfiiggvény dbrdja a 3.17. dbrén lathato.

y
104
5,
T :3\ T T G T 3\ T X
T /. T o O
21 Y T > ] 5 T 5 2n
-54
-104

3.17. abra A tangensfiiggvény grafikonja

Mivel cos (§+knj =0, ahol ke Z, az x =§+kn helyeken a tangens fliggvény nem

értelmezheto.

T . ‘ 1
Az x =E+k7t egyenletli egyenesek a tg x fiiggvény aszimptotdi. A fiiggvény gorbéje
tetszOlegesen kozel keriil az aszimptotdhoz, de el soha nem éri.

Tehdt D x¢§+kn}, Ry, ={f(x): f(x)eR}.

tgx:{x:xeR
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A gorbe szigorian monoton novekszik mindeniitt, végtelen sok zérushelye van, a
zérushelyek egyben inflexids pontok is. A fiiggvény pdratlan, sz€lséértéke nincs.

3.4.4. Fiiggvény inverze

Egy geometriai példa segitségével vezetjiik be a fiiggvény inverzének fogalmat. Tudjuk,
hogy egy négyzet teriilete oldaldnak hosszabdl a

T(a)=d® (3.11)

képlettel szdmithat6é ki. A T (a) jelolés arra utal, hogy a teriilet az oldal hosszdnak fligg-
vénye.

Feltehetjiik azonban a kovetkezd kérdést is: adott teriiletli négyzetnek mekkora az oldala?
Vilasz: az oldal hossza az

a(T) =T (3.12)
Osszefliggéssel szamithato ki.

A (3.11) képlette]l megadott fiiggvénynél az oldal hosszdhoz rendeltiik hozza a teriilet
nagysdgit, mig a (3.12) képlet a teriilet nagysdgdhoz rendeli hozz4d az oldal hosszat.
Mindkét hozzdrendelés kolcsondsen egyértelmil, azaz egy adott oldalhosszhoz csak
egyetlen teriilet, illetve egy adott teriilethez csak egyetlen oldalhossz rendelhetd.

A két fiiggvény ugyanazt a kapcsolatot fejezi ki, annyi koztiik a kiillonbség, hogy az alap-
halmaz és a képhalmaz felcserélddott. Ezt a tényt ugy fejezziik ki, hogy a (3.12) fiigg-
vény (3.11) inverze.

3.20. definicié: Az f fuggvényt értelmezési tartomanyanak H részhalmazan invertdlhato-
nak nevezzilk, ha f H kiilonbozé elemeihez az értékkészlet kiilonbozé elemeit rendeli
hozza.

Képlettel:
f(xl);tf(xz), ha x # x,.

Konnyen beldthatd, hogy a feltételnek olyan H részhalmazok tesznek eleget, amelyeken f
szigordan monoton novekvd vagy szigortian monoton csékkend. Ha ugyanis a fiiggvény
nem szigordan monoton nd vagy csokken, akkor biztosan van H-nak olyan x és x,

eleme, melyek kiillonboznek egymadstdl, de igaz rajuk, hogy f (xl): f (x2). Ilyenkor
azonban finverze f (xl ) -hez x-etés x, -t is hozzdrendelné, ez a kapcsolat pedig az 1.9.
definici6 szerint mir nem fiiggvény!

Ha egy fliggvény egész értelmezési tartomanydn invertdlhatd, akkor réviden csak inver-
talhaténak nevezziik.

3.21. definicié: Ha az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak H részhalmazan invertalha-
t6, akkor f H-ra korldtozott inverzének azt az f_; fiiggvényt nevezziik, amelyet a kovet-
kez0 két kovetelmény hatdroz meg:
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1. Az f_, fiiggvény értelmezési tartomdnya az f fiiggvény H-n felvett értékeibdl all, azaz
Dy ={f(x)|xe H};
2. barmely y, e Dy elemre

f_](y0)=x0(:)f(x0)=y0. (3]3)

Ha H =Dy, akkor a definiciéban nincs sziikség a ,,H-ra korldtozott™ jelzore. Ilyenkor
természetesen Dy =Ry.

A (3.13) osszefiiggés azt fogalmazza meg tomoren, hogy az inverz képzésénél csak a
hozzdrendelés irdnyat véltoztatjuk meg, de az egymashoz rendelt elemek ugyanazok
maradnak.

Rogton lathatd, hogy a fiiggvénynek és inverzének kapcsolata kolcsonds: ha f—nek H-ra
korldtozott inverze f_;,akkor f_j-nek Dy -re korldtozott inverze f. Tehit

F(fa(x)=xés f(f(x)=x,

vagyis az inverz invertdlasdval a valtozd értékét kapjuk vissza, mintha nem csindltunk
volna semmit.

Az inverz definicidjanak megfeleléen ha egy P(xo;yo) pont rajta van f grafikonjan,
akkor a Q(yo;xo) pont f_; grafikonjdn lesz rajta (3.18. dbra), a két pont egymds tiikor-
képe az y = x egyenesre nézve.

=X
y y =400 Y
Xo 9 Q(Yo;Xo)
y = f(x)
Yo o
P(xp:yo)
Yo Xo X

3.18. dabra Fuggvénynek és inverzének grafikonja

Jf—1 grafikonjat tehat nagyon egyszeriien megkapjuk f grafikonjabol, amennyiben azt is-
merjiik, csak tiikkrozniink kell azt az y = x egyenesre.

Az dbra azt is illusztrdlja, hogy az y = f (x) egyenletli gorbébdl az inverz gorbe egyenle-
tét a valtozok felcserélésével kaphatjuk meg: x= f ( y). Ha ebbdl ki tudjuk fejezni y-t,
akkor az igy ad6d6 y = f_, (x) egyenletben éppen az inverz fliggvény szerepel.
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Példak:

1.Az f(x)=2x+3 fiiggvény teljes értelmezési tartomdnydn szigoriian monoton
novekvo, ezért invertdlhatd is. Grafikonjanak egyenlete:

y=2x+3
A valtozok felcserélésével az
x=2y+3
egyenletet kapjuk, ebbdl
_L.3
y 2 9
tehat
1 3
(x)==x—=.
foi(x) 25

Ko6z6s koordindtarendszerben dbrdzolva a két egyenest lathat6, hogy valdban tii-

korképei egymdsnak az y = x egyenesre nézve. Az dbrazoldst az olvaséra biz-
zuk.

2.Az f(x)= P fliggvény teljes értelmezési tartomdnydn szintén szigordan mono-
ton novekvo (3.12. dbra), ezért invertdlhat6. Grafikonjanak egyenlete:
y= X
Cseréljiik fel a valtozokat: 3
x=y’.

Ebbdl az 6sszefiiggésbol y-t kobgyokvonassal tudjuk kifejezni:
1
y=3x=x3,
fa(x) =3

Ezért allitottuk a 3.4.1. fejezetben, hogy a gyokfiiggvények a hatvanyfiiggvények
inverzei.

tehat

3.Az f(x)= x2 fliggvény teljes értelmezési tartomanydn nem szigorian monoton
(3.12. dbra), ezért csak az értelmezési tartomany részhalmazain invertalhat6. Te-
kintsik a H = {x 1X€E R|x > O} részhalmazt, vagyis a nem negativ valés szdmo-
kat. Ezen az intervallumon a fiiggvény szigordan monoton névekvd, igy invertal-
hat6 is. Grafikonjanak egyenlete:

y=x".
Cseréljiik fel a valtozokat:

x=y2.

y:\/;y

Ebbdl
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adddik. Az inverzfiiggvény képlete:
faa(x) =+,

de ennek a fiiggvénynek az értelmezési tartomdnya megegyezik f(x) érték-
készletével a H halmaz felett. Ezek éppen a nem negativ valds szdmok, tehat a
négyzetgyokfiiggvényt negativ szimokon nem értelmezziik.

3.4.5. Logaritmusfiiggvények

Az el6z6 kitérd utdn djabb fiiggvénytipust frunk le, ez a logaritmusfiiggvények csalddja.
Ha az

f(x)zax

képletli exponencidlis fliggvény (3.4.2. fejezet) inverzét keressiik, akkor az elébb elmon-
dottak szerint az
y=a

egyenletben cseréljiik fel a valtozdkat:

xzay.

Vagyis azt a kitevot keressiik, amire a-t emelve x-et kapunk.

Ebbdl az egyenletbdl y-t a logaritmuskeresés miiveletével tudjuk kifejezni:

y =log, x,
tehdt a logaritmusfiiggvény képlete:
f(x)=log, x. (3.14)

Feltételek: a >0 és a #1. (Az exponencidlis fiiggvények esetében megengedhettiik az
a =1 vélasztast, bar a kapott fiiggvény eléggé érdektelen. Itt az a =1 eset értelmetlen,
hiszen csak az 1 éllithat6 eld 1 hatvanyozdsdval, egyéb szam nem. Ha az invertdlhatésig
feltételére gondolunk, az f (x)=1" =1 fiiggvény értelmezési tartomdnyan, mivel kons-
tans, nincs invertalhaté intervallum!)

A fiiggvények képe a 3.19. dbran 14that6.

3.19. dbra Logaritmusfiiggvények grafikonjai
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Az alap értékétdl fiiggetleniil mindegyik fiiggvénygorbe dtmegy a (0;1) ponton, hiszen
barmilyen szdm nulla kitevdjli hatvanya 1.

Mindegyik fiiggvény értelmezési tartomdnya D ={x:x€ R|x>0}, értékkészletiik az
Osszes valds szam.

Ha O<a <1, akkor a fiiggvény szigordan monoton csokkend, gorbéje konvex, ha a > 1,
akkor szigorian monoton novekvo, gorbéje konkav.

3.4.6. Trigonometrikus fliggvények inverzei

Béar az analitikai gyakorlatban ezen fiiggvényeket ritkdn haszndljuk, fizikai tanulma-
nyaink miatt mindenképpen meg kell emliteniink Oket.

Egyik trigonometrikus fiiggvény sem invertdlhaté az egész értelmezési tartomdnydn, mi-
vel mindegyik periodikus. Mindegyikiik értelmezési tartomanyabdl kivalaszthatunk azon-
ban olyan intervallumot, melyen a fliggvény szigordan monoton és ezért invertilhato.
Ezek az intervallumok célszertien (lasd a 3.16. és a 3.17. abran):

. . T T . .. < . . "
— sinx esetében [—E,E} , itt a fliggvény szigortian monoton nd;
— cosx esetében [O;Jt] , itt a fiiggvény szigortian monoton csdkken;
£ T T . p . . x
— tgx esetében [—E,E} , itt a fliggvény szigortian monoton nd.

A trigonometrikus fliggvények inverzeit arkuszfiiggvényeknek nevezziik és arc-cal jelol-
jiik. fgy tehat

. .. C 1aeqs . . . m 7.

— arcsinx azt a szoget jeloli, melynek szinusza x, nagysdga pedig a ——;—} inter-
vallumba esik; L 22

— arccos x azt a szoget jeloli, melynek koszinusza x, nagysdga pedig a [O; 7:] inter-
vallumba esik; r

.. ¢ 1ae1s . . T 7.

— arctg x azt a szoget jeloli, melynek tangense x, nagysdga pedig a ——;—} inter-

vallumba esik. L 22

Az arkuszfiiggvények abrai a 3.20., 3.21. és a 3.22. dbrdn l4thatéak.

y y
5 4
™
-1 ° 1 X 2

T
- T O -

2 -1 0 1 X

3.20. dbra Az arkusz 3.21. dbra Az arkusz koszinusz

szinusz fliggvény grafikonja fiiggvény grafikonja
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3.22. dbra Az arkusz tangens fliggvény grafikonja

3.4.7. Racionalis egész fliggvények

3.22. definicié: Valds n-edfoku raciondlis egész fiiggvényen olyan

F ()= apx +ap X" a, ox" + o+ ax +
alaku fiiggvényt értiink, amelyben ne N, az a,, a,_;, a,_5,..., a1, ay egyiitthatok valds
szdmok, tovabba a, #0 .

A raciondlis egész fiiggvényeket gyakran polinomfiiggvényeknek vagy roviden polino-
moknak is nevezziik.

A polinomok a hatvanyfiiggvények szarmazékainak tekintheték. Ertelmezési tartomd-
nyuk a val6s szamok halmaza. Ertékkészletiik, menetiik és egyéb tulajdonsigaik is na-
gyon véltozatosak lehetnek, emiatt nagyon sok elemi fiiggvényt meg tudunk kozeliteni
polinomokkal (5.8.5. fejezet).

Ha n =0, akkor nulladfoku fliggvényeket kapunk, ezek a konstansfiiggvények. Ha n =0
és egyuttal ap =0 is teljesiil, tehat f (x) =0, akkor a polinom fokszdmat megallapodas-
szertien —oo -nek tekintjiik.

Polinomok 6sszege, kiilonbsége és szorzata is polinom, hdnyadosuk viszont altaldban ra-
ciondlis tortfiiggvény (3.4.8. fejezet).

Polinomok kozott a maradékos osztds miiveletét az egész szamokkal végzett maradékos
osztds analdgidjara tudjuk értelmezni. Nézziink ehhez egy szampéldat:

Osszuk el 1298-at 37-tel:
1298:37 =7
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Az osztand6 elsé két szamjegyébdl allé szam még nem oszthat6 37-tel, ezért ha-
rom szdmjegyet vesziink (129) és osztunk:

1298:37 =3.
A kapott szammal megszorozzuk a 37-et és az eredményt leirjuk az osztandé ala:

1298:37 =3.
111
Kivonjuk az eredményt a kijelolt szamjegyekbdl all6 szambol:
1298:37 =3,
111
18
az eredményhez hozzdirjuk a kovetkezd szdmjegyet és a 1épéseket ismételjiik:
Osztunk:
1298:37 =35,
111
188
a kapott szdmjeggyel szorzunk:

1298:37 = 35,
111
188

185
az eredményt kivonjuk:

1298:37 =35.
111
188
185
3

Ha lenne kovetkez6 szdmjegy az osztanddban, akkor folytathatndnk az osztist.
Mivel nincs, és 3 mir nem oszthat6 37-tel, a miiveletet befejeztiik.

Az eredmény: 1298-ban a 37 35-sz6r van meg, a maradék 3.

Szorzassal felirva:
1298 =37-35+3.
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A definici6 tehat a kovetkezo:

3.23. definicié: f és g legyen polinomfiiggvény. f-nek g-vel valé maradékos osztdsan
olyan p és r polinomok meghatarozasat értjiik, melyekkel a fiiggvények egész értelmezési
tartomdnyén

f(x)=g(x) p(x)+r(x).

A p polinom a hdnyados, r a maradék.

Ha r(x) =0, akkor

vagyis az osztds ilyen esetben eredményez polinomot.

A kovetkez6kben konkrét példan roviden bemutatjuk az osztds menetét a gyakorlatban.
A példa alapjan a miivelet konnyen éltalanosithaté.

Példa:

4 3

Legyen f(x)=x*—x>—x? +8x-4, g(x)=x>

+x-2!
Az elvégzendd osztds a kovetkezo:
(x4 - =7 +8x—4) : (x2 +x—2) .
A mivelet végrehajtasa hasonl6 az el6zéekhez. A hanyados els6 tagjat ugy kap-
juk meg, hogy elosztjuk f(x) elsd tagjat, g (x) elsd tagjaval, x> tel. Az
eredmény természetesen x~ lesz. Ezt lefrjuk, majd megszorozzuk vele az o0szt
tagjait, és lefrjuk Sket f (x) ald:
(x4 - X +8x—4) :()c2 +x—2) =x°
=242
A szorzat tagjait kivonjuk az osztandébdl (célszeriien a teljes osztandobol):
(x4 - —x? +8x—4) : (x2 +x—2) =x?
o ad—2x?
-2 +x% +8x—4

Kaptunk egy eggyel kisebb fokszamii polinomot, ezzel a fent leirtakat ismételve
folytathatjuk az osztdst, mert fokszdma még nem kisebb az oszté fokszdmanal:
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A hényados kovetkez0 tagja —2x lesz, ezzel kell szoroznunk az osztot:
(x4 - —x? +8x—4) : (x2 +x—2) =x>—2x
o’ —2a?
—2x° +x2 +8x—4
—2x° —2x% +4x
A kivonds elvégzése utan a kovetkezd a kép:
(x4 —x0 —x? +8x—4) : (xz +x—2) =x?-2x

Xt —2x?

23 +x* +8x—4
—2x3 —2x2 +4x
3xt+4x-4

A héanyados kovetkez6 tagja 3 lesz. A szorzas és a kivonds elvégzése utdn meg-
kapjuk a végeredményt,

(x4—x3—x2+8x—4):(x2+x—2)=x2—2x+3

¥ —2x?

—2x° +x +8x—4
—2x° —2x% —4x
3x2+4x—4
3x2+3x-6
x+2
ugyanis x mar nem oszthat6 x* -tel, fokszdma kisebb.
A hanyados tehat x° —2x+3, amaradék x+2:

o3 ox? +8)c—4=()c2 +x—2)(x2 —2x+3)+(x+2).

Az analitikai gyakorlatban nagyon gyakoriak a kiilonboz0 linedris fiiggvények (3.1. feje-
zet). Annyira jol haszndlhatéak, hogy nem linedris fiiggvényeket is gyakran linedrisakkd
alakitanak megfeleld konverzidkkal. Egyetlen példa a linearizaldsra:

f(x)=qx”

fliggvény mindkét oldaldnak logaritmusét véve:

lgf(x) =plgx+lggq.
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Ha bevezetjiik az u=1gx, a v=Igq ésa g(u)=1lg f(x) jeloléseket, akkor a kénnyen
abrazolhat6 és vizsgalhat6
g(u)=pu+v

fliggvényt kapjuk, ahol v egy konstans logaritmusaként maga is konstans. Csak pozitiv
szamoknak van logaritmusa, ezt a konverzidndl figyelembe kell venni.

Altaldnosan az
f(x) = a])c1 +ay

egyenletli polinomot nevezziik linedris fliggvénynek, mert a grafikonja egyenes. Gyako-
ribb az egyiitthatok fentitdl eltérd jelolése, példaul

f(x) =ax+b.

Az a egyiitthatSt meredekségnek vagy irdnytangensnek, a b alland6t tengelymetszetnek
nevezziik (3.23. abra).

f(x)=ax+b

/“7 f(x) = ax

b fix)=c
‘ c

o

a=tga X

3.23. dbra Linedris fiiggvények

Ertelmezési tartomdnya és értékkészlete is a valos szimok halmaza, ha a #0. Ha a =0,
akkor az

flx)=b
konstans fiiggvényt kapjuk. Ennek értékkészlete egyetlen valés szdm, a b, amit ilyenkor
inkdbb C-vel szokds jelolni:

f (x) =C.
A fiiggvény jellemzdje, hogy értéke valéjaban nem fiigg x értékétdl.

Amennyiben b =0, akkor az

fiiggvényt kapjuk. Atrendezve:
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vagyis a fiiggvényérték és a valtoz6 Osszetartoz6 értékeinek hanyadosa dlland6 (eltekint-
ve az x =0 esettdl). Az ilyen tipusu Osszefiiggés neve egyenes ardnyossdg, az analiti-
kéban a jelentdsége alapvetd.

A linedris fiiggvények egyenleteit altaldban mérési pontokra torténd fiiggvényilleszté-
sekkel kapjuk meg. Annak eldontése, hogy a meredekség vagy a tengelymetszet értéke
nulla-e vagy attdl kiilonbozd érték, komoly matematikai statisztikai szamitdsokat igényel.

3.4.8. Racionalis tortfliggvények

A raciondlis tortfliggvények két polinom hdnyadosai:
A(x ax"+a,_ X"+ tax’ +ax+a
Q(x) _ 1 ( ) _%n n—1 2 1 0

Py(x) b x"+b, X" o byx? A bx+by

ahol a nevezo fokszdma, m legalabb 1.

Mint emlitettiik, a polinomok tulajdonsdgai nagyon valtozatosak, még inkdbb igaz ez a
tortfliggvényekre, annyira, hogy altaldnossagban csak nagyon keveset mondhatunk réluk.

A szamlal6 zérushelyei egyben a fliggvény zérushelyei is, kivéve, ha a nevezOnek is
éppen zérushelyei, erre fokozott figyelmet kell forditani. Az ilyen tortek egyszertsithe-
tok, de tudnunk kell, hogy az egyszeriisitéssel véltoztatunk az értelmezési tartomanyon.

A nevezd zérushelyein a fiiggvénynek nincs értelme, ezek szakadasi helyek. Minden eset-
ben vizsgdlni kell a hatarértékeket a szakadasi helyek mindkét oldalan kiilon-kiilon.

Példa:

Az 2
x“—4x+4
F=—

S 42x? —x-2
fiiggvény szamlaldja és nevezdje is szorzattd alakithato:

(x - 3) (x - 1)
(x+2)(x—1)(x+l)'
A nevezd zérushelyei a -2, az 1 és a —1, ezeken a helyeken a fiiggvény nincs
értelmezve. A szamlalé zérushelyei a 3 és az 1. Ezek a fiiggvénynek is zérus-
helyei lennének, de a nevezd miatt 1 kiesik, tehat csak a 3 a zérushely.

fx)=

A tort egyszersithetd (x—1) -gyel:

-3
=3

(x + 2) (x + 1) '
de figyelembe kell venniink, hogy a kapott tort értelmezési tartomdnydba az 1

mdr beletartozik, a két képlet nem egyenértékii.

Tortfiiggvény vizsgélatdval az 5.8.7. fejezetben is taldlkozunk.
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Ha a fiiggvény képletében n >m , akkor polinomosztdssal atalakithatjuk a képletet a
3.23. definiciénak megfeleléen, csokkentve igy a szamldlé fokszamat, ez sokszor nagy
segitséget jelent.

Feladatok:
1. Adja meg a kovetkezd fiiggvények lehetséges legbdvebb értelmezési tartomanyat!
a) f(x)=3x-5 b) fx)=——
¢) f(x)="x-4 d) f(x)=e"?
e) f(x)=lg(4x-4) N 1 (x)=lgx
o Fx)=r W =2

ﬁ

—X

i f(x)=.; J) F(x)=Aligx

sin xcos x

2. Adja meg a kovetkezo fiiggvények képletét!
a) Az a = 6 oldald téglalapok teriilete a mdsik oldal fiiggvényében.
b) A T =9 teriiletli hdromszogek magassdga az alap fiiggvényében.

c) Az a=4 szari egyenldszard haromszogek teriilete a szdrak kozotti szog
fliggvényében.

d) Az r =9 sugaru korbe frhat6 téglalapok a oldala a b oldal fiiggvényében.
e) A gomb térfogata a felszine fliggvényében.

3. Invertdlja a kovetkezd fiiggvényeket! Ha sziikséges, adjon meg intervallumot, ame-
lyen a fiiggvény invertalhatd!

a) f(x)=2x—1 b) f(x)=(x—2)3
o) f(x)=(x=2)" d) f(x)=

4. Szamitsa ki illetve irja fel a kovetkezd fliggvények helyettesitési értékeit az adott
helyeken!

a) f(x)=2x—1, xp =3
b) f(x)=2x—1, Xg=3+h
c) f(x)=x2—x+2, Xg=-2
d) f(x)=x2—x+2, Xg=—2+h
e) f(x)= 2x+3, Xy =3
f)f(x)= 2x+3, Xg=3+h
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5. Végezze el a kovetkezd muveleteket!

a) (x—=2)(x+3) b) Vx (Vx +2)
2
c) \/;(x+\/;) d)x——2x—3

e) (2x3—x2—7x+2):(x—2) !



4. Hatarértékszamitas

4.1. Bevezetés

Az el6zd fejezetekben Osszefoglalt ismeretek a gimndziumi tananyag részeit képezik. Eb-
ben a fejezetben mar dj ismeretekkel taldlkozunk, belépiink a magasabb matematika vila-
giba. Uj fogalmakkal taldlkozunk és djfajta szemléletet kell elsajatitanunk. Lathat6 lesz,
hogy a fogalmak logikusan épiilnek egymdsra a halmaz, fliggvény, hatarérték, derivilt,
integrél, differencidlegyenlet sorrendben. Tudnunk kell azonban, hogy a fogalmak nem
ebben a — ma madr tisztdnak és logikusnak t{in6 — sorrendben alakultak ki.

Néhény tudds nevét, akik a matematika ezen dgdnak kialakuldsdban alapvetd érdemeket
szereztek, mindenképpen meg kell emliteniink.

A gorog Arkhimédesz (i. e. 2877 —1. e. 212) mér az 6korban foglalkozott kiillonbdzd gor-
békkel hatarolt sikidomok, példdul parabolaszeletek teriiletének, illetve kiilonb6z6 testek
(kiip, gomb, henger) térfogatdnak kiszdmitdsdval, n értékének meghatdrozasaval, gya-
korlatilag megkapta a kor teriiletére az éltalunk ismert r*1 formuldt’. Médszere a ma
integralszdmitdsnak nevezett eljards csirdit hordozta, aminek korrekt megalapozdsa az an-
gol Isaac Newton (1642 —1727) és a német Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —1716)
nevéhez fiizédik™. Mint lathatd, a két tudds kortars volt, de az tj eljarast, a differencidl-
és integrdlszdmitdst (,.kalkulust”) valésziniileg egymadstdl fiiggetleniil, kozel egyiddben
dolgoztik ki. Mindketten életiik végéig kiizdottek elsdbbségiik elismeréséért, de a kérdés
mdig sem tisztdzdédott megnyugtatéan. Ma mdr 14tjuk, hogy a differencidl- és integral-
szamitdsban alapvetd a hatdrérték fogalma, ezt azonban sem Leibniznek, sem Newtonnak
nem sikeriilt korrekt médon megalkotnia, nem is tekintették fontosnak.

A hatarérték fogalmdnak tisztdzdsdban €s a matematikai analizis modern targyaldsmod-
jénak kialakitdsdban alapvet érdemeket szerzett Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857)
francia matematikus. A cseh Bernhard Bolzano (1781 — 1848), a német Heinrich Eduard
Heine (1821 —1881) és a szintén német Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 —
1897) munkdssdgaval jelentds mértékben jarult hozz4 a Newton és Leibniz altal kapott, a
gyakorlatban rendkiviil gyiimélcsoz6 eredmények szigorii és korrekt megalapozasahoz®.

Felsoroldsunk természetesen kozel sem teljes. Az emlitetteken kiviil még szdmosan hoz-
zdjérultak — egymds eredményeit tovabbfejlesztve és egymds hibdit kikiiszobolve — a
differencidl- és integrdlszdmitds fejlddéséhez. A teriilet rendkiviili jelentdségét mutatja,
hogy ma mdr a valdszinliségszamitds, a kémia, a fizika, a bioldgia, a miiszaki élet leg-
kiilonbozobb teriiletei, az {irkutatds, a tivkozlés, a kdzgazdasdgtan vagy akar az iddjards
eldrejelzése is elképzelhetetlen a differencidl- és integralszamitds nélkiil.
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4.2. Figgveny hatarértéke a vegtelenben

Tekintsiik példaként a kovetkezd harom fiiggvényt:
2x+1

f(x)= — 4.1)
f(x)=sinx 4.2)

és
f(x)=x% (4.3)

Vizsgaljuk meg, hogy melyik fliggvény hogyan viselkedik, ha x értéke novekszik! Tanul-
manyozhatjuk a grafikonjaikat is, de az is tanulsdgos lehet, ha értéktablazatokat allitunk
Ossze nagy x értékekkel (4.1-4.3. dbra illetve 4.1-4.3. tdbl4zat).

y,

‘_5‘“‘_1‘-71‘)(0““5“‘)(

2x

+1
fliggvény grafikonja

4.1. dbra Az f(x)=

\&J\
a
1
|
!
a
1
(NP
RN o
INJE
a
r\)‘g’
N
a
x

4.2. dbra Az f(x) =sinx fiiggvény grafikonja

A grafikonokat illetve a tdbldzatokat dsszevetve azt 1atjuk, hogy a fiiggvények x noveke-
désével nagyon eltéréen viselkednek.

A (4.1) figgvény értékei egyre kozelebb keriilnek 2-hoz, a (4.2) értékei —1 és 1 kozott
véltoznak, a (4.3) értékei pedig rohamosan nének.
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4.3. dbra Az f(x)=x" fiiggvény grafikonja

2x+1
4.1 wblizar Az f(x)=""" figgvény egy értéktiblizata

X 1 10 100 1000 10000 100000
2x+1 3 2,1 2,01 2,001 2,0001 2,00001

4.2. tdbldzat Az f(x)=sinx fiiggvény egy értéktdblazata
L 10Z 1002 999~ 10001%  100000%
4 4 4 4 4 4

sinx 0,7071 1 0 -0,7071 0,7071 0

2x+1
Forditsuk figyelmiinket az f (x) ==X fiiggvényre, és fogalmazzuk meg a megfigyelt
X

jelenséget szabatosan! Ehhez végezziink el a grafikonon egy els6 ranézésre kissé szokat-

lan vizsgalatot!
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4.3. tdblazat Az f(x)= x* fiiggvény egy értéktablazata
X 1 10 100 1000 10000 100000

% 1 100 10000 1000000 10 10"

Vilasszunk egy kis pozitiv szdmot, jeloljiik €-nal! Mérjiik ol a fiiggdleges tengelyre a 2
értékbdl kiindulva folfelé és lefelé is, és hizzunk vizszintes egyeneseket a kapott ponto-
kon keresztiil! (Ezt az eljarast roviden ugy nevezhetjiik, hogy hizunk az y =2 egyenletii
egyenes koré egy €sugarti sdvot. € pozitivitdsdhoz azért ragaszkodunk, mert egy sdv
sugara csak pozitiv szdm lehet.) Megfigyelhetjiik, hogy egy adott helytdl jobbra a fiigg-
vény gorbéje a sdv belsejében halad. Ezt a helyet x -lal jeloltiik a 4.1. dbrdn. Ha példaul
€ =1, akkor a két hatdrol6 egyenes egyenlete y =3 és y =1. Ilyenkor x,=1. Nevezziik
el xy -tkiiszobszamnak!

Csokkentsiik € értékét % -re! A helyzet annyiban tér el az el6z6t6l, hogy a kiiszobszdm
értéke mostlnagyobb, 2 lesz. Ha ¢ -t E -nek vélasztjuk, akkor a kiiszobszam 10-nek, ha
mondjuk ﬁ -nak, akkor a kiiszobszam 100-nak adodik. Az a sejtésiink tdmadhat, hogy
barmilyen kicsinek is valasztjuk € -t, mindig taldlunk hozzd egy megfeleld kiiszobsza-

mot.

Sejtésiink bizonyitdsdhoz kissé pontositani kell eddigi sz6haszndlatunkon. Azt, hogy egy
fliggvény gorbéje a 2 koré rajzolt € sugard sdvon beliil halad, dgy fejezhetjiik ki egzakt
moédon, hogy f(x) értéke 2-nek az ¢ sugari kdrnyezetébe esik:

2—e< f(x)<2+e
Atrendezve kissé:
—e< f(x)-2<+e

A két egyenlétlenséget egyetlen abszolitértékes egyenldtlenségbe foglalhatjuk:

£ (x)-2| <& (4.4)
Ez az egyenl6tlenség mar felhasznélhatd sejtésiink bizonyitdsahoz.

Azt kell tehdt igazolnunk, hogy € akdrmilyen kicsi pozitiv szdm, mindenképpen taldlunk
olyan hozz4 tartozé x, kiiszobszdmot, amelynél nagyobb x értékekre a (4.4) egyenldt-
lenség igaz. Beirva f (x) képletét az egyenldtlenségbe a kovetkezot kapjuk:

2x+1_2

<Ee. “4.5)

X
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Az abszolitértékes egyenl6tlenség megolddsa, melyben rdaddsul egy paraméter, € is
szerepel, szokatlan feladat, menjiink rajta végig 1épésenként! Hozzunk k6z6s nevezdre az
abszolutérték jelen beliil:

2x+1_§
X X ’
2x+1-2x
— < E.
X

Az Osszevondst elvégezziik a szdmldloban:

X

<&

Az abszolutérték jel elhagydsa el6tt fontoljuk meg a kovetkez6t: azt vizsgéljuk, hogy
hogyan viselkedik fiiggvényiink, ha x értéke nagy pozitiv szdm. Mivel a tort szdmldl6ja
pozitiv, és az eldbbiek szerint nevezdje is, az abszolutérték jelen beliil pozitiv szdm sze-
repel, melynek abszoldtértéke 6nmaga. Az abszolutérték jel tehat egyszerlien elhagyhaté:
1
—<E&
by
Mivel x és € egyardnt pozitiv, szorozhatunk és oszthatunk veliik, az egyenldtlenség igaz
marad:
1<ex,
illetve
—<x
¢ 1
Az eredményt értelmezve tehat ha x értéke nagyobb —-ndl, akkor a kiindulasi egyenldt-
lenségiink igaz. Masképp szélva €
Xp=—.
0 €
Ezzel megmutattuk, hogy tetszdleges € -hoz hogyan taldlhatjuk meg a megfeleld kiiszob-
szamot.

Az eredményre alapozva azt mondjuk, hogy az

_ 2x+1

f(x)=

fliggvény hatdrértéke a végtelenben 2. A szokdsos jelolést haszndlva:

lim 2+ 2o,

X—eo X

A fent ismertetett eljardst altalanositva juthatunk el a végtelenben vett hatarérték Cauchy-
féle definici¢jdhoz:
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4.1. definicié: Egy f(x) fiiggvény hatdrértéke a végtelenben az A szdm, ha barmilyen
pozitiv € -hoz taldlhaté olyan x, kiiszobszdm, hogy f(x) értéke az A & sugard kdrnye-
zetébe esik, ha x > x.

(Ez utébbit tigy is megfogalmazhatjuk, hogy |f (x)- A| <e, ha x> x,.)
A hatéarérték jelolése:

lim f(x)=A.

x—00

Az f(x)=sinx illetve az f(x)=x> fiiggvény gorbéjét megvizsgdlva ldthatjuk, hogy
egyiknél sincs olyan A érték, amihez a gorbe hozzdsimulna, ha x a végtelenbe tart, ezek-
nek a fiiggvényeknek tehdt nincs hatarértéke a végtelenben (4.2. és 4.3. dbra).

Példak:

1
1. Az f(x)=— figgvény hatdrértéke a végtelenben nulla:
x

o1
lim —=0.
) X—00 X
2.Az f(x)= — fliggvény hatarértéke a végtelenben —1:
5 ugg g
2+x 5
N
lim 5= -1.
X0 24 x

Mindkét érték helyességét igazolhatja az olvasé a fent bemutatott eljardst alkal-
mazva, ajanljuk is a levezetések elvégzését.

sin x
3.Az f (x) = fliggvény hatarértéke a végtelenben nulla:
lim 22 =0,
X—oo X

Igazolas:
A definici6 alapjdn a kovetkezd egyenldtlenséget irhatjuk fel:

sin x

—-0l<e.

X

A nulla elhagyhato: sin x

X

X nagy pozitiv szdm, abszolutértéke onmaga:

|sin x|
— <& 4.6)
X

Tudjuk, hogy
—1<sinx <1,

vagyis
|sin x| <I.
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(4.6) tehat atirhato:

|sin x| 1
——<—<¢g,
X X
azaz
1
— <&
X
Ebbdl az
—<x
€

megoldést kapjuk, tehdt a nulla valéban hatarértéke a fliggvénynek a végtelen-
ben (4.4. dbra). Az 4brardl egyittal az is leolvashatd, hogy a fliggvény felveheti
a hatarértékét, ami természetes is. A hatarérték definici6jdban ugyanis nincs sz6
arrdl, hogy a hatarérték benne van-e a fiiggvény értékkészletében, vagy nincs.

4. Az f (x) = C, azaz a konstans fiiggvény hatdrértéke a végtelenben C:

lim C=C. %))

X—>o00

Ez a tény akdr a szemlélet alapjdn, akdr a definicié alapjan torténd levezetéssel
konnyen belathato.

y
‘l 4
0 TT— : — X
Ll 31 Y, 2 keud In 4 9n
N 5 b 5 0 n 5 3n 2 T[ 2
, . sinx L
44. dbra Az f (‘c) = fliggvény grafikonja

A minusz végtelenben vett hatarérték definiciéjat konnyen megadhatjuk a 4.1. definici6
atfogalmazasaval:

4.2. definicié: Egy f(x) fiiggvény hatdrértéke a minusz végtelenben az A szdm, ha
béarmilyen pozitiv € -hoz taldlhaté olyan x, kiiszobszdm, hogy f(x) értéke az A € su-
garui kornyezetébe esik, ha x < x;.

Jelolése:
lim f (x) =A.
X—>—o0

Példa:
Az f(x) _ 2x+1

figgvény hatarértéke a minusz végtelenben 2:

lim 2x+1 2,

X—— X

ami a fliggvény grafikonjan latszik is (4.1. dbra).
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Ez a tény is konnyen igazolhat6 a definicié alapjan, ehhez is a (4.5) egyenl6tlen-
séget kell felirnunk és megoldanunk:

2x+1

X

—4<&

A levezetés sordn azonban ligyelniink kell arra, hogy x értéke most negativ.
A levezetést kevésbé részletesen mutatjuk be. K6z0s nevezdre hozds és Ossze-
vonds utan a kovetkezdt kapjuk:

X

<&

X most nagy abszolutértékii negativ szamot jelol, az abszolutérték a tort ellen-
tettje lesz: |
——<E&.
X

x-szel szorozva az egyenldtlenség megfordul:

—1> ex,
illetve
-——>x
€
1
Vagyis: ha x értéke kisebb —— -ndl, akkor a kiindulasi egyenl6tlenségiink igaz:
€ 1
X0 = e

4.3. A hatarérték fogalmanak kiterjesztése

Az eldzdekben lattuk, hogy nem egyformdn viselkednek azok a fiiggvények, melyeknek
nincs hatdrértéke a végtelenben. Célszerlinek ldtszik megkiilonboztetni az olyan esete-
ket, amelyekre az f (x): sinx fiiggvény a példa, illetve az olyanokat, amelyeket az
f (x) =x" fiiggvény képvisel. El6bbi esetben a fiiggvény ,,nem tart sehovd”, az utébbi
fliggvény viszont ,,a végtelenbe tart”, ha x minden hatdron til novekszik. Ez utébbi tényt
ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a fiiggvény tdgabb értelemben vett hatdrértéke a végte-
lenben végtelen. Grafikonon torténd dbrdzolds segitségével pontosithatjuk a tdgabb érte-
lemben vett hatdrérték fogalmat (4.3. dbra).

Vilasszunk ki a fiiggéleges tengelyen egy tetszOleges szdmot a fiiggvény értékkészle-
tébdl, mondjuk 16-ot! Ha x értékét kellden nagyra, jelen esetben 4-nél nagyobbra vélaszt-
juk, akkor f (x) =x? értéke biztosan nagyobb lesz 16-ndl. Lathaté, hogy barmilyen
fiiggvényértékkel elvégezhetjilk ezt a miiveletet. Az eljards dltaldnositasdval jutunk el
fiiggvény tagabb értelemben vett hatarértékének Cauchy-féle definicigjahoz:

4.3. definicié: Egy f (x) fliggvény tagabb értelemben vett hatarértéke a végtelenben
végtelen, ha barmilyen K szdmhoz taldlunk olyan x; kiiszobszdmot, amelyre igaz, hogy
f(x) > K, amennyiben x > x;.



74 Matematika

Jelolés:

lim f (x) = oo,

X—>00
A definiciét értelemszertien modositva definidlhatjuk a tdgabb értelemben vett hatér-
értéket a minusz végtelenben, illetve azt, hogy a tdgabb értelemben vett hatarérték értéke
minusz végtelen akar a végtelenben, akdr a minusz végtelenben. A definiciok kimondasat
az olvasdra bizzuk, batoritjuk is a definiciék megalkotdsara, segit a hatarérték fogalmaval
jobban megbarétkozni.

A végtelenben vett hatarértékekkel kapcsolatban két fogalmat kell még definidlnunk:

4.4. definicio: Haegy f (x) fliggvénynek a hatarértéke a végtelenben egy A valds szam,
akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény konvergens. Amennyiben a fiiggvénynek nincs
hatdrértéke a végtelenben, vagy a hatarértéke végtelen, akkor azt mondjuk, hogy az
f (x) fliggvény divergens.

A végtelenben vett hatarérték egyértelmiiségére vonatkozik a kovetkezo:

4.1. tétel: Ha egy f (x) fliggvénynek 1étezik a szorosabb értelemben vett hatarértéke a
végtelenben, akkor ez a hatarérték egyértelmiien meghatdrozott.

Maisképpen: egy fliggvénynek csak egyetlen hatarértéke lehet a végtelenben.
A bizonyitds indirekt dton torténhet.

Tegyiik fel, hogy a tétel allitasaval ellentétben egy f (x) fliggvénynek az A és a B valds
szam egyarant hatarértéke a végtelenben, és A # B.

Mivel a két szdm nem egyenld, biztosan 1étezik olyan pozitiv €, hogy A és B € sugari
kornyezeteinek nincsenek kozos pontjaik, akét kornyezet diszjunkt (lehet példdul
4=

100

A 4.1. definici6 szerint taldlhato egy olyan x; kiiszobszdm, hogy f (x) minden olyan eset-
ben benne van A € sugart kornyezetében, amikor x > x;,. Ezekben az esetekben azonban
f (x) nem lehet benne B-nek az € sugard kornyezetében, hiszen a két kérnyezet diszjunkt,
vagyis B nem lehet f (x) hatédrértéke. Ellentmonddsra jutottunk, a tétel tehét igaz.

€=

4.4. A hatarértékek kiszamitasara vonatkozo tételek

Megismertiik a hatdrérték fogalmat, sokféle fiiggvény esetében be tudjuk mér bizonyitani,
hogy egy adott szdm a fiiggvény hatdrértéke. Nem ismeriink azonban még olyan mddsze-
reket, amelyekkel fiiggvények hatdrértékeit ki tudndnk szdmitani. A médszerek alapjait a
kovetkezo tételek jelentik:

4.2. tétel: Fuggvények Osszegének hatarértéke a végtelenben megegyezik a hatarértékek
Osszegével, vagyis az Osszeadds és a hatarérték-képzés sorrendje felcserélhetd:

lim (f (x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x)
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4.3. tétel: Figgvények szorzatanak hatdrértéke a végtelenben megegyezik a tényezok
szorzatanak hatarértékével, a miiveletek sorrendje itt is felcserélheto:

lim (f(x)g(x))=lim f(x)- lim g(x).
x—00 x—00 x—00
4.4. tétel: Két fiiggvény hanyadosanak hatarértéke a végtelenben megegyezik a két ha-

tarérték hanyadosaval:

f(x) lim f(x)

li = X2 .
xilzo g(x) lim g(x)
X—o0

Mindhdrom tétel érvényességének feltétele, hogy f(x) és g(x) hatdrértéke létezzen, a
4.4 tétel érvényességének az is feltétele, hogy g (x) hatdrértéke ne nulla legyen.

A bizonyitdsok gondolatmenetének szemléltetése céljabol bemutatjuk a 4.2. tétel bizonyi-
tasat, a masik két tételt elfogadjuk bizonyitds nélkiil:

Legyen
lim f (x) =A
X—00

és
lim g (x) =B!
X—o0

) ) PPN p L € Py .
Vilasszunk a két hatarérték kornyezetének sugardul — értéket! A 4.1. definicié szerint
léteznek olyan x, és xp kiiszobszdmok, hogy

|f(x)—A|<§, ha x> x4
és e

|g(x)—B| <E, ha x> xp,
hiszen barmilyen pozitiv € -hoz taldlhat6 megfeleld kiiszobszam.

x4 és xp koziil a nagyobbikat kozos kiiszobszamnak vélaszthatjuk (jeloljik x,
ezzel érvényes marad mindkét egyenldtlenség.

max -Szal),
Adjuk 8ssze a két egyenl6tlenséget:
€ €
|f(x)—A|+|g(x)—B| <E+E=£, ha x> X
Két szam abszolutértékének dsszege biztosan nem kisebb, mint az 6sszeg abszolutértéke:

|f(x)—A+g(x)—B|S|f(x)—A|+|g(x)—B|,
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irhatjuk tehat, hogy
) |f(x)—A+g(x)—B|<8, ha x> X -
Atrendezve:

‘(f(x)+g(x))—(A+B)‘ <€, ha x> x,x-

Ha ezt az Osszefiiggést a 4.1. definicidval Osszevetjiik, azt latjuk, hogy a két fliggvény
Osszegének hatarértéke éppen a két hatarérték 0sszege, amint azt a 4.2. tétel allitja.

A (4.7) egyenlet szerint konstansfiiggvény hatdrértéke onmaga. Ezt beirva a 4.3. tétel
Osszefiiggésébe kapjuk, hogy

lim (Cf (x))=C lim f/(x).

X—y00 xX—>o0
C értékét —1-nek vdlasztva lathatjuk, hogy fiiggvény ellentettjének hatdrértéke a hatér-
érték ellentettje.

Ezt alkalmazva a 4.2. tételben azt kapjuk, hogy fliggvények kiilonbségének hatdrértéke a
hatarértékek kiilonbsége:

lim (f (x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x).

xX—>o0 X—yo0 xX—>o0
Ezeket az 0sszefiiggéseket alkalmazva nagyon sok fiiggvény hatdrértéke konnyen megha-
tdrozhat6.

Egy adott fiiggvény hatarértéke alapvetden hdromféle tipusi lehet, amennyiben létezik:
nulla, valamilyen véges szam illetve végtelen. A fiiggvényekbdl kiilonb6z6 miiveletekkel
kapott djabb fiiggvények hatdrértéke az el6bbiek szerint sokféle tipusu lehet. Nézziik
meg, hogy a kiilonbozd tipusi eredmények hogyan értékelhetdk!

Tudjuk, hogy a végtelen nem konkrét szdm, miiveleteket nem végezhetiink vele. A to-
vibbiakban gondoljunk tgy rd, mint egy ,tetszlegesen nagy”, ,minden hatdron tul
nagy” szdmra. Ha igy értelmezziik a o jelet, akkor értelmezhetjiik a kiilonb6z6 ered-
ményeket. Konnyebb a nullat tartalmazé eredmények értelmezése, ha a nulldt sem konk-
rét szdmnak, hanem mondjuk a oo reciprokanak, tehat egy ,tetszlegesen kicsi”, ,,minden
hatdron tul kicsi” abszolutértékii szamnak tekintjiik.

A kiilonbzd miiveletekkel kaphat6 kiilonbozd tipusokat és az értelmezéseket a 4.4. tab-
lazatban foglaljuk dssze (a véges szamot C-vel jeldljiik).
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4.4. tablazar Kiilonbozo hatdrértéktipusok és eredményeik

Tipus Eredmény Tipus Eredmény
C+oo ) C+0 C
C—o —oo0 Cc-0 C
o—C oo 0-C —-C
C C
= 0 = .
oo 0
oo 0
_ oo il 0
C C
o + oo ) O + 0
00 — 00 Hatarozatlan 0-0
0-o0 Hatarozatlan 0-0 0
0
2 0 6 Hatarozatlan
= Hatarozatlan z oo
o0 0

A tablazat néhdny adata trividlis, néhdny taldn kissé szokatlan elsd rdanézésre. A leg-
fontosabb azt megjegyezni, hogy ha nem értelmezhetd tipusu, hatdrozatlan hatarértékkel
taldlkozunk, akkor a fiiggvény képletét at kell alakitanunk dgy, hogy a kapott kifejezés
hatdrértéke hatdrozott legyen. A késdbbiekben latni fogjuk, hatdrozatlan hatarérték értéke
gyakorlatilag barmi lehet, beleértve a nullat, a végtelent és a minusz végtelent is.

Lassunk néhany példat a fenti szabdlyok és a tdbldzat alkalmazdsdra a jobb megértés
érdekében!

Példak:
1. lim (x - 6)
X—y00
A zéréjelen beliili kifejezés o —C tipusu, értéke oo, tehat
lim (x - 6) = oo,
X—o0
2. lim x?
x—00

A fiiggvény oo -0 tipusd, hiszen x2 = x-x, értéke oo, tehat

. 2
lim x° =oo.
xX—>00
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. lim

Ebbdl arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy x barmilyen pozitiv egész kitevdji
hatvanydnak a hatarértéke a végtelenben végtelen, ami konnyen érthetd, hiszen

ha x a végtelenbe tart, akkor hatvanyai még gyorsabban tartanak a végtelenbe.
1

. lim —

x—00 X

A fiiggvény képlete < tipusu, értéke nulla, tehat
lim —=0.
X—o0 X

Osszevetve az eredményt az eldbbi példaval lathatjuk, hogy x barmely pozitiv
egész kitevdjii hatvanyanak reciproka (vagyis negativ egész kitevdjii hatvdnya) a
nulldhoz tart, ha x a végtelenbe tart.

. lim (x3 —8x2)

X—>o0

A zéréjelen beliili kifejezés oo —oo tipusu, hatdrozatlan, 4t kell tehat alakitanunk,
hogy hatarozott kifejezést kapjunk. Jelen esetben a kiemelés eredményre vezet.
A kiemelt tényez6 kissé szokatlan, ugyanis x legnagyobb kitevdjli hatvdnydnak
kiemelése vezet célra:
lim (*-8x%) = lim x’ (1—%.
X—>o0 X—>oo0 X
A zardjelen beliili kifejezés C —0 tipusu, hatarértéke C, a teljes kifejezés o - C
tipust, értéke oo, tehat
lim (x* ~827 ) = o
X—>00
Az eredmény elsé ranézésre nem tlinik magatdl értetdddnek, hiszen a fiiggvény
képlete két hatvany kiilonbsége. A kiemeléssel kapott alak azonban megmutatja,
hogy a kiemelt szorz6tényezd6 valamilyen pozitiv egész kitevoji hatvany, a zaréd-
jelen beliil egy konstans mellett x hatvanyai mindig nevezdben szerepelnek, ezért
ezen tényez0 hatdrértéke mindig konstans.

20 —6x% +5x—1

x>0 4x3 410x+7

Az el6bbi példa eredménye alapjan lathatjuk, hogy ez a hatarérték =z tipust,

hatdrozatlan, a képletet at kell tehat alakitanunk. A megolddést itt is a kiemelés je-
lenti, méghozza x-nek a képletben eldfordulo legmagasabb kitevdjli hatvanyat,
6

x~ -t érdemes kiemelniink:
3 5 2 2——+i—i 2—§+i—i
. 2x7 —6x" +5x—1 . x 2 08 . x 2 0
lim = lim = lim

OO 3 OO OO
x4y +10x+7 a3 (4+1;)+1j x> (4+1(2)+73j
x° X XX
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x csak tortek nevezdiben szerepel, minden ilyen tort hatarértéke nulla. A szdm-
1416 és a nevezd egyardnt C-0 alakd, a szdmldlé hatarértéke 2, a nevez6é 4, az

e 21
egész torté tehat —=—:
4 2

. 23 —6x2+5x—1 2 1
lim 3 =—=—.
x—eo 4x” +10x+7 4 2

Megfigyelhetjiik, hogy a hatdrérték a szamldl6 és a nevezd legmagasabb foku
tagjai egyiitthatéinak hdnyadosa. Beldthatd, hogy ez a raciondlis tortfiiggvények-
nél mindig igy van, ha a szdmldl6 és a nevezd fokszdma megegyezik. Nézziink
olyan példat, amikor a fokszdmok eltérnek:

. xt+4x? —3x—8
. lim ———————

x50 2x% +10x% —6x
Itt is a legmagasabb foku hatvanyt, x* emeljiik ki:

Alp 3.8 438
. xt+4x? -3x-8 2 2 i . 2o K
lim ————=lim =1lim
xo00 23 41002 —6x xoe  4(2 10 6 ) xoe (2 10 6
Nt 23 a3
X x X X x X

A szamlalo itt is C-0 tipusd, mivel a szdmldloéban volt a legmagasabb kitevdjii
hatvédny, hatarértéke 1. A nevezd 0+0+0 alakd, mivel nem maradt benne kon-
stans az alacsonyabb fokszdmok miatt, hatarértéke O.

C
Az egész tort igy 6 tipust, hatdrértéke végtelen.

Belathat6, hogy mindig végtelen a hatarérték, ha a szdml4lé a magasabb fokd, de
az eldjelektdl fiiggden a hatarérték lehet minusz végtelen is.

A fentiek alapjan beldthatjuk azt is, hogy ha a nevezd a magasabb fokd, akkor a
hatarérték % tipust lesz, a hatdrérték ilyen esetben mindig nulla.

Az eldz6 példak tapasztalatait Osszegezve megdllapithatjuk, hogy polinomok
hanyadosédnak hatdrértéke a végtelenben mindig hatdrozatlan, z tipusu.

Ha a szdmlal6 fokszdma nagyobb, akkor a hatarérték végtelen, ha a nevezdé, ak-
kor nulla. Ha a két fokszdm megegyezik, akkor a hatdrérték a legmagasabb foku
tagok egyiitthatéinak hanyadosa. Az 4llitdsokat nem bizonyitjuk.
lim (Vx=10-vx+2)

X—yo0
A kifejezés oo—oo tipust, hatdrozatlan, at kell alakitanunk. Ellenérizhetjiik,
hogy az eddig alkalmazott kiemelés nem visz el6bbre benniinket, mast kell ten-
niink. Tortté alakitjuk a kifejezést, nevezdjének 1-et beirva:

X—>00 xX—>o0
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majd gyoktelenitjiik a szamlalét gy, hogy a tortet bovitjiikk a szdmldlé konju-
galtjaval:
i [%x—=10 =/x+2 i (\/x—lO—\/x+2)(\/x—10+\/x+2)
im = lim .
X0 I x—eo (Va-10+x+2)
A szdmlaldéban elvégezziik a beszorzast €s a lehetséges 0sszevondsokat:
o x=-10—(x+2) _ 12
lim =1l

m _ .
x—00 («/x—lO +«/x+2) x—=00/x =10 +/x+2

A szdmlalé konstans, a nevezd oo+co tipusi, hatdrértéke végtelen, igy a tort

c . s
maga — tipusu, a hatdrérték nulla:

lim (\/x—l()—\/x+2) =0.
X—>00

Az ehhez hasonld, gyoktelenitési 1épésen alapulé 4dtalakitdsok sokszor jol alkal-
mazhatdk gyokos kifejezések végtelenben vett hatarértékének kiszdmitasara.

4.5. Egy nevezetes hatarérték

Az elébbi példakban a fliggvényeknek egy nagyon koriilhatarolt tipusaval foglalkoztunk.
Nagyon sok egyéb fiiggvény hatdrértékének ismerete fontos a matematikdban illetve
egyéb teriileteken. A kovetkezdkben egy, a természettudomédnyokban alapvetd szerepet
jatsz6 hatarértékkel ismerkediink meg.

Tekintsiik az 1Y
F(x)= (1 +_]
X

fiiggvényt, keressiik a hatarértékét a végtelenben. Meghatdrozand6 tehat a

1
lim ]+—j
X—>0 X

kifejezés értéke. Ha meggondolatlanul alkalmaznank az eddig tanultakat, akkor azt hihet-
nénk, hogy a vélasz nagyon egyszerli. A zaréjelen beliil a tort hatarértéke nulla, igy a
zardjeles kifejezés C+0 tipusu, hatarértéke jelen esetben 1. 1-nek barmilyen hatvanya 1,
igy a hatarérték 1 lesz.

Ha azonban vessziik a faradsagot, és behelyettesitiink x helyére 100-at, 1000-et vagy
10 000-et, azt latjuk, hogy a fliggvényérték nem esik kozel 1-hez, hanem rendre 2,7048,
2,7169 illetve 2,7181 (mindegyik érték kerekitett).

Taldlunk is magyardzatot megfigyeléseinkre, ha meggondoljuk, hogy a zdré6jelen beliil
soha nem 1 4ll, hanem 1-nél valamennyivel nagyobb szdm (ha x pozitiv), és ezt az egytdl
alig eltéré szamot nagyon nagy kitevire kell emelni, hiszen a kitevd is a végtelenhez tart.
Nem lehet tehdt az alap és a kitevd véltozasat elkiilonitve vizsgdlni.
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A fenti szamsort tekintve a fiiggvényt szigorian monoton novekvonek sejtjik. Ez mar
meg is fordithatja a problémat, kérdezhetjiik azt is, hogy van-e egydltaldn véges hatar-
értéke.

Bebizonyithatd, hogy a fiiggvénynek létezik a sziikebb értelemben vett hatarértéke. A bi-
zonyitds komoly ismeretek meglétét feltételezi és dbnmagdaban is elég Osszetett, ezért is-
mertetésétdl eltekintiink. Ha az olvasét érdekli, szamos konyvben megtaldlja">®".

A hatarérték maga egy irraciondlis szam, értéke 10 jegy pontossdggal 2,718281828. Nagy
jelentdségére valo tekintettel kiilon jelet kapott (a m-hez hasonléan), e-vel jeloljiik. A jelo-
Iésben Leonhard Euler svéjci matematikus (1707 Béazel — 1783 Szentpétervar) vezeték-
nevének kezdodbetiije rejlik. Euler a matematika torténetének egyik legtermékenyebb €s
legsokoldalubb alakja, matematikus tdrsai az irdnta érzett tisztelet kifejezéseként jelolték
el e-vel ezt a szamot. Tehat .

lim (1+lj =e=2,718.

X—>00 X

4.6. Fuggveény hatarértéke véges helyen

Tekintsiik az

2x2 -8
F0)==—

fliggvényt! Rogton l1atjuk, hogy mivel a nevezd értéke a 2 helyen nulla, a 2 nem tartozik a
figgvény értelmezési tartomdnyaba.

(4.8)

Eldszor ne abrazoljuk a fiiggvényt, dbrazolds nélkiil prébaljuk megsejteni, hogy hogyan
viselkedik a 2 kornyezetében! Készitsiink ehhez értéktablazatot a 2-hoz feliilrél (jobbrol)
kozelito értékekkel (4.5. tablazat)!

2

2
4.5. tablizat Az f(x)==2 - fiiggvény értektblizata
o

X 5 3 2,1 2,01 2,001 2,0001

14 10 8,2 8,02 8,002 8,0002

Azt latjuk, hogy a fiiggvényértékek egyre kozelebb keriilnek a 8-hoz. Ha alulrdl (balrél)
kozelitiink a kett6hoz, akkor is ezt tapasztaljuk, az olvasé kis szdmoldssal ellendrizheti.
Készitsiik el ezek utdn a fliggvény grafikonjat!

Bar a képlet bonyolultnak tlinik, néhany Iépéssel sokkal egyszeriibbé tehetjiik.
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Emeljiink ki a szdmlalobol 2-t:
2(«?-4)
X)=———,
flo)=—>
majd alakitsuk szorzattd a zardjelen beliili kifejezést a kozépiskoldbdl ismert nevezetes
azonossag alapjan:
2(x - 2) (x + 2)
X)=—F"—"""7-—""!
===

Egyszertsithetiink (x—2) -vel:
f(x)=2(x+2)
és, hogy esetleg konnyebben felismerjiik a fiiggvény tipusat, beszorozhatunk 2-vel:
f (x) =2x+4.

Ez az 1j fiiggvény mindeniitt megegyezik a (4.8) fiiggvénnyel, kivéve a 2 helyen. Ott
ugyanis értelmezve van, mig az eredeti fliggvény nincs. A fiiggvény grafikonja tehat egy
egyenes, amibdl a (2;8) pont hidnyzik (4.5. dbra). fgy mdr értjiik is a tabldzat adatait,
hiszen a teljes egyenes dthalad az emlitett ponton.

Y 2
10 ) =R
€ i
3 i
/0
T
1. s 0 X
Y
) 26 -8 -
4.5. dbra Az f(x)= fiiggvény grafikonja

Nézziik meg, hogyan irhatjuk le a (4.8) fiiggvény viselkedését egzakt médon!

Huzzunk itt is tetszéleges € sugdrral savot az f (x) =8 egyenes koré! Azt tapasztaljuk,
hogy akdrmilyen kicsi is €, mindig rajzolhatunk egy olyan téglalapot a (2;8) pont mint
kozéppont koré, amelybdl a fiiggvény grafikonja csak a téglalap két csicsan 1ép ki.
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A vizszintes oldal hossza természetesen € nagysdgatol fiigg, jeloljik 26 -val. Tehat a viz-
szintes tengelyen az x =2 egyenletii egyenes koré rajzolt & sugard savon beliil vannak a
figgvény pontjai, amennyiben a fliggvényértékek a fenti, € sugart sdvon beliil vannak.

Tapasztalatainknak ez még mindig nem teljesen korrekt lefrdsa. A matematikailag telje-
sen egzakt lefrashoz a fiiggvények véges helyett vett hatarértékére vonatkoz6 Cauchy-féle
definiciét hivhatjuk segitségiil:

4.5. definicié: Egy f(x) fliggvény hatdrértéke az x, helyen az A szdm, ha barmekkora
pozitiv € -hoz taldlunk olyan pozitiv & értéket, hogy ha x benne van xj-nak a & sugard
kornyezetében, akkor f (x) létezik és benne van A-nak az € sugart kornyezetében.

Egyenl6tlenségekkel megfogalmazva:

| £ (x)-A|<e, ha |x—xo|<3.
Jelolése:
lim f(x)zA.

X=X,

Igazoljuk a (4.8) fliggvény hatarértékére vonatkozo eldbbi sejtésiinket a definicié alapjan!
Az igazolds annyit tesz, hogy kell taldlnunk egy szabdlyt, amivel adott € -hoz kiszamit-
hat6 a megfeleld o .

Felirjuk a definidl6 egyenl6tlenséget a konkrét fiiggvénnyel:

2x> -8

x—2

-8

<¢g, ha |x—2| < 0. 4.9)

Az abszolutérték jelen belill kozos nevezére hozunk:

262-8 _sx-16| __
| x=2 x=2 |

il

és dsszevonunk:
2x2 —8x+8
x—2

<E.

Az abszolutérték jelbdl kiemeliink 2-t (megtehetjiik, a 2 pozitiv szdm):

X2 —dx+4
2l————| <=,
x—2
és osztunk vele:
x2—dx+4| e
—_— < —.
x—2 2

A baloldal szamléldja teljes négyzet:
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Mivel x értéke nem lehet 2, egyszertsithetjiik a tortet:

|x - 2| < E.
2
A kovetkeztetés: (4.9) egyenlOtlenség igaz, ha a fenti egyenldtlenség igaz, vagyis
5=L.
2
Megtaldltuk tehdt az € -tdl fuggd & kiszamitasanak maodjat, a fiiggvénynek valdban 8 a
hatarértéke: 2428
lim =8.
x—=2 x—2

4.6.1. Fliggvény hatarértékének és értékének viszonya

A (4.8) figgvény képlete , (x) ~ 2228
x=2
grafikonja a 4.5. dbran l4thaté.
Hasonlitsuk Ossze ezt a fliggvényt az
f(x)=2x+4 (4.10)
ésa
2x% -8
, ha x #2,
f(x)=9 x=2 (4.11)
3, ha x=2.

fliggvénnyel! A fliggvények grafikonjai a 4.6. és a 4.7. dbran lathatdak, rogton megalla-
pithatjuk, hogy nagyon hasonléak.

y y
10 104
f(x)=2x+4
5 5
(6]

1 1
1 5 X 1 5 X
2x? -8 PO
4.6. dbra Az f(x)=2x+4 fiigg- 4.7 dbra A f(x)={ y—2 ax#*z,
vény grafikonja 3 hax =2

képletii fiiggvény grafikonja
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Mindegyik dbrdn egy-egy egyenes ldthat6. A 4.5. dbran hidnyzik belSle a (2;8) pont, a
4.6. abran teljes az egyenes, a 4.7. dbran is hidnyzik a pont az egyenesbdl, de a fiigg-
vénynek van értéke a 2 helyen, mégpedig 3.

A harom filiggvény megegyezik abban, hogy hatdrértékiik x = 2 -nél 8, hiszen mindegyik
8-hoz tart, ha x 2-hoz tart.

Helyettesitési értékeik a 2 helyen viszont eltéréek. A (4.8) fliggvénynek nincs, a (4.10)-
nek 8, tehat megegyezik a hatarértékkel, a (4.11)-nek 3, ami viszont nem egyezik meg a
hatarértékkel. Ezzel parhuzamosan a (4.10) fiiggvény grafikonja egyetlen folytonos vo-
nal, a masik két grafikonon viszont a 2 helyen szakadds van.

A folytonossag és a szakadds fogalmat a matematika a grafikonoktdl fiiggetleniil definial-
ja:

4.6. definicié: Egy f(x) fiiggvény folytonos az x, helyen, ha a kovetkez8 hdrom felté-
tel teljestil:

— A fiiggvény értelmezve van az x; helyen;
— hatarértéke is van ugyanott;
— hatarértéke egyenl6 a helyettesitési értékével.

Tomoren:
|f(x)—f(x0)|<8, ha |x—x0|<5, (4.12)

tehat f (x) hatarértéke az x, helyen éppen f (xo) :

lim £ (x) = f (x).

X—>X,
Ha az f (x) fliggvény egy ]a;b[ intervallum minden pontjdban folytonos, akkor azt
mondjuk, hogy azon az intervallumon folytonos.

Haaz f (x) fliggvény a teljes értelmezési tartomanydn folytonos, akkor egyszerfien csak
annyit mondunk, hogy a fiiggvény folytonos.

4.7. definicio: Ha az f (x) fiiggvény az x; helyen nem folytonos, de x;-nak létezik
olyan & sugard kornyezete, amelyen folytonos, akkor azt mondjuk, hogy x, az f (x)
fliggvény szakaddasi helye. Ezen beliil a szakadas

— megsziintethetd, ha lim f (x) 1étezik (ilyenkor a fiiggvény definiciéjat kiegészit-
XX,
hetjiik a kovetkezd médon: legyen f(x)= lim f(x),ha x=xy;
X=X,

— nem megsziintethetd a szakadds, mds néven a fiiggvénynek 1ényeges szingularitdsa

van, ha lim f(x) nem létezik.
X=X,
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Példak:

1. A (4.8) fiiggvény a 2 helyen nem folytonos, mert ott nincs értelmezve. 2 tetszo-
leges kornyezetében viszont folytonos, tehdt 2 a szakaddsi helye. Ez a szakadds
megsziintethetd a kovetkezd, kiegészitett definicidval:

8, ha x=2.

2. A (3.2) képlettel megadott eldjelfiiggvénynek (3.1. dbra) a nulla szakad4si helye,
mert ott nincs hatdrértéke (ha x a pozitiv irdnybdl tart nulldhoz, akkor f (x) =1,
ha negativ irdnybdl, akkor f (x) =-1), a nulla tetszéleges kornyezetében azon-
ban folytonos. Szakaddsa tehdt hatarérték hidnydban nem megsziintethetd.

A fentiek a hatdrértékek kiszdmitdsdndl nagyon jol alkalmazhaték. Ha tudjuk ugyanis,
hogy egy fiiggvény egy adott helyen folytonos, akkor hatdrértéke megkaphat6 a helyette-

sz 2 2

Ha egy fliggvény egy x; helyen nem folytonos, de szakaddsa megsziintethetd, akkor a
hatdrérték kiszamitdsa sordn sokszor a kovetkezd modszerrel élhetiink: 4talakitjuk a fiigg-
vény képletét ugy, hogy értelmezési tartoménydt célszeri médon kiterjesztjikk x -ra,
majd az Uj, immdér x; helyen is folytonos fiiggvény helyettesitési értékét kiszamitjuk az
xo helyen. Az igy kapott érték a keresett hatarérték.

A hatarértékek kiszdmitdsdt megkonnyiti, hogy a 4.2. —4.4. tételek véges helyen vett
hatarértékekre is igazak, a tételeket nem bizonyitjuk. A 4.4. tabl4zat véges helyen vett ha-
tarértékek kiszamitdsara is alkalmazhato.

A tébldzat alkalmazdsdhoz azonban még megadjuk a tdgabb értelemben vett hatdrérték
definici6jat a 4.3. definici6 anal6gidjara:
4.8. definicié: Egy f (x) fiiggvény tdgabb értelemben vett hatdrértéke az x; helyen

végtelen, ha barmilyen K szdmhoz taldlunk olyan pozitiv & értéket, amelyre igaz, hogy
f(x)>K, amennyiben |x—x0| <d.

Jelolés:

lim f (x) = oo,

X=X,
A 4.2.-4.4 tételekbdl az is kovetkezik, hogy folytonos fiiggvények Osszege, kiilonbsége
és szorzata folytonos, folytonos tovabba hanyadosuk is mindeniitt, ahol a nevezd értéke
nem nulla.

Bizonyithat6 (a szemlélet alapjan l4thaté is), hogy az f (x) =x, az f (x) =sinx, az
f (x) =cosx, az f (x) =a* ésaz f (x) =log, x fliggvények teljes értelmezési tartoma-
nyukon folytonosak.

Egyszerlisége miatt bemutatjuk a bizonyitdst az f (x) = x fliggvényre.
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Befrva f(x) és f(xy) értékéta (4.12) egyenldtlenségekbe a kovetkez8t kapjuk:

x—x0| <€, ha |x—x0| <d.
Latjuk, hogy minden tovéabbi nélkiil ad6dik a
d=¢

megoldds, vagyis f (x)=x valéban mindeniitt folytonos.

A tobbi fiiggvény esetében is a definidlé egyenlétlenségek felhaszndldsdval torténhet a
bizonyitds, de a levezetések kissé Osszetettebbek. Az érdeklédd olvasé megtaldlhatja a

bizonyitasokat t5bb helyen is'”.

Bemutatjuk, hogy a fenti ismeretekkel felvértezve hogyan szdmithatunk ki hatarértékeket

véges helyeken.
Példak:
X 43x-2
1. im ————
x—2 x+2

A fiiggvény szdmlél6ja és nevezdje is folytonos, a nevezd értéke a 2 helyen nem

nulla, tehét a fiiggvény hatarértéke megegyezik a helyettesitési értékével:

2
lim X F3x=2

X’ +4x+4 =2 xt2
2. lim ———

=2  x+2

A nevezd értéke a —2 helyen nulla, de a szamlal6 értéke is nulla, a hatarérték

tipusu, hatdrozatlan.

Eszrevehetjiik azonban, hogy a szamldlé teljes négyzet:

- +dx+4 o (x+2)
x—>2  x+2 =2 (x+2)
A tort egyszertisitheto:
lim (x+ 2) =0,
x—-2

mivel az egyszerlisitéssel kapott fiiggvény mér folytonos.

Az eredmény:
x> +4x+4 ~0

lim
=2  x+2
. 1
3. lim 3
x—3 ( x— 3)
A hatarérték 6 tipust, értéke co.
. 1
lim ———— =0,

x—3 (x—3)2

0

0
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Megjegyezziik, hogy az ilyen tipust hatarértékeket koriiltekintéen kell meghata-
roznunk, az okokra a 4.6.2. fejezet elsé példdjanal tériink ki.

x> -16

x4 x2 _3x-4 0
Behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy a hatarérték 6 tipust.

. lim

A fiiggvény szdmlélgjat kdnnyen szorzattd tudjuk alakitani, ha felismerjiik, hogy
a kozépiskolaban tanult
(a+b)(a—b) =a’-b?

azonossdg jobboldaldnak felel meg. A nevezd 4talakitdsa kicsit nehezebb. Meg-
oldjuk hozza a
x?—3x—4=0

masodfoku egyenletet. Az egyenlet, mint a kozépiskolabdl ismert, felirhat az
a(x—xl)(x—x2)=0 (4.13)
gyoktényezds alakban, ahol x és x, az egyenlet két gyoke. Jelen esetben a =1,
x1=4, xp=-1.
Mindezeket beirva (4.13)-ba a kovetkezot kapjuk:
x?—3x—-4= (x—4)(x+1).

Ezzel

2_ —4)(x+4 4
fim 16y, o) (xed) 8
xo4x2 3y_4 xod(x=4)(x+1) x4 (x+1) 5

Az (x—1x;) tényezd magasabb fokd polinomokbdl is mindig kiemelhetd. A ma-
sik tényez6 a 3.23 definicié alapjan a definiciét kovetéen ismertetett polinom-
osztassal szdmithato ki. Az osztds egyébként akdr a fenti, masodfoku kifejezések
esetében is jol alkalmazhatd.

. Ax+3-2
m—

li

"ol \/;—1

A hatarérték itt is — tipusu. Kiemelni nem tudunk, a megoldast a gyoktelenités
jelentheti. A nevezd gyoktelenitése a konjugdltjaval, azaz (\/; +1) -gyel torténd

szorzdst jelent, vagyis a tortet ezzel a tényezdvel bovitjiik:

o (o)) (daes-2)(Ve )

x—=1 \/;—1 x—1 (\/;_1)(\/;4_1) x—1 x—1
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A hatarérték még mindig 9 tipust, bovitsiik a tortet az eredeti szamldl6 konju-
galtjaval is: 0
. (Va+3-2)(Va+3+2)(Vx +1) . (x+3-4)(Vx +1) _
x—1 (x—])(\/m+2) xﬁl(x—l)(\/m+2)
(x-1)(Vx+1)  (Va+)

x—1 (x—l)(\/m+2) x>l (\/m+2)

4.6.2. Jobb- és baloldali hatarérték

2

NN

Ha egy fiiggvénynek meg nem sziintethetd szakaddsa van, akkor dltaldban tudnunk kell,
hogy hogyan viselkedik a szakaddsi hely egyik illetve mdsik oldaldn. A vizsgélatban
illetve a leirdsban segit nekiink a jobb- illetve a baloldali hatarérték fogalma.

4.9. definicio: Egy f (x) fiiggvény jobboldali hatdrértéke az x, helyen a J szdm, ha
barmekkora pozitiv € -hoz taldlunk olyan pozitiv & értéket, hogy ha x benne van x; -nak
a § sugart jobboldali kornyezetében, akkor f (x) 1étezik és benne van J-nek az € suga-
rd kornyezetében.

Egyenldtlenségekkel megfogalmazva:

|f(x)—.]|<8, ha xy < x < xy+9.
Jelolése:
lim f(x)=J.

x—=x,+0

A baloldali hatérérték definici6ja hasonlé:

4.10. definicié: Egy f (x) fiiggvény baloldali hatdrértéke az x; helyen a B szdm, ha
barmekkora pozitiv € -hoz taldlunk olyan pozitiv & értéket, hogy ha x benne van x; -nak
ad sugaru baloldali kornyezetében, akkor f (x) 1étezik és benne van B-nek az € sugari
kornyezetében.

Egyenlétlenségekkel megfogalmazva:

|f(x)—B|<8, ha x5 -9 < x < xg.

Jelolése:
lim f (x) =B.
Példdk: ¥=%=0
.1
1 lim—
x—0Xx

A fliggvény a nulla helyen nincs értelmezve, a nulla kornyezetében viszont min-
deniitt folytonos, tehdt a nulla szakaddsi helye. A hatarértéke, ha 1étezne,

1
formailag 6 tipust lenne, értéke végtelen lenne. Nem mindegy azonban, hogy
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2. lim

x eldjele milyen. Ha pozitiv, akkor az érték plusz végtelen, ha negativ, akkor mi-
nusz végtelen.

A két kiilonboz6 oldali hatarértékeket tekintve:

. 1
lim —=o
x—=0+0 X
a jobboldali és 1
lim —=—c0
x—0-0 x

a baloldali hatarérték, amit a 4.8. dbra szemléltet. Erre az el6jelvizsgdlati feladat-
ra utaltunk a 4.6.1. fejezet (3) péld4janal.

Y]

= N W ~ O
T R ST WA

T35 45 x

1
4.8. dbra Az f (x) =— fiiggvény grafikonja
X

[x-1

x>l x—1

Ha az abszolutérték jel nem szerepelne a képletben, akkor a tort értéke mindeniitt
1 lenne, kivéve az 1 helyet, ahol nincs értelme, tehat a hatarérték is 1 lenne. Az
abszolutérték jel miatt azonban nincs hatdrértéke a fiiggvénynek az 1 helyen.
Megadhatjuk azonban a jobb- illetve a baloldali hatarértéket:

mivel a szdmlalo és a nevezd is pozitiv,

. |x—1|
lim =-1,
x—1-0 x—1

mivel a szamlalé pozitiv, a nevezd viszont negativ.
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Feladatok:
1. Szamitsa ki a kovetkez0O hatarértékeket!

a) xlinoo(xz +5)

c) lim (x2 —x+6)

x——oo
2. Szamitsa ki a kovetkezo hatarértékeket!
. 1
a) lim —
x—00 X—3
. x+6
c) lim 5
X—00 Qx4+ x+3
x+6

e) lim
X2 x—Xx

3. Szamitsa ki a kovetkez6 hatarértékeket!

a) lim

x—2x—3
¢) lim — 6
*=>=12x" +x+3
4. Szamitsa ki a kovetkezd hatarértékeket!
. ¥ -9
a) lim
x—=3 x=3
. ox"—=2x-8
c) lim ———
x——-2 x+2
.ox"=3x+2
e) lim————

=l x% $2x-3

5. Szamitsa ki a kovetkez6 hatarértékeket!
. 2
a) lim —
x—1-0 x —%

c) lim
x—=2-0 2 —4

e) lim
x—4-0 (x—4)2

b) lim (3—x—x2)
X—>o0
d) lim (2—x3)

x—>—o0

. -1
b) lim 3x
x—e0 X—3
3,2
d) lim X +2x x+2
x>0 4x” —x+10

f lim

x—=e  x"—x+10

b) lim >
x—l x+3 5
Lo XT+x"T—x+2

d) lim —— —~7<

x=-2 4x% —x+10

2
b) lim x°—6x+9

x—=3 2x—3 1
d) lim AT +8x+12

x——6 x+6
£ lim x2+x—6
x—>-32x“+5x-3

. 2
b) lim —
x—=1+0 x—£
. X
d) lim
x—=2+0 2 —4

f) lim

x40 (x— 4)2

x4+x2—2x+3



5. Egyvaltozéds fuggvenyek differencialasa

5.1. Bevezetés, definiciok

A téma targyaldsat fizikai példakkal kezdjiik.

Amikor egy kisdidk ismerkedik az egyenes vonald egyenletes mozgdssal, akkor a kdvet-
kezdképpen szdmolhat: ha egy test 4116 helyzetbdl indulva, egyenletesen mozogva 15 s

alatt 75 m-re tdvolodik, akkor 1 s alatt 5 m-t tesz meg, igy a sebessége 52. Altala-
s

nossdgban a sebességre azt a definiciét adhatja, hogy a sebesség az 1t és az id6 hdnya-

dosa:
v=—. 5.1
t
Az 5.1. dbra mutatja be a mozgds ut-id6 grafikonjit. Lathatd, hogy a grafikon egy origé-
bdl indul6 félegyenes, a mennyiségek kozott egyenes ardnyossdg van (3.4.7. fejezet).

Az 4brar6l a sebesség is leolvashaté. Ha merdlegest bocsdtunk az idétengelyre a (15;75)
pontbdl, akkor egy derékszogli hdromszdget kapunk, melynek fiiggdleges befogdja a
megtett Ut, a vizszintes az eltelt id6. (5.1) szerint a sebesség nagysdga a derékszogii ha-
romszdg fiiggbdleges és vizszintes befogdjanak ardnya, vagyis az o -val jeldlt szog tan-
gense, ami éppen az egyenes meredeksége. Egyben azt is megéllapithatjuk, hogy a

grafikon meredeksége dllandd, tehdt a test sebessége minden pillanatban 52.
s

Az adatokban és a gondolatmenetben azonban burkoltan benne van, hogy amig nem indul
el a test, addig a tdvolsdga az észlel6tdl nulla. Ez nem feltétleniil van igy.

Altaldnosabb a feladat a mérési adatok kovetkezéképpen torténd megaddsival: a mérés
kezdete utdn 3 s elteltével a test tdvolsdga a megfigyel6tdl 10 m, 18 s elteltével pedig
85 m (5.2. dbra), szadmitsuk ki a sebességet az utolsé 15 mdsodpercre vonatkozdan.

s, m s, m
100 A 100
/
50 501
tgtx:75m 1
15s
1 o 101 P —
e 15s
r<F<F=—t -
0 5 10 15 s 0 3 5 10 15 18 ts

5.1. dbra Orig6bdl indul6 egyenes vona- 5.2. dbra Nem az origdébdl indulé egyenes
14 egyenletes mozgds 1t — id6 grafikonja vonalu egyenletes mozgds 1t — idd grafikonja
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A mennyiségek kozott itt mar nincs egyenes ardnyossag, a tengelymetszet ugyanis nem
nulla. A sebesség kiszdmitdsara a (5.1) Osszefiiggés nem alkalmazhatd. Azt kell monda-
nunk, hogy 18 -3 =15 s alatt a test 85—10 =75 métert tesz meg, és ebbdl szamitjuk ki a

N . . m . p . .
sebességet, a két mennyiség hdnyadosaként. Itt is 5— az eredmény. A szdmolas sordn
s

tehdt a tdvolsdgok kiilonbségét osztottuk az idépontok kiilonbségével. Képlettel:

§y =
y=—2_"1 (5.2)
=4
Altaldnosan elfogadott a kiilsnbségek A -val torténd jelolése:
As
y=—-. 53
N (5.3)

Az 5.2. dbréan latjuk, hogy a sebesség itt is éppen az egyenes meredeksége, azt is, hogy a
sebesség itt is allando.

Kimondhatjuk, hogy a test sebességét egy adott pillanatban a grafikon meredeksége mu-
tatja. Ezen gondolat hasznossaga jol lathat6 példaul Iépcsdsen véltozé sebességli mozga-
sok ut-id6 grafikonjan (5.3. dbra). Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban a sebesség pilla-
natszertien nem valtozhat, a grafikonnak éles sarkok helyett rovid ivei lehetnek csupan.

o

\
|

t

5.3. dbra LépcsOzetesen valtozo sebességli
mozgds Ut — idd grafikonja

Vizsgaljuk meg, hogy mit mondhatunk az egyenes vonald, de folyamatosan véltoz6 se-
bességli mozgds sebességének kiszdmitdsardl. Probaljuk meg itt is kamatoztatni el6z6
otletiinket, hogy a pillanatnyi sebesség az tt-id0 grafikon meredeksége az adott pilla-
natban!

Tudjuk, hogy a zuhano test 4ltal megtett 1t hosszat kozelitdleg az
8.2 2
s(t)==t" =5t
(=%

Osszefiiggés irja le, ha a test a nulla id6pontban nulla tdvolsdgra van a megfigyel6tdl és

. o PP < s g1 m £z
kezddsebessége is nulla. g a nehézségi gyorsulds, tekintsiik értékét 10—2 -nek (a mérték-
s
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egységeket a tovabbiakban nem tiintetjiik fel a képletekben). Meg kivanjuk hatdrozni a
sebességet az elsé masodperc végén. Prébaljuk meg az (5.3) Osszefiiggést haszndlni va-
lamilyen médon!

Eldszor egy viszonylag nagy id6intervallumot tekintiink. A test az elsé 1 s alatt a képlet
szerint 5 m utat tesz meg. A harmadik masodperc végéig, vagyis 3 s alatt 45 m utat tesz
meg. A képlet szerint az [1;3] iddintervallumban a sebessége

Az 5.4. dbrdn ezt gy tiintettiik fel, hogy az (1;5) pontot 8sszekotottiik egy egyenessel a
(3;45) ponttal, ezzel az (it-idé gorbének egy szeldjét kaptuk meg.

s, m
45

40 s = 5¢2
351

301
25 ]
201 '
151
101 Z

3 ts

5.4. dbra Zuhan6 test tit-id6 grafikonja

A korédbban lefrtak szerint a kapott sebesség ennek a szelonek a meredeksége. Ez annyit
m
jelent, hogy ha a test véltozatlan 20— sebességgel mozgott volna a vizsgdlt idSinter-
s
m
vallumban, akkor tett volna meg éppen 40 m-t. Emiatt a kapott 20— sebességre azt
s

mondjuk, hogy az az [1;3] id6intervallumra vonatkozd dtlagsebesség. Szemmel 14thato,
hogy a szeld meredeksége jelentdsen eltér a gorbe meredekségétol az (1;3) pontban, még
ha egyeldre nem is tudjuk pontosan, hogy mit jelent egy gorbe vonal meredeksége egy
adott pontban. Ez az atlagsebesség tehdt messze van az els6 masodperc végi pillanatnyi
sebességtol. Kozelitsiink a probléma megolddsdhoz tigy, hogy egyre kisebb intervallumo-
kat vesziink és értékeljiik a tapasztalatokat!

A szamitdsokat tobbszor egymds utdn elvégeztiik dgy, hogy az els6 mdsodperc végétdl
egyre kisebb iddintervallumokat tekintettiink.

A szdmolast az (5.2) képlettel végeztikk. f; =15, s =5 m, a tobbi adat és a hozzdjuk
tartoz6 eredmények az 5.1. tdbldzatban taldlhatéak.
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5.1. tdbldzatr Zuhand test mozgasdnak adatai

t, 2 1,1 1,01 1,001 1,0001 1,00001
S, 20 6,05 5,1005 = 5,010005  5,00100005 5,0001000005
S, — S, 15 1,05 0,1005 = 0,010005  0,00100005 0,0001000005

t, —t 1 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,00001
S, — S

2 1 15 10,5 10,05 10,005 10,0005 10,00005
L -1

Megfigyelhetjiik, hogy minél kisebb az iddintervallum (#, —#, ), anndl kisebb az t-
S$y — 81

-1
mig az el6zd kettd nulldhoz kozelit, a hdnyados egy jol meghatarozott értékhez, 10-hez tart.

kiilonbség (s2 - 51) is, ami természetes. Az dtlagsebesség szintén csokken, de

A széhaszndlat ismerés a 4. fejezetbdl. Ugy tiinik, hogy az atlagsebesség egy hatdr-
értékhez tart, ha az id6intervallumot minden hatdron til csokkentjiik. Vizsgédljuk meg,
valéban igy van-e!

A késObbi, egységesebb és érthetdbb targyalds céljabdl az iddintervallum nagysdgira
vezessiik be a kovetkezo jelolést:

h=At=t, —1;!
Ezzel
ty=t;+h,
s =s(n),
Sy =S (tl + h)
Az atlagsebességre igy a kovetkezo kifejezést kapjuk:
As (o +h)—s(n) S(n+h)’ =54  5(1+h)’ -5

At h h h

Vizsgédlando6 tehat a

2
1+h) —
“mw

h—0 h
hatarérték.

0
A h =0 értéket behelyettesitve lathatd, hogy a hatarérték 6 tipust, ami nem meglepd,
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hiszen kicsi id6intervallum van a nevezdben, a hozza tartozd, szintén kicsi utkiilonbség
pedig a szamldléban. A tortet tehat 4t kell alakitani. Kézenfekvd a négyzetre emelés el-
végzése:
5(1+2n+47)-5

lim —mM8M8M8™,

h—0 h
a zéréjel felbontdsa:
. 5+10h+5K° =5

i
h—0 h
és Osszevonas:  0h+ 55,2
lim .
h—0 h

A szdmlaléban £ kiemelhetd, majd a tort h-val egyszerisitheto:

2 h(10+5h
fjm 104K o BOOESH) (10+5h).
h—0 h h—0 h h—0

Behelyettesitve h =0 -t latjuk, hogy a hatarérték létezik, értéke valéban 10.

Ha az 5.4. gorbén latottakkal osszevetjiik a kapott eredményt, akkor két dolgot allapitha-
tunk meg. Az egyik az, hogy & csokkenésével a gorbe és a szel6 két metszéspontja egyre
kozelebb keriil egymdshoz. Ha 4 minden hatdron til csokken, akkor a szeld érintévé
vélik. A masik az, hogy a mozgé test pillanatnyi sebessége a gorbe 1 s-hoz tartozé érintd-
jének meredekségével azonosithato.

A kovetkezdkben fizikai tartalmat mar mell6zve, dltalanosan fogalmazunk meg definicidkat.

Legyen adott egy f(x) fiiggvény, értelmezési tartomdnydbol vélasszunk ki egy x
helyet! Az x; helyen a fiiggvényérték f (xq). Valasszunk egy mdsik helyet is, x +/ -
t, ott a fiiggvényérték f(xy+h) (5.5. dbra).

y f(x)
f(xo + h)
tgo = f(xo + ';1) - f(xo)
f(xo + h) - f(xo)
o
f(xo) — =
] h
0 Xo Xgth X

5.5. dabra A differenciahdnyados definiciéja

5.1. definicio: Az
f(x+h)=f(x)
h
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hanyadost az f(x) fiiggvénynek az x, €s az xy+h helyekhez tartozé differencia-

A
hdnyadosanak nevezziik, jelolése gyakran (Efj , tehat

(g] _S(xo+h)~f(x) (5.4)
A, h

Itt hivjuk fel a figyelmet, hogy a késébbiekben is gyakran haszndlt Ax illetve & jelolés a
véltozé novekményére vonatkozoéan teljesen egyenértékdi, csupdn didaktikai okok miatt
alkalmazzuk hol ezt, hol azt a jelolést.

A szamldléban fiiggvényértékek kiilonbsége (differencidja), a nevezében a hozzdjuk tar-
toz6 két hely kiilonbsége szerepel, innen ered a hdanyados neve.

Példak:
1.Ha f(x)=3x, xy =2 és h=2, akkor
f(x%)=r2=3-2=6,
Xg+h=2+2=4,
flxg+h)=f#)=3-4=12,

(gj _flxo+h)-f(x) _12-6 _6_,
Ax ) . h 2 2 7
2.Ha f(x)=x*>—-1, xy =3 é h=1, akkor
f(x)=f3)=3"-1=8,
xXg+h=3+1=4,
fxg+h)=f@)=4-1=15,
- 7.

(gj _flxo+h)=f(x) _15-8 _
Ax) . h 1

5.2. definicié: Amennyiben a
- F(xg+h)=f(x0)

h—0 h

hatarérték létezik, akkor azt az f (x) fiiggvény x, helyhez tartozé differencidlhdnya-

d 7 7z
dosanak nevezziik, jelolése (—fJ vagy f’(x), tehdt
dx X=X,

f'(x0)=[d—fj = Jim Sxo+h)= /(%) (5.5)

dx h—0 h
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Fontos megjegyezni, hogy mig a % kifejezésben ténylegesen mérhetd mennyiségek
szerepelnek, a tort értéke kiszamithatd, addig a E nem valddi tortet jelol, csupdn egy
hatarérték szimb6luma; sem szamléldja, sem nevezdje nem mérhetd.

Példak:

Tekintsiik az eldbbi két példdban szerepld fiiggvényeket, szamitsuk ki a differen-
cidlhdnyadosokat a megfeleld helyeken!

1.Ha f(x)=3x és x, =2, akkor

3(2+h)=3-2 9 43h—3.
(ﬁ W GHA)32 3243h-3:2 L Sk

= 3.
dx LZ h—0 h h—0 h h—0 h

2.Ha f(x)=x*>—1, xy =3 és h=1, akkor

(ﬁJ :lim((3+h)2_l)_(32_l)

dx

9+ 6h+h*—1-9+1
= lim =
h—0 h h—0 h

2 h(6+h
m6h+h = lim ( * )zlim(6+h)=6.
=0 h h—0 h h—0

Mindkét hatarérték kiszdmitdsandl alkalmaztuk a 4.4. fejezetben megismerteket.

5.3. definici6: Amennyiben az (5.5) hatarérték 1étezik, akkor azt mondjuk, hogy az f (x)
fiiggvény az x, pontban differencidlhato. Amennyiben a fiiggvény értelmezési tartoma-
nya valamilyen H részhalmazdnak minden pontjdban differencidlhatd, akkor azt mond-
juk, hogy a H részhalmazon differencidlhat6.

Ezen definici6 értelmében tehat a H halmaz minden pontjdhoz egy valés szdmot tudunk
rendelni, mégpedig az ahhoz a ponthoz tartoz6 differencidlhdnyados értékét. Ezzel egy uj
fliggvényt hozhatunk létre:

5.4. definici6: Azt a fuiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya az f (x) fuggvény
értelmezési tartomdnydnak minden olyan x; pontja, ahol f (x) differencidlhat6, értéke
pedig minden ilyen pontban a ponthoz tartozé differencidlhdnyados értéke, az f (x)
fliggvény differencidlhdnyados fiiggvényének vagy rovidebben derivdltjidnak nevezzik.

, d . . .
Jelolése dltaldban f'(x) vagy d_f , 0sszhangban a differencidlhanyados jelolésével.
X

A differencidlhdnyados fiiggvény keresésének miiveletét differencidldsnak vagy derivd-
ldsnak nevezziik.

5.1. tétel: Ha az f (x) fiiggvény egy x; pontban differencidlhat6, akkor abban a pont-
ban folytonos is.
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Bizonyitas:

Az 5.3. definicié szerint létezik a fliggvény differencidlhdnyadosa az x;, pontban, jeldl-

jiik értékét D-vel:
o +h)=f ()

=D.
h—0 h
Bevezetjiik az
Xo+h=x,
illetve ebbdl a
h=x-Xx
jelolést:
x)—fx
tim L= (0) )
X=X, X=Xy
A hatarérték képzése felbonthat6 (4.4. fejezet):
lim f(x)— lim f(xo)
x—)x(] x—)x(] _ D
lim ( X=X ) '
X=X,

Atrendezve:
lim f(x)- lim f(xy)=D lim (x—xp).

X=X, X=X, X=X,
A jobboldal értéke nulla, mivel a hatarérték nulla, el6tte pedig konstans 4ll:
lim f(x)— lim f(xo) =0.
. X=X, X=X,
Atrendezve:

lim f(x)= lim £ (x))-

X=X, X=X,

A jobboldalon egy konstans hatarértéke 4ll, a hatdrérték maga a konstans:
lim f(x) = f(xo),
X=X,

amely egyenl8ség éppen a folytonossdg definidlé formuldja (4.6. definici6).

A tétel nem megfordithatd, tehét 1étezik olyan fiiggvény, amely bar folytonos egy x,
pontban, ott mégsem differencidlhaté. Példaul az f (x) = |x| fiiggvény az x; =0 helyen
folytonos, mégsem differencidlhato.

Ugyanis ha h > 0, akkor

lim w = lim —=1
h—0+0  h h—0+0h
ha viszont & < 0, akkor
i lo+n/-0 -
im ———= lim —=-1,

h—0-0 h h—0-0 h
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tehdt a jobb- és a baloldali hatarértékek nem egyeznek meg, vagyis a
. |o+n|—|0]
lim ————
h—0 h
differencidlhdnyados nem létezik.
Mivel a derivilt is fiiggvény, beszélhetiink az ¢ derivaltjardl is:
5.5. definicio: Amennyiben f '(x) derivéltja 1étezik, akkor azt f (x) mdsodik derivdlt-
janak nevezziik. Jelolése: d2 ¥
7 (x) vagy e

X

Tovébb derivalva kapjuk a harmadik derivéltat:
3
7’ 3 d
7 (x), f( ) (x) vagy —°3f
dx
A tovéabbi derivéltakndl a vesszds jelolést mar nem hasznaljuk:
FI (). 9 (x), s,
d'f &f

——, stb.
dxt A

illetve

b}

5.2. Differencialasi szabalyok

5.2. tétel: Az f (x) = C képlettel megadott konstansfiiggvény derivaltja mindeniitt nul-
la:

f'(x) =(C) =0. (5.6)
Bizonyitas:
A fiiggvény értéke minden x és x+ h helyen egyardnt C.
Felirjuk az (5.5) definici6t egy éltaldnos x helyre, majd atalakitjuk:
’ x+h)— X —
(cf = S —f(x) L Cc-C 0

=1 lim —=0.
h—0 h h—0 h h—0h

. . 0
Felhivjuk a figyelmet, hogy a hatdrérték nem 6 tipust, tehat nem nulldhoz tarté szdmok
hanyadosa, hanem a szdmlal6éban ténylegesen nulla szerepel, emiatt nulla ez a hatarérték.

A tétel helyessége konnyen beldthat6 egyszerli meggondolassal is: a differencidlhdnyados
a figgvény véltozasit jellemzi, és mivel a konstansfiiggvény véltozdsa nulla, a derivélt is
nulla.

5.3. tétel: Ha f (x) differencialhat6, akkor konstansszorosa is differencialhaté. A deri-
valt f (x) derivaltjdnak és a konstansnak a szorzata:

(cf(x)), = cf'(x). 5.7)
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Bizonyitas:
Az (5.5) definici6 szerint
(of (x)) = lim S =) _ —f(Hh}z_f(x) =of(x).

h—0 h h—0

A bizonyitds sordan kihasznaltuk, hogy a hatarértékképzésnél a konstans kiemelhetd, és
hatarértéke onmaga.

Felhivjuk az olvasé figyelmét arra, hogy az 5.2. tételben és az 5.3. tételben eltérd a kons-
tansok szerepe. Az elsO esetben a konstans 6nmagdaban jelent fiiggvényt, a masodik eset-
ben szorzétényezo, a két szabalyt nem szabad Osszetéveszteni.

5.4. tétel: Ha f(x) és g(x) differencidlhato, akkor dsszegiik és kiilonbségiik is diffe-
rencidlhat6. A derivalt az eredeti fiiggvények derivaltjainak 0sszege, illetve kiilonbsége:
(f(x)ig(x)) = f/(x)£g"(x). (5.8)

Bizonyitas:

Az (5.5) definici6 szerint
r (f(x+h)ig(x+h))—(f(x)ig(x))
(f(x)ig(x)) = lim .

h—0 h
A jobboldalon szerepld tort szdmldldjaban a zdrdjeleket felbontjuk és a tagokat at-

csoportositjuk:

i f(x+h)ig(x+h)—f(x)$g(x) i (f(x+h)—f(x))i(g(x+h)—g(x))

h—0 h h—0 h

A jobboldalt tagonként osztjuk h-val, majd kihasznaljuk, hogy a hatarértékképzés ta-
gonként is elvégezhetd (4.2. tétel):

(f (x+n)= £ (x) , (8(x+h)=g(x)

P h * h -
G () | (sl -s(a)

h—0 h h—0 h
=f'(x)x g’ (x).

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
A tétel természetesen tobbtagi osszegekre is alkalmazhatd.

Eddigi szabalyaink egyszertiek, de ez ne tévesszen meg benniinket! Szorzat- és hanya-
dosfiiggvények differencidldsara mar bonyolultabb szabdlyokat kell alkalmaznunk.

5.5. tétel: Ha f(x) és g(x) differencidlhatd, akkor szorzatuk is differencidlhato.
A derivalasi szabaly:

(£ (x)g(x)) = £ (x) g (x)+ £ (x) g (x)- (5.9)
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Bizonyitas:

Az (5.5) definici6 szerint

(£(x)g(x)) :Im(f(x+h)g(x+Z))—(f(x)g(x)) |

A tort itt nem bonthat6 fel egyszertien gy, hogy utdna differencidlhdnyadosokat valaszt-
hassunk szét. Egy kis triikkot alkalmazunk: a szdmladléba beirjuk az

f(x+h)g(x) kifejezést pozitiv és negativ eljellel is, igy a tort értéke nem véltozik:
. F(x+h)g(x+h)=f(x+h)g(x)+f(x+h)g(x)-f(x)g(x)

h—0 h

A sz4ml4l6 els6 két tagjabol f (x+h)-t, a masodik kettdbdl g (x)-et emeliink ki:
. f(x+h)(g(x+h)—g(x))+g(x)(f(x+h)—f(x))

h—0 h

Célszertien osztunk h-val:

g(x+h)-g(x)
h

a hatdrértékeket tagonként és tényezénként képezziik:

lim f(x+h) hmw+ lim g(x) lim f(x+h)—f(x).
h—0 h—0 h h—0 h—0 h

h—0

lim [f(x+h)

f(x) differencidlhatd, ezért folytonos (5.1. tétel), ezért az elsd hatdrérték f (x). A mé-
sodik g(x) derivéltja, a harmadik magétdl értetddden g(x), a negyedik f(x) deri-
valtja:

f(x)g"(x)+ 1 (x) g (x),

illetve az (5.9) osszefiiggésnek megfeleld sorrendben:

f(x)g(x)+f(x) g (x).
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

A tétel tetszOleges n szdmu tényezOt tartalmazd szorzatfiiggvényre alkalmazhaté ugy,
hogy egy tényezdt kivélasztunk, a tobbi (n—1) -et egy tényezdként kezelve végezziik el a
derivélast. A derivaltban megjelenik az (n—l) tényez0Os szorzat derivaltja, a kovetkezo
1épésben ezek koziil vdlasztunk ki egyet €s a maradék (n—2) -t kezeljiik egy tényezd-
ként. Az eljarast addig folytatjuk, amig szorzat derivaltja mar nem szerepel az ered-
ményben.

5.6. tétel: Ha f(x) és g(x) differencidlhato, tovabba g(x)#0, akkor hdnyadosuk is
differencidlhaté. A derivalasi szabaly:

[f(X)J' _ S (x)g(x)-f(x)g'(x)

(%) () (5.10)
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Bizonyitas:

Legyen f (x)

Rendezziik at:

és alkalmazzuk az (5.9) azonossagot:

f(x)=h(x) g (x)+ 1 (x)g(x).
Beirjuk /(x) értékét:

és szorzunk g (x)-szel:
F(x)g(x)=f(x)g (x)+ 1 (x) 87 (x).
I’ (x)-et kifejezve a bizonyitandd dsszefiiggést kapjuk:
(=L W1 W) )
g” (x)

5.3. Osszetett fliggvények

Nagyon sokszor taldlkozunk olyan feladattal, amelyben a fiiggetlen véltozé értékébol
nem kozvetleniil, egyetlen szdmoldsi miivelettel hatdrozzuk meg a fiiggvény értékét, ha-
nem elébb egy mésik fliggvény értékét szdmitjuk ki, és a kapott eredménnyel szdmolunk
tovdbb. Az ilyen feladatokban szerepld fiiggvényeket dsszetett fiiggvényeknek nevezziik.

Egy egyszerti példa:
y(x) = sin(x—3) .
Ha y (x) értékét ki akarjuk szdmolni egy x; helyen, akkor eldszor ki kell szamitanunk
xp—3
értékét (ezt jelolhetjitk g -lal), majd a kapott értékkel szamitjuk ki az

f(go)=singg
értéket.

Mivel a g, érték az x hely fiiggvénye, irhatjuk, hogy
(%)= £(g(x)).

y(x)= 1 (2(x))-

Az Osszefiiggésben g (x) -et belsd fiiggvénynek, f ( g) -t kiilso fiiggvénynek nevezzik.

illetve altalaban
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Annak eldontésében, hogy egy osszetett fiiggvény képletében melyik a belsé és melyik a
kiilsé fiiggvény, rutint kell szerezni. A dontésben segitséget jelent, hogy a belsd fiiggvény
értékét kell a szdmoldasi logika illetve szabalyok szerint el6szor kiszamitani. Figyelembe
kell venni a muiiveletek precedenciaszabalyait és a zardjelezést is.

Példak:
1. Az
vy (x) = cos x?
fliggvény esetében a belso fiiggvény
g(x)=x",

mig a kiils6 fiiggvény

f(g)=cosg.

¥ (x) =cos? x (mds alakban y, (x)=(cos x)z)

esetében a belsd fiiggvény

mig a kiilsé

esetében a belsd fliggvény

mig a kiilsé

f(g)=2s.

Az 0Osszetett fliggvények értelmezési tartomdnydnak meghatirozdsa nem mindig egy-
szerti. Az el6zd fiiggvények esetében az értelmezési tartomdny minden esetben a valds
szdmok halmaza volt, hiszen mindegyik fiiggvény értelmezett az 6sszes valds szamon.

Ha azonban példaul az
y (x) =+2-x

fliggvényt tekintjiik, mas a helyzet.
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Ag (x) =2—x belsd fiiggvény minden valds szdmon értelmezett, értékkészlete is min-
den val6s szdm. Az f ( g) = \/E fliggvény a negativ szdmokon nem értelmezett, igy az
Osszetett fiiggvény értelmezési tartomanya

D, ={x:xe Rjx<2}.

Megjegyezziik, hogy Osszetett fliggvény belsd fiiggvényeként Osszetett fliggvény is sze-
repelhet, vagyis hdromszorosan, négyszeresen, illetve akdrhdnyszorosan Osszetett fligg-
vények is alkothat6k. Példaul a

2(x)=In(x-5)
figgvény haromszorosan 0sszetett, ugyanis a
h(x)=x-5,a g(h)=h2 ésaz f(g)=Ing
figgvényekbdl tehetd Ossze, vagyis z(x)=f(g(h(x))) alaku.
5.6. definicio: Az f(g) kiilsé fiiggvénybdl és a g(x) belsé fiiggvénybdl dsszetett
y(x)=f(g(x)) figgvény definiciéja a kovetkezd:

ha x, beletartozik g(x) értelmezési tartomédnydba, g(x,) pedig beletartozik f(g)
értelmezési tartomdnydba, akkor y(x)-nek az x, pontban felvett fiiggvényértéke az
f(g) fiiggvénynek a g(xy) helyen felvett figgvényértéke, f(g(xp)).

Ha a definiciét osszevetjiik a fiiggvény definicidjaval (1.4. fejezet), azt dllapithatjuk meg,
hogy az Osszetett fliggvény kétszeres hozzarendelést jelent: a valtozéhoz hozzarendeljiik
a belso fiiggvény értékkészletének megfeleld elemét, majd ez az elem lesz a kiils6 fiigg-
vény valtozdja, és ehhez rendeljiik a kiilso fiiggvény értékkészletének megfeleld elemét.
Ez utébbi elem lesz végiilis a fiiggvényérték.

A gyakorlatban nagyon egyszeri problémdk megolddsa sordn is taldlkozunk Osszetett
fliggvények derivaldsaval (5.8.7. fejezet (3) és (5) példa), ezért ismerniink kell az erre
vonatkoz6 szabdlyt:

5.6. tétel: Haaz f(g) ésa g(x) fiiggvények differencidlhatéak, akkor a beldlik dsz-
szetett y(x)=f(g(x)) is differencidlhatd, és

yi(x)=r"(g)g (x). (5.11)
Bizonyitas:
Csak vazlatos bizonyitast mutatunk be, a részletes, korrekt bizonyitas sok helyen, példaul

Szész Gabor' vagy Stefan Banach® konyvében megtalalhato.

Felirhatjuk y(x), f(g) és g(x) fiiggvények differenciahdnyadosait egy dltaldnos x
helyen az (5.4) definiciénak megfelelden:
Ay _ y(x+h)=y(x)

, 5.12
Ax P (5.12)
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A _ f(e+k)-f(g)
Ag k '
Ag _ g(x+h)—g(x).

Ax h
Szorozzuk Gssze az utdbbi kettot:
A Ay fg+k)=f(s) g(x+h)-g(x)
Ag Ax k h ’

Vegyiik észre, hogy az Osszetett fiiggvény definicidja miatt a kovetkezd egyenldségek
érvényesek:

(5.13)

k= g(x+h)—g(x),
f(g+k)=f(g(x+h))=y(x+h)
Fg(x))=y(x).
Behelyettesitve ezeket az (5.13) egyenldségbe a kovetkezdt kapjuk:
y(x+h)—y(x) ' g(x+h)—g(x) 3 y(x+h)—y(x) =ﬂ

g(x+h)—g(x) h h Ax’
vagyis az (5.12) formuldval 6sszevetve:
Ay _ N Ag
Ar Ag Ax
Hatardtmeneteket képezve, a hatarértékeket tényezénként kiszamitva a kovetkezd ered-
ményt kapjuk: . ﬂ: . & . Ag

A—0AX  Ag—0Ag Av—0 Ax’
Y (x)=rf"(g)8 (x).
vagy masképp

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Erdemes taldn a tételt széban is megfogalmazni: Gsszetett fiiggvényt tgy derivalunk,
hogy a kiilsé fiiggvényt derivaljuk a belsd fiiggvény, mint valtozd szerint, a belso fligg-
vényt is derivaljuk x szerint, és a két derivaltat 6sszeszorozzuk.

A szabdlyt a differencidlszamitds ldncszabdlyanak nevezziik, tobbszorOsen Osszetett
fiiggvényekre is konnyen alkalmazhato.

Konkrét példat osszetett fiiggvény derivaldsara az olvasé az 5.5. fejezetben taldl.
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5.4. Figgveny inverzének differencidlasa

A 3.4.4. fejezetben foglalkoztunk a fiiggvények invertdlhatosdgdval és invertdldsdval.
Fiiggvény inverzének derivaldsara vonatkozik a kovetkezd tétel:

5.7. tétel: Legyen az f (x) fliggvény értelmezési tartomdnyanak egy H részhalmazin
invertdlhatd, jeloljik inverzét f_; (x) -gyel. Rendelje f (x) x-hez az y értéket, ekkor
f-1(x) azy értékhez x-et rendeli hozz4.

Ha f (x) differencidlhaté az x pontban, és differencidlhdnyadosa nem nulla, akkor
/a1 (x) is differencidlhat6 az y pontban, és differencidlhdnyadosa

, 1
fH0) == (5.14)
N /(%)
Bizonyitas:
Itt is csak vazlatos bizonyitdst ismertetiink.
f-1(x) differenciahdnyadosa
Ax 1
Ay Ay
Képezziik a hatdratmeneteket: Ax
’ . Ax 1
fly)= lim —=——. (5.15)
() Ay-0Ay o AY
Ay—0 Ax

f (x) differencidlhat6, ezért folytonos is az x helyen. Ebbdl kovetkezik, hogy ha Ay a
nullahoz tart, akkor Ax is, tehat

im 2 = 1im 2 = p(x).
Ay—0 Ax  Ax—0 Ax

Az eredményt beirva az (5.15) formuldba megkapjuk a

()= 1

£(x)
Osszefiiggést, amit bizonyitanunk kellett.
5.5. Alapfuggvények derivaljai
5.8. tétel: Az f(x)=x fliggvény derivaltja:
(x) =1. (5.16)

Bizonyitas:

Irjuk fel az (5.5) definiciét egy éltaldnos x helyre és végezziik el a maguktél értetddd
atalakitasokat:
f(x+h)-f(x) .. x+h-x . _h

f(x)=lim = lim ~—— = lim — =1.
h—0 h h—=0 h h—0h
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Az eredménybdl a szorzatfiiggvény derivdldsara vonatkozé (5.9) tételt alkalmazva le-
vezetheté az f (x)= x fiiggvény derivaltjdnak képlete:

(x2 )/ =(x'x)’ =lx+x-1=2x,

ezzel az f(x)= x> fiiggvény derivélija:

’

) = x2-x/=2x'x+x2-1=3x2,
(') =[]

ezzel pedig az f(x)= Py

’ ’

(x4) =(x3-x) =3x2-x+x3-1=4x3,
és igy tovabb.

Az Osszefiiggések az (5.5) definiciét felhaszndlva is igazolhatéak, ajanljuk is az olvasé-
nak a bizonyitdsok elvégzését.

Szemiigyre véve a fenti eredményeket egy altalanos szabalyt sejthetiink meg:

5.9. tétel: Az f(x)=x" fiiggvény értelmezési tartomdnydnak minden pontjaban diffe-
rencidlhatd (kivéve esetleg értelmezési tartomdnydnak végpontjdt, amennyiben van
ilyen), derivéltja:

(x") =", (5.17)
A tétel pozitiv egész kitevOkre példaul teljes indukcidval, mds alakud kitevokre célszerti
atalakitasokat koveten igazolhat6"®. Mi a tomorség kedvéért — a sziikséges ismeretek
elsajatitasat kovetden — tetszdleges kitevore fogjuk igazolni a tételt (5.13. tételt kovetd (2)
példa).

Példik:
Lo(x) =) =u=11=1,

mivel minden szdm nulladik hatvdnya 1. A szabdly tehdt az f(x)=x fiiggvény-
re is érvényes, ahogy azt vartuk.

2. (x”)/ — 1241,

3. (%j, = (x_] ), =—1x?%= —x]—z.

A derivdlt az x = 0 helyen nem létezik, de ott a fliggvény sincs értelmezve.

’

/ B 1 — 1 1
4. \/; = x2 =—X 2 = —= .
( ) 2 LN
2x2
A fiiggvényt magat az x =0 helyen értelmezziik, de derivaltjat nem.

’

’ Noaty
(3X4j =23 | =2a? =2
3 3

b
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6. (xﬁ )’ = \/Exﬁ_l.

Az (5.6), az (5.7), az (5.8) és az (5.17) osszefiiggések alkalmazasdval barmilyen polino-
mot derivalhatunk.

Példak:

1 f(x)=5x"
f’(x)=5-4x> =20x%, mivel a konstans szorzé az (5.7) egyenlet szerint ki-
emelhetd.

2. f(x)= x> +3x% —10x.
f(x)= 3x2 +3-2x—10, mivel 8sszeg és kiilonbség az (5.8) egyenlet szerint ta-
gonként differencidlhato.

3. f(x) =9x+5.

f/(x)=9-1+0=9, mivel a konstans derivéltja az (5.6) egyenlet szerint nulla.
Figyeljiik meg, hogy ebben a példdban linedris fiiggvény szerepel, amelynek a ké-
pe egyenes. Derivéltja dlland6, éppen az egyenes meredekségével egyezik meg,
azzal a szemlélettel 6sszhangban, hogy a derivlt az érint6 meredekségét adja.

Azzal az érdekes eredménnyel is szembesiiliink az eredmény kapcsdn, hogy egy
egyenes érintje dnmaga!

3 2

x> 3x
4. x)=—+—-8.

fla)="+=
A kifejezésben tortek szerepelnek, alkalmazhatjuk is rdjuk az (5.10) Ossze-
fliggést, de felesleges. A kovetkez6 formdba dtirva mar konnyebben észreveheto,
hogy a fliggvény valéjaban polinom:

1 3 32
X)=—x"+—x"-8.
f() 5 2
A derivéltja tehat:
f'(x)=1-3x2+§-2x=§x2+3x
5 2 5 '

5.10. tétel: Az f (x) =sinx filiggvény teljes értelmezési tartomanyan differencidlhato,
derivéltja: ,
(sinx) =cosux. (5.18)

A tételt nem bizonyitjuk, bizonyitdsa a legtobb differencidlszamitdssal foglalkoz6 konyv-
ben megtaldlhaté, példaul"®”’.

5.11. tétel: Az f (x) =cosx fiiggvény teljes értelmezési tartomdnydn differencidlhato,
derivéltja: ,
(cosx) =—sinux. (5.19)



110 Matematika

A bizonyitashoz felhasznaljuk, hogy
. T
cos x =sin(x+ 5),

amint az példaul a 3.16. dbrar6l leolvashatd, vagy a kozépiskoldban tanult addicids szaba-
lyokkal igazolhat6.

Vagyis , o\
(cosx) =(sin(x+ED .

A jobboldal 6sszetett fiiggvény, alkalmazhatjuk rd az (5.11) szabalyt.
A kiilsé fiiggvény sin g , derivaltja (5.18) szerint cos g .

A belsd fliggvény (x+g , derivéltja (5.16) szerint 1, mivel 125 konstans, derivéltja nulla.

’ T T
(cos x) =cos(x+§j'1 =cos(x+§)

A kozépiskoldbodl ismert addicids tétel szerint

Tehat

cos(a+B) = cosocosp—sin asin .

- 4 T oz
Alkalmazzuk ezt a derivéltra az oo = x és = 2 helyettesitéssel:
’, T . . T . .
(cosx) = cos xcos—-—sin xsin—-= (cosx)-0—(sinx)-1=—sinx,

. oI . . T . Ll L
mivel COSE =0 és smz =1. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Tehat: ,
(sinx) =cosx,

(cosx) =(sinx) =—sinx.
A derivalast konnyen tudjuk folytatni:
(—sin x), =(sin x)” =—cosx,
(—cos x)’ =(sin x)(4) =sinx,

vagyis a sinx filiggvény negyedik derivéltja dnmaga. A sinx tehat végtelen sokszor
derivdlhatd, a derivaltak periodikusan ismétlédnek.

Ismerve a sinxés a cosx derivéltjat az f (x) = tg x derivaltja konnyen megkaphaté.

Irjuk fel a tangensfiiggvény definicigjat:

sin x
tgx = ,
Cos X
és alkalmazzuk ra a tortfiiggvény derivalasara vonatkoz6 (5.10) szabalyt:
, (sinx) cosx-cosx—sinx-(—sinx) cos® x+sin” x 1
(tg _x) = = = = s
COoS X 0052 2 2
X cos” x cos” x
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mivel ismert, hogy cos® x+sin?x=1.

Tehat:

.1
(tgx) =—5—. (5.20)
COS X

A derivalt mindeniitt értelmezve van, ahol maga a tangensfiiggvény is.

A kotangensfiiggvény derivaltja hasonlé6 médon vezethetd le, az eredmény:

’ 1
(Ctgx) ==
sin” x

A kovetkezd tételt szintén bizonyitds nélkiil kozoljiik:

5.12. tétel: Az f (x) =Inx fiiggvény a teljes értelmezési tartomdnydn, a ]O;oo[ inter-
vallumon derivéalhaté, derivéltja:

!
(Inx) =—. (5.21)
X
Tudjuk, hogy Inx 1
log, x=—=—1Inx,
Ina Ina

;1 111
(log, x) =| —Inx| =—-:—= ,
1 Ina x xlna

mivel —— Kkonstans.
Ina

Az 5.12. tétel felhaszndldsdval igazolhat6 a kovetkezd:

5.13. tétel: Az f (x) =¢* fiiggvény a teljes értelmezési tartomdnyan differencidlhato,
derivaltja onmaga, azaz ,
(ex) =", (5.22)

Bizonyitas:

Az e* fiiggvény az Inx fiiggvény inverze a teljes értelmezési tartomdnyén, tehdt ha
y=e”, akkor x=Iny.

Alkalmazzuk a fiiggvény inverzének derivaltjara vonatkozo6 (5.14) osszefiiggést:

(ex), _ 1! =%=y=ex.

y

Tetszdleges pozitiv alapi exponencidlis fiiggvény derivaltjdnak levezetése hasonldéan
torténhet a fliggvényt az f (x) =log, x inverzeként felfogva:

(ax)’: ! ~= ] =ylna=a"Ina.
(log, ¥)

ylna
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Ha a hatvany alapja, a =1, akkor a levezetés ugyan nem haszndlhat6, az eredmény azon-
ban ilyenkor is helyes, ugyanis

(1) =) =0=1"m1=1-0.
A logaritmusfiiggvény derivaldsdhoz kapcsolddik a logaritmikus derivdldsnak nevezett
eljaras.
Az eljaras olyan esetekben alkalmazhatd, amikor a egy olyan hatvany alaku fiiggvényt
kell derivdlnunk, amelyben az alap és a derivalt is x fliggvénye (exponencidlis hatvdny-

fiiggvény).

Az eljaras alapja a kovetkez6:

Az ln(f(x)) Osszetett fiiggvény, belsd fiiggvénye g = f(x), kiils§ fiiggvénye In(g).
Alkalmazzuk rd az (5.11) szabalyt:

L F()
(m(r () = £ (=g £ =5
Rendezziik at: ,
£(x)= £ (x)(In(f(x))) - (5.23)

Tehat egy fiiggvény derivaltjat igy is megkaphatjuk, hogy el8szor vessziik az e alapu
logaritmusat, azt derivaljuk, majd megszorozzuk az eredeti fiiggvénnyel. A szabdlyt ak-
kor érdemes alkalmazni, ha a fiiggvény logaritmusédnak derivéldsa joval egyszeriibb, mint
az eredeti fiiggvényé.

Példak:
1. Szdmitsuk ki az f (x) =x" fiiggvény derivaltjat!

A fiiggvény exponencidlis hatvdnyfiiggvény. A derivdlds szempontjdbdl ez azt
jelenti, hogy nem hatvanyfiiggvény, mert kitevgje véltozd, nem is exponencidlis
fliggvény, mert alapja is véltozo, de dsszetett fliggvényként sem tudjuk derivélni.
Alkalmazzuk rd az (5.23) Osszefiiggést! Vessziik a fiiggvény e alapi logarit-
musat:

ln(f(x)) =Inx* =xInx.

Derivalunk a szorzatfiiggvényre vonatkoz6 szabdly szerint:
’ , 1
(hl(f(x))) =(xInx) =1-Inx+x—=Inx+1.
X

Az (5.23) képletbe beirjuk a fiiggvény képletét és az elébbi eredményt, igy kap-
juk meg a derivéltat:
f'(x) =x* (lnx+1).
2. Bizonyitsuk be az 5.9. tételt, vezessiik le az f (x) =x" fiiggvény derivélési sza-
balyat tetszbleges valds n kitevore!
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Az (5.23) egyenletet alkalmazzuk a fiiggvényre:

’ n
f(x)=x" (lnx") =x" (nlnx) Y L S ,
x ox

az 5.9. tétel allitdsdnak megfelelGen.

Javasoljuk, hogy az olvasé vezesse le az e és az a” fiiggvények derivildsi szabalyat
logaritmikus derivalassal.

A kovetkezOkben a teljesség kedvéért a 3.4.6 fejezetben bevezetett arkuszfiiggvények
derivalasat tekintjik 4t roviden. Ismerete sziikséges lehet integrdlszamitasi feladatok
megoldasanal.

A levezetés soran hivatkozunk a jol ismert
sin? x+cosZ x=1. (5.24)
Osszefiiggésre.

5.14. tétel: Az f(x)=arcsinx fiiggvény a |-L;1[ intervallumon differencidlhatd, deri-
valtja: , 1
(arcsinx) = . (5.25)
1-°

Bizonyitas:
A fliggvény inverzének derivéldsara vonatkozé (5.14) osszefiiggést alkalmazzuk.

Az arcsinx a sinxfliggvény inverze, tehdt ha y=arcsinx, akkor x=siny, ahol
ye Iz xe[—l'l]
2 2 2 s s .

Deriviltja: i 1 1

(arcsinx) = ~= .
(siny) oSy

cos y az (5.24) egyenletbdl kifejezhetd:

cosy=\/1—sin2 v,

mivel az adott intervallumon cos y pozitiv.

Lattuk, hogy siny = x, ezt behelyettesitve cos y fenti képletébe, majd azt visszairva a
derivaltba kapjuk meg az (5.25) képletét.

Bizonyitds nélkiil kozoljikk a kovetkezd két tételt, a bizonyitds az el6bbiekhez hasonld
mddon torténhet.

5.15. tétel: Az f(x)=arccosx fiiggvény a |-1;1[ intervallumon differencidlhatd, deri-
valja: i 1
(arccosx) = ) (5.26)

\/1—x2
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5.16. tétel: Az f(x)=arcrgx fiiggvény a teljes értelmezési tartomanyén differencidl-
hat6, derivaltja:

, 1
(arctgx) =——, (5.27)
I+x
tovabba az f (x) =arcctgx is a teljes értelmezési tartomanyan derivalhato, derivaltja:
-1

+)C2

(arc ctg x), =

A derivaltakat az 5.2. tdbldzatban 6sszefoglaljuk.

5.2. tabldzar Alapfiiggvények derivaltjai

f(x) f(x)
C 0
x" nx"!
sin x COS X
cos X —sin x
1
1g x 3
CcoS” x
1
ctg x -—
sin” x
1
In x —
X
1
log, x
xlna
e’ e’
a’ a‘lna
. 1
arcsin x
1-x*
-1
arccos x
1-x*
; 1
arctg x
1+ X7
-1
arcctg x
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5.6. Implicit figgvény differencialasa

Az elézdek alapjan konnyen tudunk mddszert mutatni implicit fiiggvények (lasd 3.1.
fejezet) derivélésara.

Az implicit fiiggvényre jellemzd, hogy az x valés szdmhoz hozzdrendelt fiiggvényérték
(jeloljiik most y-nal, nem elfelejtve, hogy y az x fliggvénye) nincs kifejezve a fiiggvény
képletében.

Példaul:
y2 = yx2 +10.
A derivélési eljaras lényege az, hogy mindkét oldalt derivdljuk x szerint, ligyelve arra,

hogy az dsszetett fiiggvényeket a rdjuk vonatkoz6 szabélyok szerint derivaljuk.

2
A fenti példdban a baloldalon y2 szerepel, ami Osszetett fliggvény, ( y(x)) , ahol a
belsd fiiggvény y(x) , a kiils6 ennek a négyzete. Az Osszetett fiiggvény derivédldsdra
vonatkoz6 (5.11) szabdly szerint

2 ’ ’ ’
(y ) =2y-y =2yy.
A jobboldal derivaltja:

(yx2 +10), =yx2+y-2x=yx> +2yx,
mivel az els6 tag szorzat, az (5.9) szabdlyt alkalmaztuk rd, a misodik tag derivéltja pedig
nulla.
A két oldal derivéltjai egyenldek, tehat
2yy = yx% +2yx
az eredmény.

Amennyiben tudjuk, célszerli kifejezni a derivaltat. Itt megtehetjiik:
;o 2yx
2y— X2
5.7. Parcialis differencialéas

Bér a fejezet az egyvaltozés valos fliggvényekrol szol, nem keriilhetjiik meg, hogy szdljunk a

//////

A tobbvdltozés fiiggvények témakore sokkal bévebb, mint amit ezen tananyag keretei
ismertetni engednek, ezért csupan a legsziikségesebbekrdl szélunk.

A tobbvaltozds valds fiiggvények alapvetd jellemzdje az, hogy a fiiggvények alaphalma-
zat nem valés szamok, hanem rendezett valos szam n-esek adjak. Kétvaltozds fiiggvé-
nyeknél ezek szamparokat jelentenek, vagyis valés szdmparokhoz rendeliink hozza valés
szamokat, a fliggvénynek két fiiggetlen valtozdja van:

f(RR)>R; (x,y) f(xy).
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Példaul:
f(x,y) =x2 +3y,
vagy
f (x, y) =sin(x+y),
de kétvaltozoés fliggvény a henger térfogatdnak ismert képlete is:
V=V (r,m) = r27tm.

A haromvaltozos fiiggvényeknél rendezett szamharmasokhoz rendeliink fiiggvényértéket,
vagyis a fiiggvénynek harom fiiggetlen valtozéja van, és igy tovabb.

Kérdés, hogy hogyan definidljuk tobbvaltozés fiiggvények derivéltjait, illetve hogyan
hajtjuk végre magat a derivalast.

A szabdly a kovetkezd: ha egy tobbvaltozés fiiggvényt valamelyik valtozdja szerint deri-
vélunk, akkor a tobbi véltozdt konstansnak tekintjiik. A miiveletet magét parcidlis deri-
vdldsnak nevezziik (a pars latin fonévbdl, melynek jelentése rész).

A jelolések kissé eltérnek az egyvaltozds derivdlasndl alkalmazott jelolésektol.

Ha példaul egy kétvaltozos fliggvényt x szerint derivalunk, akkor a parcidlis derivalt
jelolése

fi vagy
az y szerinti parcidlis derivalté pedig

ox’
, of

., va -—.
fy vagy R
A 9 jel egy stilizélt d betd.

A deriviltak maguk is derivalhatéak lehetnek barmelyik véltoz6juk szerint. Igy kaphatjuk
meg a masodik derivéltakat, jelolésiik

, % f
fxx vagy ax2 s
, a2
fyy vagy a_{ 5
. y
illetve 02
7 va .
Ix &y 0xdy

Az utolsé, dgynevezett vegyes masodik derivalt képzésénél eljarhatunk gy, hogy el6szor
x, majd y szerint derivalunk, illetve forditva. Taldn meglepd, de bizonyithaté'’, hogy a
derivélas sorrendje nem szdmit, mindkét esetben ugyanazt az eredményt kapjuk.

A derivalds végrehajtasandl arra kell nagyon figyelniink, hogy mikor melyik valtozé
szerepel konstansként.
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Példak:
_2.3.2 2
1. f(x,y)—3x y —4x"y+2x—y+6.

A parcidlis derivéltak:

of (x,
f(ax—y) =337 3x% —4-2x- y+2=9x"y” -8xy+2,
illetve 3
f(ax,y) 2323 2y—ax? —1 =63 y—ax? —1,
y

Az elsO derivalasndl x-et, mig a masodiknal y-t tekintjiik konstansnak.
Az érdekesség kedvéért kiszamitjuk a vegyes masodik derivaltakat is.

Az elsd derivéltat y szerint derivéljuk tovabb, x konstans:

92 X,
Mz%cz ~2y—8x=18x2y—8x.
0xdy
A mdsodikat x szerint derivaljuk, y konstans:
9% (x,
M = 6-3x2y—8x = 18x2y—8x.
dyox

Lathatjuk, hogy a két vegyes masodik derivalt valéban egyenld.

2. Tekintsiik az egyenes korhenger térfogatdnak kiszamitdsara alkalmas képletet:

V= rznm,

ahol V a térfogat, r az alapkor sugara, m a henger magassdga.

Derivéljuk a térfogatot a magassdg szerint (a sugér ilyenkor dllando6):

om

a parcidlis derivalt éppen az alapkor teriilete.

A sugdr szerinti derivdldsndl a magassdg dllando:

E;—‘: =2rmm,
ami pedig a henger paldstjdnak a teriilete.
Feladatok:
1. Adja meg a kovetkezo fiiggvények derivaltjat!
a) f(x)=12 b) f(x)=5x
¢) f(x)=3x"-8x+2 d) f(x)=2—-x+x*-6x°

e) f(x)=5sinx—3cosx f f(x)=e"-3x-3



118

Matematika

2. Adja meg a kovetkez6 fiiggvények derivaltjat!

a) f(x)=xsinx
& F()=(5-0x

x+2

¢) f( ) x=3
g’f“”ziiz

. Adja meg a kovetkezd fiiggvények derivaltjat!
a) f(x)=sin2x

c) f(x) = \/3)67

e) f(x)= cos(x2 —4x+2)

g f(x)=(3x-2)"

. Adja meg a kovetkezd fiiggvények derivaltjat!
a) f(x)=sin2xcos(3x-1)

c) f(x)= \/jg

e) f(x)=1Incosx>

. Derivdlja a kovetkezd fiiggvényeket x szerint! Vegye figyelembe, hogy y az x véltozé

figgvénye (y = y(x))!
a) y+yx=0

c) x—y2=0

b) f(x)=(x-2)Inx

d) f(x) =(4x—3)(3x4 —2x)

2x% -1
4x% —3x+3

3
& f(X) B 4e:+3

N f(x)=

b) f(x)=1 (5x 3)
d) f(x)=e
h flx)=é*

h) f(x)=Inyx

x—4

b) f(x) =(3x—2)ln(5x—3)

d) f(x) = 2xm

f) f(x) — e\/4x—4

b) y—siny=0
d) Jy+y-Iny=0

. Derivalja a kovetkezd fiiggvényeket mindegyik valtozéjuk szerint!

a) f(x;y)=3y2—3x2+2xy+2x—3y+16
b) f(xy)=sin(x—y)+cos(x+y)

¢) flxy)=e¥

d) V(a, )

e) V(rym)=

¢)=

Y) =absiny
t) = Asin(ot)

r

3
) Alab; 2(ab+ac+bc)
8T

h) y(

(
(

a;b;
A;m;
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5.8. A differencialszamitas néhany alkalmazasa

A differencidlszdmitds alkalmazisi teriilete nagyon szertedgazd, mi csak néhdny alkal-
mazdst emlitiink meg.

5.8.1. Gérbe érintéje

Az 5.1. fejezetben leirtak szerint egy f (x fiiggvény differencidlhdnyadosa az x; he-
lyen a fiiggvény gorbéjéhez az (xo; f (xo) pontban hizhat6 érint6 irdnytangensét adja
meg (5.6. dbra).

tga = f'(xo)

Xg X
5.6. dbra Gorbe érintdje

Kozépiskolai tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy egy adott ponton dtmend egyenes egyenlete
a kovetkezd:

y=Yo =m(x-xp),
ahol m az irdnytangenst jeloli, x; és y, pedig a megadott pont koordindtdi.

Jelen esetben
m=f"(xp),
Yo =1 (x)-
Behelyettesithetjiik ezeket az egyenes egyenletébe:
y=f(x0)=f"(%)(x—x).
azaz
y=f(x0)+f (x0)(x=x) (5.28)
Példa:
frjuk fel az f(x)= x> +1 fiiggvény érintdjének egyenletét az Xy =2 helyen!

A fiiggvény derivaltja
f(x)=2x,
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értéke a 2 helyen

f(2)=22=4.
A fiiggvényérték a 2 helyen:
f(2)=2%+1=5.
Mindezeket beirva az (5.28) egyenletbe megkapjuk az érintd egyenletét:
y=5+4(x-2),
atrendezés utan:
y=4x-3.

Az érint6 egyenletét nem feltétleniil 6nmagaért irjuk fel. Az 5.7. dbran l4thatd, hogy az
érintd a 2 hely nem tidl nagy sugaru kornyezetében nagyon kozel halad a gérbéhez, emiatt
a fiiggvény értékeit ebben a kornyezetben kis hibdval helyettesithetjiik az érintd fiigg-
vényértékeivel. Ezt a tényt az 5.8.4. fejezetben és a 7.3. fejezetben is ki fogjuk hasznélni.

y,

f(x) = x2+ 17

y=4x-3

5.7. dbra Az f(x) =x" +1 egyenletii
parabola érintdje
5.8.2. A sebesség
Az 5.1. fejezetben a differencidlhdnyadost egy fizikai példdval vezettiik be.

A differencidlhdnyados segitségével felirhatjuk a mozgé test pillanatnyi sebességének
definiciéjat:
ds(t
v(t) (1)

:—:/l’,
o =v)
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illetve, ha eltekintiink az id6tdl valé fiiggés jelolésétol:
ds
v=—-:
dt
Az Osszefiiggésben v a sebességet, s az utat, ¢ az idot jeloli.
A definicid a fizikdban rendkiviil hasznos, mert bonyolult mozgast (kormozgast, forgd

mozgdst, harmonikus rezgést, csillapitott rezgést, stb.) végzd test pillanatnyi sebessége is
egyszerlien meghatarozhato vele.

Példa:

Tudjuk, hogy a harmonikus rezgést végzo test kitérését az egyenstilyi helyzettdl
az

y(1) = Asin(wr +@)
Osszefiliggés irja le, ahol y a kitérés, A a maximalis kitérés (amplitido), o a kor-
frekvencia, t az 1d6, ¢ a kezdofazis.

A sebesség a kitérés id6 szerinti derivéltja, tehat

v(t)=dyT(tl)=Au)cos(wt+(p).

Felhivjuk a figyelmet, hogy 0sszetett fliggvényt derivaltunk.

A gyorsulést a sebesség id6 szerinti derivaltjaként, vagy mésképp az elmozdulds masodik
derivaltjaként definidljuk:
dv (t) d’s (t)

a(t)— =

dt ar*
Példaként a harmonikus rezgést végz0 test gyorsuldsanak a képletét irjuk fel:
dv (l)

a(t) =——= = —Ao’ sin (ot +¢).
Ha emléksziink kozépiskolai tandrunk nehézkes és koriilményes levezetéseire,
belathatjuk, hogy a differencidlds milyen hatékony eszkoz.

A sebességet a tudomdny 4ltaldban is az id0 szerinti derivéltként definidlja, barmilyen
természetli mennyiségre vonatkoztatjuk.

A koncentraci6 idd szerinti derivaltja a reakcidsebesség, a radioaktiv magok szdmanak
1d6 szerinti derivéltja a radioaktiv bomlés sebessége, a 1élekszdm id6 szerinti derivéltja a
populicié novekedési sebessége, stb.

5.8.3. Hibaszamitas

Nézziink el0szor egy konkrét példat! Tegyiik fel, hogy az a feladatunk, hogy egy 10 cm
sugard tomor gombot készitsiink fémbdl. A kérdés az, hogy mennyivel lesz nagyobb a
gomb térfogata, ha hibazunk, és a sugar 10,1 cm lesz.
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A vélasz egyszer(i: szamitsuk ki a térfogatot mindkét sugarral, majd vonjuk ki a nagyob-
bdl a kisebbet. Ha azonban megelégsziink azzal, hogy a hibat csak kozelitleg, de jo
kozelitéssel adjuk meg, kevesebb szdmoldssal is célhoz érhetiink.

A differencidlhdnyados a differenciahanyados hatarértéke (5.1. fejezet), vagyis a kettd
értéke kozelitleg megegyezik, ha Ax értéke nem tilsdgosan nagy:
A _df
, o
Atrendezve: df

Af =—Ax,
/ dx

vagyis a fiiggvényérték eltérését (hibdjat) kozelitdleg dgy is meghatdrozhatjuk, hogy a
derivalt értékét megszorozzuk a valtozo eltérésével (hibdjaval).
Az Osszefliggésbdl lathat6, hogy a fiiggvényérték valtozdsa megkozelitdleg ardnyos a

derivélttal. Az Osszefiiggést csak akkor érdemes alkalmazni, ha a derivélt helyettesitési
értéke egyszertibben kiszdmithat6, mint magéé a fiiggvényé.

A képletet a gomb példdjara alkalmazzuk. A gomb térfogatanak képlete:

\% =inr3.
3

A derivalt:

d—V = i71:3r2 = 4,

dr
Vagyis

AV z‘fl—vm =4r°TAr =4-10% -3,14-0,1=125,7cm’.
r

A térfogatok kiilonbségeként kiszamithatd hiba:
AV :%n(r+Ar)3 —%nr3 =4315,7-4188,8=126,9 cm’.

A két érték eltérése elfogadhatd.

A fluggvényértékek eltérését, Af -et abszoliit hibdnak nevezziik. Nagysdgat dnmagaban
nehéz elbirdlni, érdemes a fiiggvényértékhez viszonyitani. Ha a hibat elosztjuk a fiigg-
vényértékkel, akkor a relativ hibdt kapjuk. Mivel a leggyakrabban szdzalékban adjuk

meg, a képlete a kovetkezd: Af
h=——-100 %.
f

A relativ hiba mir szemléletesebb, jobban értékelhet6. A kémiai analitikdban péld4ul
mérési modszerek jellemzésére elterjedten haszndljak.

Alkalmazzuk a képletet az el6zd példa eredményeire!

A relativ hiba: 2
h:AV_Vm() % = 4r nArlOO % :EIOO % =3 %.

4r’n r
3
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A relativ hiba természetesen kiszdmithat6 gy is, hogy kiszamitjuk a nagyobb és a kisebb
gomb térfogatat, képezziik a kiilonbségiiket és elosztjuk a pontos térfogatértékkel. Az igy
kapott eredmény: . 126,9

4186,6
A két eredmény eltérése nem szdmottevd, viszont a szdmoldsi igények kozotti eltérés
még nagyobb. Hangsilyozzuk, hogy ez nincs mindig igy, a derivdlds és a derivélt egysze-
riisége vagy bonyolultsdga a meghatdrozé.

100 % = 3,03 %.

5.8.4. Fliggvény kbzelitd értékének kiszamitasa
Irjuk fel a derivélt (5.5) definici6jat: ( ) ( )
, . f XO + ]’l - f XO
Xy ) = lim .
! ( 0) h—0 h
Ha h értéke nem til nagy, akkor a hatdrérték a differenciahdnyadossal kozelithetd:

f(xo+h)—f(xo)‘

(%)= P
Atrendezve a kivetkez6t kapjuk:
f(xg+h)= f(x0)+f'(x0)h. (5.29)

Az 5.8. dbran szemléltetjiik a képletben szerepld mennyiségeket.

y
f(xo + h)
f(xo) + f'(xo)h
f'(xo)h
f(Xo) -
Xo xoth X

5.8. dbra Fiiggvény kozelitd értékének
meghatdrozésa

Mint lathat6, a gorbe vonallal dbrazolhaté fiiggvényt egy kis szakaszon egy egyenessel,
az (xy: f (%)) pontban a gorbéhez hiizhat$ érintével helyettesitjiik (5.8.1. fejezet). Ha a
gorbe alakja nem nagyon tér el az egyenestdl, és ha 7 nem nagyon nagy, akkor a kozelités
hibgja elfogadhaté.
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Tehét ha egy fiiggvény értékét konnyen ki tudjuk szdmitani egy x, helyen, akkor egy
téle h tavolsdgra 1évo helyen a fiiggvényértékre az (5.29) képlettel egy kozelitd adatot
kaphatunk.

Példa:

Keressiik \/E értékét.
Fiiggvénytink:
f(x)=+x,
, 1

x)= .
F(x)=7 e

A 9 négyzetszdm, négyzetgyoke 3, célszerii tehdt az x5 =9 vdlasztast tenni.

derivaltja:

Ekkor h=1, f(x))=3, f’(x0)=%=0,1667.

Mindezeket behelyettesitve az (5.29) egyenletbe:
V10 =3+0,1667-1=3,1667.

A helyes érték ot értékes jegy pontossdggal 3,1623, az egyezés nem til j6, de az
igényektdl fiiggden elfogadhatd lehet. A hiba a kovetkezd fejezetben bemuta-
tand6 maédszerrel csokkenthetd, elvileg tetsz6legesen kicsivé tehetd.

5.8.5. A Taylor-polinom

Toprengjlink el egy kicsit azon a tényen, hogy egy kozonséges zsebszdmoldgép egy tet-
szOleges nagysdgu szog szinuszit vagy koszinuszdt, egy szam négyzetgyokét, logaritmu-
sat nyolc-tiz értékes jegy pontossidggal egy-két gombnyomadsra megadja.

Hogyan képes erre?

A memoridjabol biztosan nem keresheti eld, hiszen gyakorlatilag végtelen sokféle szdmot

adhatunk meg mint valtozéértéket, a hozzdjuk tartozé nagyon sok fiiggvényérték tarola-
sdra biztosan nincs megfeleld kapacitdsa.

A masik lehetséges megoldds a szdmolds, vagyis a szdmoldgép kiszdmitja a kért fligg-
vényértékeket. Ezek szerint lennie kell valamilyen szdmitasi eljardsnak.

Az el6zd fejezetben a fiiggvényértékek kozelitd kiszdmitdsdra adtunk mddszert, aminek
alkalmazhatésdga azonban nagyon is korldtozott. A médszer javitdsira a kovetkezd, alta-
lunk nem bizonyitott tétel ad lehetdséget:

5.17. tétel: Legyen f (x) és g(x) az x; helyen egyardnt tobbszor derivalhat6 fiigg-
vény. A két fiiggvény gorbéje anndl kozelebb esik egymdshoz az x, kornyezetében,
minél magasabb rendii derivaltjaik egyeznek meg az x; helyen.
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Tehdt egy f(x) fiiggvény értékeit egy adott x, hely kdrnyezetében gy is kiszdmithat-
juk, hogy helyettesitjiik egy alkalmasan megvalasztott g (x) fliggvénnyel, és annak érté-
keit szamitjuk ki.

Mivel a polinomok tetsz6legesen sokszor derivdlhatdak, értékeiket pedig elemi miivele-
tekkel ki tudjuk szdmitani, célszertien polinomot vdlasztunk helyettesitd fliggvényként.

Polinomunk legyen a kovetkezo:

T, (x) = ag +ayx+a,x* + a3x> +..+ a,x",

legyen tovabba f (x) legaldbb n-szer derivalhaté fiiggvény, és vizsgdlédjunk az x; =0
helyen! Feladatunk a polinom egyiitthatéinak meghatarozdsa.

Kozbevetdleg emlékeztetiink rd, hogy a pozitiv egész szamok szorzatat 1 és n kozott n!-
sal (n faktoridlissal) jeloljiik:
n!=1-2-3-...-(n—1)~n,
és arra is, hogy
0!=1.

Derivaljuk tehat polinomunkat néhdnyszor, a jobb érthetdség kedvéért az 1 szorzoé-
tényezoOket €s az 1 hatvanykitevoket is kiirva!

T, (x) =1y +2a,x" +3a3x” +dagx® +...4 na,x" !,

T/ (x)=2-1ay +3-2a3x' +4-3a,x% +5-4asx> +...4n(n—1)a,x" 2,

hs (x)=3-2-la3+4-3-2a,x' +5-4-3asx® +...+n(n-1)(n-2) a,x" >,

n n

T (x)=4-3-2-1a, +5-4-3-2a5x + ..+ n(n—1)(n-2)(n-3) a, "4,

és 1gy tovabb.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy polinomok értéke a nulla helyen mindig a konstans tag-
gal egyezik meg, hiszen a tobbi tagban mindeniitt szerepel x, azok értéke emiatt nulla.

f(x) és T,(x) derivaltjai az x;, =0 helyen megegyeznek (természetesen a fiiggvény-
értékek is megegyeznek), tehat

végiil
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Az egyenletekbdl az egyiitthatok kifejezhetdk:

ap = f(0),
(0)
a = N
1
77(0
“ 2(! )’
3
A
3!
végiil
(n)
. 270
n!
A polinom tehat:
’ ” (3) (n)
T,(x)=r(0)+ ! 1('0) X+ ! 2('0) X%+ f 3'(0) ¥ +...+f—'(0)x". (5.30)
Tomorebb jeloléssel: (i)
Tn (x): i (0) xi’

i=0 1!
mivel tudjuk, hogy 0!=1, és mivel a fliggvényt sajat maga nulladik derivéltjaként fog-
hatjuk fel.

A T, (x) figgvényt f(x) n-edfokii Taylor-polinomjénak nevezziik.

Ha célszerlibb egy nullatdl eltérd x, hely kornyezetében vizsgalddni, példdul azért, mert
az xy =0 helyen a fiiggvénynek nincs értelme, akkor a polinomot a kdvetkezd alakban
vessziik fel:

T,

(%) =ap+ay (x—xp)+ay (x—xp )" +a3 (x—xp )+t ay (x—x)"

A fent ismertetett levezetéssel analég médon, amit most nem részleteziink, a kovetkezd
eredményt kapjuk:

! X (”l) X

1, (9= 7 () 0 (g T gy sy
illetve ' 0 () '
7, (1) = $ Lo ).

Az (5.30) Osszefiiggés az (5.31) specidlis esetének tekinthetd, amikoris x; =0. A pon-
tossdg kedvéért megjegyezziik, hogy az (5.31) 6sszefiiggés a Taylor-polinom képlete, az
(5.30) képletet nevezik McLaurin polinomnak is.

Felmeriil a kérdés, hogy egy adott x helyen mennyire kozeliti meg a polinom értéke a
fiiggvényértéket, tehat mekkora az
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maradéktag értéke.
Kimutathat6, hogy a maradéktag értéke az
f(n+1) ( EJ)
R, (x)= “(ar)

képlettel szdmithat6 ki, ahol & x és x,; kozé esik. A képlettel a maradéktag értéke jol
becsiilhetd.

(=0 )"V (5.32)

n! értéke n novekedésével rohamosan nd, emiatt varhat, hogy a maradéktag n nove-
kedésével csokken. Ez az éltalunk targyalt fliggvények esetében igy is van, az allitast
nem bizonyitjuk.

Az elmondottak illusztraldsira nézziink egy példat!
Példa:

Szamitsuk ki sin 0,85899 értékét! A szoget radidnban adtuk meg, nagysdga fok-
ban kifejezve 49° 13".

A szdmoldshoz eldszor allitsuk eld a szinuszfiiggvény Taylor-polinomjat az
Xy =0 hely kornyezetében!

A fiiggvényt derivdljuk és kiszamitjuk a derivaltak értékeit a nulla helyen:
sin0=0,

(sin x)’x:O =(cos x)x:O =1,

(sin x)”x:O =(—sin x)x:() =0,
(sin x)S:)O =(—cos x)x:O =—1,
(sin X)E:‘:)O =(sin x)xzo =0,

és igy tovabb.
Az (5.30) egyenletbe beirjuk a kapott értékeket:

Ty (x) =0+lx+£x2 +_—]x3 +£x4 +lx5 +2x6 +_—]x7 +9x8 +lx9.
2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9!

Az egyiitthatokat kiszamitjuk:

1 1 1 1
Ty(x)=x——x>+—x° - X+ .
6 120 5040 362880
Mielétt a keresett sin 0,85899 értéket kiszdmitanank, felhivjuk a figyelmet két

dologra.

Egyrészt lathatjuk, hogy a fokszdm novekedésével az egyiitthatok abszolutértéke
rohamosan csokken, igy a tagok abszoluitértéke is.
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Masrészt tudjuk a 3.4.3. fejezetbdl, hogy a szinuszfiiggvény paratlan, és mint lat-
juk, Taylor-polinomjaban csak pdaratlan kitevdjii x-hatvanyok szerepelnek. Ez 4l-
taldnos dolog, tehat a pératlan fiiggvényekre mindig igaz, és igaz az is, hogy pa-
ros fiiggvények Taylor-polinomjaiban csak paros kitevdjli tagok szerepelnek.

A polinomba behelyettesitve az x =0,85899 értéket a kovetkezd eredményt
kapjuk:

sin 0,85899 =0,75718.

Négy jegyre kerekitve az érték 0,7572, ami megegyezik a kozépiskolai négy-
jegyu fiiggvénytablazatban taldlhat6 értékkel.

A maradéktagra becslést adhatunk az (5.32) képlet alapjan:

. (10) .
sin X =-—sInx,

gl0 _ 0.21925
3628800

ahol & értéke 0 és 0,8592 kozé esik. Mivel sin x abszoldtértéke maximum egy,
megtehetjiik, hogy sin& helyére 1-et irunk, a hibdt gy kissé feliilbecsiiljiik.

(—sin(&)) =6,042-107° - (~sin(€)),

Az eredmény tehat azt mutatja, hogy a kilencedfokd polinommal mér 6,04 - 1078
-nal kisebb hibaval kaptuk meg a keresett értéket. Ez a pontossdg altaldban ele-
gendd, sot jonak tekinthetd, ha belegondolunk, hogy a kozépiskolai négyjegyl
fiiggvénytabldzat hibdja 10~ nagysagrendi.

5.8.6. A L’Hospital szabaly

A 4.4. tablazatbdl lathatjuk, hogy vannak olyan hatarértékek, melyek hatdrozatlanok,
kiszdmitasukhoz a fiiggvény képletének valamilyen 4talakitisa sziikséges. Az atalakita-
sok sokszor sematikusak, sokszor azonban eredeti tleteket igényelnek. Az ilyen felada-
tok megolddsdhoz nyujt nagyon hathatds segitséget a kovetkezd tétel, melyet bizonyitds
nélkiil ismertetiink:

5.18. tétel: Ha az f (x) és g (x) fliggvények az a hely valamely kornyezetében értel-
mezve vannak €s differencialhatoak,

lim f (x) =lim g (x) =0,

xX—a x—a

g'(x) #0,

tovabba a

/(%)

hatarérték 1étezik, akkor

im0,

x—a g\ X x—a § | X
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A tétel Guillaume de L’Hopital francia matematikusrdl kapta nevét, aki elészor kozolte.
Feltételezik, hogy Johann Bernoulli svdjci matematikus fedezte fel, ezért nevezik Berno-
ulli-L’Hospital szabélynak is.

. 0 - .
A tétel szerint tehat egy 6 tipusu hatarérték igy is kiszamithatd, ha a tort szadmlalgjat és
nevezdjét kiilon-kiilon derivaljuk és a derivéltak hanyadosdnak szamitjuk ki a hatarértékét.

oo
A tétel igaz akkor is, ha a hatarérték — tipust, akkor is, ha a =+, illetve jobb- €s
baloldali hatarértékekre is. o

0 oo
Nagyon fontos azonban, hogy csak 6 illetve — tipust hatarértékre alkalmazhatjuk a
tételt. *

A 4.4. tablazatban még két problémas esetet latunk. Az egyik a oo —oo tipus:
lim f(x) = lim g(x) = oo,
xX—a xX—a

a kiszdmitand6 hatédrérték pedig

lim (f(x)—g(x)).

xX—a
Ha egyszertibb megoldast nem taldlunk, akkor az
1
glx) flx
f (x) -g (x) = #
f(x)g(x)

0 . . .
atalakitassal a feladatot 6 tipusu hatarérték kiszamitdsdra vezethetjiik vissza.
A masik, eddig nem targyalt eset a 0-c tipus:

lim f(x)=0 & lim g(x)=oco,

xX—a xX—a
a kiszdmitand6 hatérérték pedig

lim (f(x)g(x))
X—a
A hatarérték kiszamitasat az
/(%)
()gx)="11

0 . . .
atalakitdssal 6 tipust hatdrérték kiszdmitdsara vezethetjiik vissza.

Minden esetben feltételeztiik. hogy a kiszdmitand6 hatdrértékek és derivéltak 1éteznek.



130 Matematika

Példak:
sin x

1. lim——.
-0 X

0
A hatérérték 6 tipusd, alkalmazhatjuk a L’Hospital szabalyt:

. sinx . cosx 1
lim = lim =_=1.
x—0 X -0 1 1

¥ —x=2

2. lim 5

X2 x 4+ x-6

0 .
A hatérérték (—) tipusud. Szorzattd is alakithatnank a szamlalét és a nevezdt, de a

L’Hospital szabdly alkalmazdsa egyszeriibb:

. X —x-2 . 2x—-1 3
lim —— = lim =—.
=22 4 x—6 xo22x+1 5

e —x—1

3. lim >

x—0 X
0 ) .
A hatarérték szintén 6 tipusd, és a derivélds utan is az marad. A megoldas: deri-

véalunk még egyszer:
X — — —
im &y 2L
x—0 X x—0 2x x—0 2

2
4 lim 2x°“—4x+5

x—e0 3% —Tx+8

oo
A hatdrérték — tipusd, itt is kétszer kell derivalnunk:

. 2x%—4x+5 . 4x-4
Iim ———— = lim
x—00 3x* —Tx+8 x—00 OX =7 x>0

>

4 4
:11 —_———=
6 6

W |

a 4.4. fejezetben 4llitottakkal 6sszhangban.
n
5. lim .
X—>00 ex

oo
Itt is — a hatdrérték tipusa. A derivalds eredménye:
oo
~1 ~1
Xt " X"
lim — = lim =n lim s
X—>00 ex X—>00 ex X—>o0 ex

a szdmlél6 fokszdma eggyel csokkent, a nevezd véltozatlan. Kdnnyen beléthatd,
hogy az n-edik derivdlds utdn a szdmldl6 értéke 1, a nevezd tovébbra is valto-
zatlan, a hatarérték tehat nulla.

A szabdly alkalmazdsa nem mindig célravezetd. Erre is mutatunk egy példat:
6. lim Jx

x—oo/x+2
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Az egyszertiség kedvéért irjuk 4t a gyokoket hatvanyalakba és ugy derivédljunk:

] ] _l ] _i 3 _é
R R A S S
lim = lim = lim 3= lim )
= (x+2)2 = %(x+2)_§ x_> —%(x+2)_§ x_> —%(x+2)_5

és igy tovabb, lathat6, hogy nem jutunk el6bbre. Megoldhaté azonban a feladat a
4.2. fejezetben alkalmazott kiemeléssel.

Emeljiink ki tehat a szdmlaléban €s a nevezdben is \/; -et (vagy hatvanyalakban
1

xE -1):
lim \/; = lim

. Vx-l 1
= lim =1
x—=00+/X+2 x> \/; 1+ 2 X—>00 1+ 2
Jx VoV

5.8.7. Fliggvények menetének vizsgalata

A differencidlszamitds egyik fontos teriilete fiiggvények széls6értékhelyeinek keresése
(3.12. és 3.13. definicio).

Az analitikdban kiilonbozd gorbék (spektrumok, kromatogramok, stb) maximumai alap-
vetd fontossdggal birnak, a matematikai statisztikdban a kiilonbozd siiriiségfiiggvények
maximumai az eloszlasok jellemzd adatai. A fizikdban kereshetjiik a maximalis emelke-
dési magassagot, a maximalis sebességet, a maximadlis hatdsfokot, a minimalis iddtarta-
mot, szoget, ellendllast, a kémidban a maximadlis reakciosebességet, hdmérsékletet, vagy
a gazdasagi életben a maximdlis hasznot, minimalis raforditast, stb. Ez csak néhdny pél-
da, de taldn érzékelteti a témakor jelentéségét.

A széls6értékek szoros kapcsolatban vannak a fiiggvények monotonitdsaval. Ismerjiink
meg el0szor néhany tételt, melyek kapcsolatot teremtenek a fiiggvény menete és a deri-
valtja kozott!

5.19. tétel: Ha egy adott I intervallumon az f (x) fiiggvény szigordan monoton ndvek-
vo6, akkor ott differencidlhdnyadosa nem lehet negativ.

Bizonyitas:

Irjuk fel a differenciahdnyados (5.4) definici6jét egy tetszéleges x helyen:
A f(x+h)=f(x)
Ax h |

ahol xe I, tovdbbé h akkora, hogy [x;x+h]c 1.

Legyen h értéke el6szor pozitiv, vagyis x+h > x . Ebben az esetben, ha a fliggvény szi-
gortian monoton ndvekvd, akkor a 3.8. definici6 szerint f (x+h)> f(x). Vagyis a dif-
ferenciahdnyados szamldléja és nevezdje egyarant pozitiv, igy hatarértéke, a diffe-



132 Matematika

rencidlhdnyados sem lehet negativ. (Nulla lehet, hiszen tort hatarértéke lehet nulla.)
Amennyiben & értékét negativnak valasztjuk, akkor a differenciahanyados szamlaléja és
nevezdje egyarant negativ, maga a hanyados djfent pozitiv, hatarértéke tehat nemnegativ.

A tétel parja az

5.20. tétel: Ha egy adott / intervallumon az f (x) fiiggvény szigortian monoton csdkke-
nd, akkor ott differencidlhdnyadosa nem lehet pozitiv.

A tétel bizonyitdsa az elézdvel analég médon torténhet, ajanljuk az olvasénak, hogy
fogalmazza meg.

A két tétel kovetkezményeként adddik az

5.21. tétel: Legyen az f(x) fiiggvény egy x, pontban differencidlhato, és legyen ér-
telmezve x,-nak egy K kornyezetében. Csak akkor lehet sz€ls6értéke a fiiggvénynek az
adott pontban, ha

f'(%)=0

teljestil.

(Azt a tényt, hogy az adott pontban a derivalt értéke nulla, szemléletesen ugy is meg
szoktak fogalmazni, hogy a derivalt eltiinik.)

Bizonyitas:

Azt az esetet vizsgdljuk, amikor f(x)-nek X, pontban maximuma van, a minimum
esete analég modon targyalhat6.

A maximum léte azt jelenti, hogy

amennyiben xe K.

Emiatt azonban
f(xo +h)—f(x0) < O,

amennyiben xy+he K.
Vizsgéljuk meg a differenciahdnyadosok, illetve a differencalhdnyados eldjelét!
Legyen el6szor h <0, azaz vizsgdlédjunk x; -t6l balra!

Ebben az esetben

Flroth)-1 () |,
) ,

mivel a szdmlalo és a nevezd is negativ, tehit

Xg+h)—fx

im fxo+h)=f( 0)20‘
h—0-0 h

Ha h >0, azaz x; -tdl jobbra vagyunk, akkor

Flro+h)-1 () _,
) ,
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mivel a szdmldl6 negativ, a nevezd viszont pozitiv, tehat

)= ()
h—0+0 h

<0.

Mivel a fiiggvény az x, pontban differencidlhatd, a bal- és a jobboldali hatdrérték meg-
egyezik, értékiik pedig a differencidlhdnyados értéke. Ez csak akkor lehetséges, ha mind-
kett6 értéke nulla, tehat a differencidlhanyados értéke nulla:

F(x)20 &  f'(x)<0,

£ (x)=0.

Felhivjuk a figyelmet két fontos tényre:

vagyis

Az elsO: szélsdértéke természetesen nem csak derivalhato fiiggvénynek van. Az abszoltit-
érték fiiggvény példdul a nulla helyen nem derivdlhatd, viszont minimuma van ott, mely-
nek értéke nulla (5.9. abra).

o

-3-2-19123"

5.9. dbra Az abszolutérték fliggvény grafikonja

A masodik, nagyon fontos dolog: a derivélt eltiinése sziikséges, de nem elégséges felté-
tele a sz€lsdérték 1étezésének. Egyszerti ellenpélda az f(x)= P fliggvény, amelynek a

nulla helyen a derivéltja nulla((x3) =3x2), sz€ls6értéke viszont sehol sincs, a nulla

helyen sem, mivel szigortian monoton novekvo fiiggvény.

A fentiek alapjan tehdt derivalhat6 fiiggvények esetében a szélséértékek keresésének a
menete a kovetkezd: megkeressiik, hogy hol tiinik el a derivélt (hiszen csak ott lehet sz€l-
s6érték), majd megvizsgaljuk, hogy a kapott helyen vagy helyeken valéban van-e szélsé-
érték, és ha van, akkor az maximum vagy minimum.

A szE€Is6érték 1étezésének elégséges feltételét a kovetkezd, dltalunk nem bizonyitott tétel
tartalmazza:

5.22. tétel: Legyen az f (x) fiiggvény az x; helyen és K kornyezetében elegendden
sokszor derivdlhat6. A fiiggvénynek az x;, helyen széls6értéke van, ha a legelsd el nem
tlingd derivéltjdnak rendje pdros, viszont nincs szélséértéke, ha az elsd el nem tiind deri-
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valt rendje pdratlan. Ez utdbbi esetben a fiiggvénynek az x; helyen inflexiés pontja van
(lasd a 3.11. definiciot).

Ennek értelmében ha az x, helyen az els6 derivdlt eltlinik, a masodik viszont nem, akkor
a fiiggvénynek ott szélséértéke van. Ez a széséérték maximum, ha a mdsodik derivélt
negativ, minimum, ha a mésodik derivalt pozitiv.

A magasabbrendii derivaltak vizsgélata helyett azonban sokszor egyszertibb a derivalt
elgjelét vizsgdlni az x; hely kornyezetében.

Az 5.19. és az 5.20. tételek a monotonitds és a derivalt kapcsolatardl szdlnak. Ezeket
felhaszndlva adddik a kovetkezd tétel, ami a szE€lsOérték 1étezésének elégséges feltétele:

5.23. tétel: Az f(x) fiiggvénynek az x; helyen akkor van maximuma, ha az x, helytél
balra novekvd, vagyis derivéltja pozitiv, jobbra viszont csokkend, vagyis ott derivéltja mar
negativ. (Erre azt mondjuk, hogy a derivalt az x; helyen eldjelet vdlt.) Minimuma akkor van
a fiiggvénynek, ha a derivalt el6jelvaltasa forditott irdnyu, vagyis negativbol vélt pozitivba.

Ha egy fliggvény masodik derivaltja egy adott ]a;b[ intervallum minden pontjdban nega-
tiv, akkor ott a fiiggvény alulrél konkdv, ha pozitiv, akkor a fiiggvény alulrél konvex. Az
inflexids pont létezésének sziikséges feltétele a masodik derivalt eltiinése, elégséges felté-
tele a masodik derivalt elgjelvaltasa. Az allitdsokat nem bizonyitjuk.

Az eddig elmondottakat az 5.10. dbrdn szemléltetjiik.

y
f(x)
X1 X X2 X
y
f'(x)
X
X4 Xi X2
y
f"(x)
X4 X; Xo X

5.10. dbra Figgvény menete és derivaltjai
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Az 4bran az f (x) fiiggvénynek az x helyen maximuma, az x, helyen minimuma van.
Ez 6sszhangban van az f '(x) fiiggvény képével, ugyanis a derivalt eldjele az x helytdl
balra pozitiv, jobbra negativ, x helyen nulla. Az x, kornyezetében az eldjelviszonyok
éppen ellentétesek, ott minimuma van a fiiggvénynek.

Latjuk azt is, hogy a fiiggvény x kornyezetében konkdv, x, kornyezetében konvex, az
x; helyen inflexiés pontja van. f ”(x) viselkedése ennek megfeleld: eldjele x;-tdl balra
negativ, jobbra pozitiv, x; helyen értéke nulla.

A fentieket atismételve és Osszefoglalva tehat egy legalabb kétszer derivalhato f (x)
fliggvény szE€lséértékeit (és inflexios pontjait) a kovetkezd 1épésekkel kereshetjitkk meg:

— Derivéljuk a fiiggvényt.

— Felirjuk az f '(x) =0 egyenletet és megoldjuk. Széls6értéke csak az egyenlet gyo-
keinek helyein lehet a fiiggvénynek (sziikséges feltétel).

— Megvizsgdljuk f'(x) el8jelét a fent kapott gyokok kornyezetében. Ahol a derivélt
pozitiv, ott a fiiggvény novekvd, ahol negativ, ott csokkend. Szélséérték ott van,
ahol derivalt eldjelet valt (elégséges feltétel).

— Kiszamitjuk a szélséértékeket.

— Amennyiben az inflexids pontokra is kivancsiak vagyunk, még egyszer derivaljuk
a fiiggvényt.

—Megoldjuk az f”(x)=0 egyenletet. Inflexiés pontja az egyenlet gyokeinek he-
lyein lehet a fiiggvénynek (sziikséges feltétel).

— Megvizsgaljuk f ”(x) eléjelvaltasit a gyokok kornyezetében. Ahol eldjelvaltast
tapasztalunk, ott van inflexiés pont (elégséges feltétel).

— Kiszamitjuk a fiiggvény értékét az inflexids pontban.

— Az adatok ismeretében felvazolhatjuk a fiiggvény grafikonjat. Ehhez sziikségiink
lehet a fliggvény hatarértékeire a minusz végtelenben és a végtelenben, valamint a
szakadasi helyek kornyezetében.

Megjegyezziik, hogy amennyiben pusztin a szélsdértékeket keressiik, az ismertetett utol-
sO Ot 1épés elvégzése felesleges.

Az elmondottakat egy viszonylag egyszeri példin mutatjuk be, majd egy Osszetettebb
figgvényvizsgalatot is elvégziink.
Példak:
1. Keressiik meg az f (x)=x’ +%x2 —6x—2 fiiggvény szélséértékeit és inflexids
pontjait, vizoljuk is fel a fliggvény grafikonjat! (A feladat tomorebben megfogal-
mazva: végezziik el az adott fliggvény teljes vizsgdlatat.)

— El6zetesen megvizsgéljuk az értelmezési tartomdnyt. Latjuk, hogy fiiggvé-
nylink minden valds szdmon értelmezve van, s6t azt is tudjuk, hogy mindeniitt
folytonos (4.6.1. fejezet), tehat Dy = {xe ]R} .

— Ezut4n derivéljuk a fliggvényt:

f/(x)=3x%+3x-6.
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— A derivaltat egyenlOvé tessziik nullaval:
3x* +3x-6=0,
és megoldjuk a kapott egyenletet.
Az egyenlet masodfoki, megoldéképlettel konnyen megkapjuk a gyokoket:
xx=-2 é x,=1

— Eddig tehat annyit tudunk, hogy a sz€ls6értékek helye -2 illetve 1 lehet, mas
nem. Vizsgaljuk meg, hogy valéban széls6értéhelyek-e a kapott gyokok.

Azt fogjuk vizsgélni, hogy a derivalt az adott helyeken eldjelet valt-e. Ehhez ér-
tékeket valasztunk a gyokoktdl balra illetve jobbra, kiszamitjuk a derivalt értéke-
it a kivdlasztott helyeken, de csak az el6jelekre vagyunk kivancsiak.

A kisebbik gyok értéke -2, tdle balra van példaul —10. f '(—10) =264, az érték
pozitiv, a fiiggvény novekvo.

A kisebbik gyoktdl jobbra, de a nagyobbikt6l még balra van példaul a nulla,
£7(0)=-6, az érték negativ, a fiiggvény csokkend. Latjuk, hogy a derivdlt el-
jelet valt a -2 helyen.

A nagyobbik gyoktdl példaul 10 jobbra van, f '(10) =336, a derivalt pozitiv, a
fliggvény novekvd. A derivélt az 1 helyen is eljelet valt.

Eredményeink attekintését nagyon megkonnyiti és a hibalehet6ségeket is erdsen
csokkenti, ha szdmitdsainkat tdbldzatban foglaljuk 0ssze. A tdbldzat soraiban X,
f'(x) és f(x) szerepel. Az oszlopokban feltiintetjiik a vizsgdlt helyeket, to-
vabba az értelmezési tartomany megfeleld intervallumait. Nagyon vigydzzunk,
hogy az intervallumok és az értékek a szamegyenesen elfoglalt helyiik szerint
kovetkezzenek egymads utdn, mert kiilonben nehezen értelmezhetéek lesznek az
eredményeink!

Jelen feladat részeredményei az 5.3. tablazatban lathatok.

5.3. tdbldzat Téblazat az (1) feladathoz
x oo 2| -2 =21 1 Jt; oo

f(x) + 0 - 0 +

I
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A tablazat osszedllitasaval kapcsolatban a kovetkezdkre hivjuk fel a figyelmet:

Az els6 sorban az intervallumok mindig nyiltak, a végpontokban kiilon-kiilon
vizsgalédunk.

A masodik sorban csak a derivélt eldjeleit tiintettiik fel. Felmeriil a kérdés, hogy
az egyes intervallumokon beliil a végpontoktél mekkora tavolsdgra valaszthatunk
értékeket vizsgalédasainkhoz. Mivel a derivalt el6jelvaltasahoz sziikséges, hogy
felvegye a nulla értéket is, az intervallumok belsejében viszont soha nem veszi
fel, igy egy-egy intervallumban eldjele dllandé. Emiatt az intervallumokon beliil
tetsz6leges helyeken vizsgdlddhatunk. Célszert olyan helyet valasztanunk, ame-
lyen a szdmolds konnyen elvégezhetd.

A harmadik sorban a megfelelé oszlopokban a fiiggvény novekedését illetve
csokkenését, ami a derivalt eldjelébdl azonnal adddott, nyilakkal szemléltettiik.
Ez azért lehet hasznos, mert szemléletesen mutatja a maximum illetve a mini-
mum létezését. Megszokott dolog a megfeleld helyre a maximum illetve a mi-
nimum értékét befrni. Jelen esetben ez f(—2) és f (1) kiszdmitdsat és befrasdt
jelenti.
— Az inflexiés pontok megtaldldsahoz még egyszer derivaljuk a fliggvényt:
f7(x)=6x+3.
— Egyenlové tessziik nulldval és megoldjuk:
6x+3=0
1
X=——
2 1
— Inflexiés pont tehét legfeljebb egy lehet, mégpedig a 3 helyen.

— Itt is vizsgaljuk az eldjelvaltast, az adatokat djfent tdblazatba foglalva (5.4. tab-
lazat):

5.4. tdbldzar Inflexios pontok keresése az (1) feladatban

NN
(%) - 0 +

infl.

f(x) konkdv konvex

Bl



138 Matematika

A -1 helyen a masodik derivalt értéke —3, negativ, a fiiggvény konkav.
Az 1 helyen a masodik derivalt értéke 9, pozitiv, a fliggvény konvex. A maso-
dik derivalt a —% helyen tehat eljelet vélts, a fiiggvénynek ott inflexids pontja
van, az inflexiés pontban a fiiggvényérték 1
A grafikon vazlatanak elkészitéséhez sziikségiink van még a hatarértékekre:
lim (x3 132 —6x—2j =0 & lim (x3 $322 —6x—2j = oo

x—>—o0 2 X—y—o0 2

Most mar elkészithetjiik a vdzlatot, az eredmény az 5.11. dbran lathato.

A fiiggvény mindeniitt folytonos. Az abrat is segitségiil hivva a hatdrértékek
alapjan értékkészlete:

Ry :{f(x);f(x)e R}.

-9

5.11. dbra Az f'(x)=x3+§xz—6x—2

fiiggvény grafikonjanak vazlata
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2. Végezziikel az f(x)=

5 fiiggvény teljes vizsgdlatat!
X —x-

A képlet nem tiinik tdlsdgosan bonyolultnak, de latni fogjuk, hogy sokkal tobb
munkank lesz a feladattal, mint az el6z6vel.

A feladat megolddsdhoz itt is az értelmezési tartomdnyra, a szélsdértékekre, az
inflexids pontokra és a hatarértékekre van sziikségiink.

— Ertelmezési tartomdny: a nevezd értéke nem lehet nulla. A nevezd zérushelyei
-2 és 3, ezeken a helyeken a fiiggvénynek nincs értelme, szakadasi helyek:
D; ={x;xe R\{-2:3}}.
— Szélséértékek: a derivalt

£(x)= _2(2x_1)2= e
(x —x—6) (x —x—6)

zérushelye 7 (Tort ott nulla, ahol szamldléjanak értéke nulla. A fiiggvényt a

tortfliggvényekre vonatkozé szabdly szerint derivaltuk.)

A tablazat a kovetkezo:

5.5. tdbldzar Szélséértékek keresése a (2) feladatban

}1;3[ 3 3o

2

G R g U R D
L PR

1 . 4
Az > helyen tehat a fiiggvénynek maximuma van, értéke —2—5.

R P }—2;1[

2

N | —

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a tdbldzatban a szakadasi helyeket is fel-
tiintettiik. Ez mindenképpen indokolt, hiszen a szakaddasi helyek kiilonb6z6 ol-
dalain a fliggvények nagyon eltéréen viselkedhetnek, igy derivaltjaik eldjelei is
eltéréek lehetnek.
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Inflexiés pontok: derivdlnunk kell a derivaltat, ami olyan tortfiiggvény deriva-
lasat jelenti, melynek nevezdje osszetett fiiggvény:

2(x*-x-6 2— 2x+1)2(x% —x-6](2x-1
) ( ) (2 )(4 J(2x-1)
(x —x—6)
(xz—x—6)(6x2—6x+14)

(+* —x—6)4

>

f ”('x) = b

és megoldanunk az

(x2 —x—6)(6x2 —6x+14)

=0
4

(x2 -x- 6)
egyenletet.
A tort egyszerisithetd (x2 —-x— 6) -tal:

6x2 —6x+14 0

B

(x -—x- 6)
A tortnek csak ott van zérushelye, ahol a szamldlonak, tehét a

6x> —6x+14=0

egyenletet kell megoldanunk. A mésodfokd egyenlet megolddképletét felirva
latjuk, hogy az egyenletnek nincs megolddsa. Nincs tehat zérushelye a masodik
derivaltnak, a fliggvénynek nincs inflexids pontja.

A madsodik derivilt eldjeleit ellendrizva azt latjuk, hogy a ]—oo;—Z[ intervallu-
mon pozitiv, ott a fliggvény konvex, a ]—2;3[ intervallumon negativ, ott a
fiiggvény konkdv, a ]3;00[ intervallumon Udjra pozitiv, a fiiggvény konvex.

— A hatarértékek kiszamitdsdhoz a fiiggvény nevezOjét szorzattd alakitjuk a
zérushelyeket felhaszndlva:
1
X)=7————.
I = )
Vizsgdlnunk kell a hatarértékeket a szakadasi helyeken is, nem csak a vég-
telenben és a minusz végtelenben, rdaddsul a szakaddsi helyek mindkét olda-

lan: 1 1
lim ——————=0 6 lim ———————=0;
o (14 2)(x=3) O b (x+2)(x-3)

x—-2-0 (x+2)(x—3) x—>—2+0(x+2)(x—3)
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1 1
N T B
<300 (x+2) (x—3) S50 (x+2)(x-3)

Ajanljuk, hogy az olvasé is szdmitsa ki a hatarértékeket.

Eredményeink alapjan megrajzolhatjuk a vazlatot (5.12. dbra).

e

: 1 N
5.12. dbra Az f (‘c) :2—6 fiiggvény

grafikonjdnak vézlata
Latjuk, hogy a fiiggvénynek a —2 és a 3 helyen meg nem sziintethetd szakaddsa

4
van, értékkészletébdl pedig kimarad a [0;—2—5{ intervallum:

R, ={f(x)e R‘[f(x)s—ziswq(x)j}

Ezek utdn nézziink néhdny, kissé gyakorlatiasabb példat szélséértékek kere-
sésére!

3. Bontsuk fel a 30-at két 6sszeadanddra dgy, hogy a két szam kobének az 6sszege
minimalis legyen!

Az ilyen természetl feladatok megolddsdhoz el6szor egy egyvaltozds fliggvényt
frunk fel, majd ennek keressiik meg a szélséértékhelyeit. Maguk a szélséértékek
nem mindig tartoznak hozza a megolddshoz.

Jeloljiik tehdt az egyik 0sszeadandot x-szel, akkor a masik 30— x lesz. A fiigg-
vény a kobeik Osszege: 3
f(x)=x+(30-x)",

ennek kell a széls6értékhelyeit megkeresni.

A derivalt: 5
£ (x)=3x% +3(30-x)" - (-1).
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Egyenl6vé tessziik nulldval és megoldjuk:
3x% =3(30-x)* =0,
—2700+180x =0,
x=15.

Az 0Osszegnek tehdt csak egy helyen lehet széls6értéke. Kis szdmoldssal ellen-
drizhetjiik, hogy a 15 el6tt a derivalt negativ, utdna pozitiv, a 15 tehat valéban
minimumhely. A masik Osszeadandé igy szintén 15, a kettd tehdt megegyezik.
Az 6sszeadandok kobeinek 0sszege 6750, de ez mar nem a feladat része.

. Egy egyszer( fizikai feladat: v, kezddsebességgel fiiggblegesen felfelé hajitunk

egy testet. Milyen magasra fog emelkedni?

A fliggvény felirdsdhoz elemezziik a test mozgasat. Kétféle mozgast végez egy-
idében: ha nem lenne tdmegvonzds, akkor a v, kezddsebességébdl nem veszite-
ne semmit, dlland6 sebességgel emelkedne:

h(t)=vot,
ahol 7 a hajitds pillanatatél eltelt id6.

Ha nem lenne kezdGsebessége, akkor a csupan zuhanna a Fold kozéppontja felé,

egyenletesen gyorsulva:
__82
h(t)=-=17,
2
g anehézségi gyorsulds.
A megvaldsulé mozgas a kettd ereddje:
8.2
h(t)=vot —=1t",
(1) =i

ennek a fiiggvénynek keressiik a maximumat.

A derivalt:
B (t)=vy —2§t =vy—gl.
vo—gt=0,
=20
8

v,
Ellendrizhetjiik, a £ helyen valéban maximuma van a fiiggvénynek. Most

azonban nem a maximumhelyet, hanem a maximum értékét kérdeztiik:

2 2 2 2
h[v_ojzvov_o_g(v_oj W% W% %
, g g 2\ g g 2g 2

Tehat a test ;—0 magassagig emelkedik.
8
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5. Végiil egy Osszetettebb geometriai, vagy ha dgy tetszik, ipari feladat: van egy
20 cm sugar, kor alaki fémlemeziink. Kivagunk beléle egy korcikket, a mara-
dékbol pedig egy egyenes korkupot, vagyis egy tolcsért hajlitunk. Mekkora le-
gyen a kivagott korcikk kézépponti szoge ahhoz, hogy a kiip térfogata maximalis
legyen?

A feladat megoldasdhoz rajzot készitettiink (5.13. dbra).

5.13. dbra Rajz az (5) feladathoz

A szamolds egyszertiisitése érdekében nem a kivagott korcikk kozépponti szogét,
hanem a megmarad¢ rész kdzépponti szogét jeloljiik o -val, tovabbd a hosszisa-
gokat nem centiméterben, hanem deciméterben mérjiik, hogy az egyenletekben
kisebb szdmok szerepeljenek.

A kup térfogatanak képlete
r2m
V= 3 (5.33)

ahol r a kuip alapkorének sugara, m a kip magassdga.

Az dbran bevonalazott hdromszog derékszogt, felirhat6 ra a Pitagorasz-tétel:

m? +r? = 4,
ebbdl
m=vN4-r*. (5.34)
A korlemez keriilete eredetileg:
K =4m,

ami 2w nagysagi kozépponti szoghoz tartozik (a szogek nagysdgat radidnban
mérjiik). Ebbdl a kivagas utdn megmaradé lemez o nagysigu kézépponti szogé-
hez o

k=4n— =20

2n

hossziisagu iv tartozik, ami éppen a kup alapkorének keriilete lesz, ha a lemezt
Osszehajtjuk:

k=2rn=2aq,
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ebbdl
o
r=—
T
adddik az alapkor sugardra.

Ezt beirhatjuk a kip magassagéara kapott (5.34) egyenletbe, majd a magassagot
és a sugarat a térfogat (5.33) képletébe:

o ST

V(oc) azt jelzi, hogy a térfogatot a kozépponti szog fliggvényeként sikeriilt
megadnunk.

Célszerli rendezések és dtalakitdsok utdn az egyenlet a kdvetkezd:

2 (2 2
V()= Z 1 2 a2,

=
3 32

1
A derivdldsndl figyeljiink, hogy egyrészt — barmilyen Osszetett kifejezés
3n
is, csupdn egy konstans, tehat kiemelhetd, mésrészt viszont egy olyan szorzat-
figgvényt kell derivalnunk, melynek masodik tényezdje dsszetett fiiggvény!

A derivalt tehat:

V(o) = ! [2a\/4n2—a2+a2ﬁ(—2a)}

30
Meg kell oldanunk az
1 1
— 2041 — 0% + o> ————(-201) | =0
3n 24n? —o?
egyenletet.

Szorozhatunk 37t2 -tel, kiemelhetiink 2o -t, és mivel o nem lehet nulla, osztha-

tunk vele: :
an? - -0 ——=0.

Wdan? — o

o biztosan kisebb, mint 27w, ezért 2+ 47> — o> nem lehet nulla, szorozhatunk
vele:
2(47t2 —(xz)—az =0.

Ebbdl

2
o2 =3
3
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adddik. Mivel o pozitiv szdm, az egyenletnek csak a pozitiv gyokét vessziik fi-

gyelembe: \/g \/5
o=T,|— =27, |—.
3 3

A derivélt eldjelet valt (ellendrzés!), tehat valdban maximuma van itt a térfogat-
nak. (Ha a maximum létezését a masodik derivalt eldjelével kivanjuk ellendrizni,
rogton latjuk, hogy milyen nagy faba vigjuk a fejszénket.)

dm? lesz.

A szOg nagysdga atszamitva koriilbeliil 293,9°, a kup térfogata !
Feladatok:
1. Trjafel az f(x)=+/x +2 fiiggvény gorbéje érintéjénck egyenletét az x =4 helyen!
2. Irjafel az f (x) =cosx fliggvény gorbéje érintdjének egyenletét az x =§ helyen!

3. Hengert esztergdlunk egy 50 cm hosszui ridbél. A sugirra az el6irds 3 cm. Varhatéan
mennyivel lesz nagyobb a henger térfogata, ha a sugar 3,01 cm lesz? Mekkora lesz a
relativ hiba?

4. A megfelel6 fiiggvény differencidlhanyadosanak segitségével adjon becslést a kovet-
kezd értékekre:

a) 25,2 b) sin31° ¢) 101 d) 121030

5. Adjamegaz f(x)=e" fiiggvény hetedfoku Taylor-polinomjét a nulla hely kérnyeze-
tében!

6. Adjamegaz f(x)=cosx fiiggvény tizedfoki Taylor-polinomjat a nulla hely kérnye-
zetében!

7. Szamitsa ki a kovetkez6 hatarértékeket!

. sin5 2x _
a) lim 222X b) Tim <L
x-0 X x—=1 ¥ —1
1- .7
¢) lim —<8X d) lim 2
x—0 X X—>o0 ex
. - . In
e) lim >— i) lim ——
x—1 Inx x—00 X

8. Adja meg a kovetkez6 fiiggvények szélsdértékeinek helyét, értékét és jellegét (maxi-
mum vagy minimum)! Ahol van, ott adja meg az inflexids pontok helyét és értékét is!

a) f(x)=x2—4x+7 b) f(x)=6—2x—2x2
c) f(x)=x3—3x2—4 d) f(x)=x4—4)c2
e) f(x)=3+4x+3 bi f(x)=x2e_x

X

9. Adjameg a 10 cm sugart korbe irhaté maximadlis teriileti téglalap oldalainak hossz4t!
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10. Bontsa fel az 50-et két szam Osszegére gy, hogy a tagok négyzetének Osszege mi-
nimadlis legyen!

11. Egy liter térfogati hengeres edényt kivanunk késziteni fémlemezbdl. Mekkora le-
gyen az alapkor sugara illetve az edény magassaga, hogy az anyagfelhaszndlds mini-
malis legyen?

12. Nitrogén-monoxidbdl és oxigénbdl 4ll6 gazelegyben a kovetkezd reakcio zajlik:
2NO+0, =2NO,.
A reakci6 sebességét (v) megadé egyenlet:
v=hky,

ahol k dllandé (csak a hdmérséklettdl fiigg), x a nitrogén-monoxid, y az oxigén kon-
centricidja térfogatszazalékban. Milyen oxigénkoncentracié mellett lesz a sebesség
maximalis?



6. Egyvaltozds fliggvények integralasa

6.1. A hatarozott integral

Tananyagunkban az utolsé uj, kdzvetleniil a hatarértékekhez kapcsol6dé fogalom a haté-
rozott integrdl. Ezt is egy gyakorlatias példaval vezetjiik be.

Kordbbi tanulmdnyaink sordn nagyon sokféle sikidom teriiletének kiszdmitdsdra tanul-
tunk képleteket, a négyzettd]l kezdve a hdromszdgon 4t egészen a korig. Nem tanultuk
viszont kiilonbdzd gorbe vagy egyenes vonalakkal hatdrolt sikidomok teriiletének ki-
szamitasat. Kérdés, hogy egydltaldn tudunk-e valamit kezdeni ilyen sikidomok teriile-
tével.

Legyen a probléma a kdvetkezo:

Van egy nyaralételkiink a Balaton partjan, amit el akarunk adni. A telket nyugatrél és
keletrdl egyenes, parhuzamos keritések hataroljak, délrdl pedig a vastitvonal, ami szintén
egyenes, és merdleges a keritésekre. Eszakrl a té hatdrol, a partvonal gorbe (6.1. bra).
A telket el akarjuk adni, dra természetesen ardnyos a teriiletével. Meghatdrozandé a terii-
let nagysaga.

Rogton lathatd, hogy a kordbban tanult teriiletképletek nem alkalmazhatéak. Megoldas
lehet az, hogy valamilyen kozelitd médszert dolgozunk ki, olyat, amelyik ismert teriilet-
képletii sikidomokkal kozelit, rdadasul a kozelités megfeleléen pontossd tehetd.

6.1. abra Egy balatoni telek, ami-
nek a teriiletét szeretnénk kiszamitani
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\a b X
6.2. dbra A telek koordinatarend-

szerben elhelyezve, valamint az elsé

kozelito téglalapok

Helyezziik el a telket egy koordindtarendszerben (6.2. dbra)! Tegyiik fel, hogy északi
hatdra valamilyen y= f (x) egyenletli gorbével lefrhat6! A két déli sarok koordinatai
legyenek (a;0) és (b;0)! A feladat tehdt az x tengely, az x=a, az x =b egyenesek és
az y=f(x) gorbe dltal hatdrolt teriilet kiszdmitdsa, illetve a megszokott, tomdrebb
megfogalmazds szerint az y= f(x) gorbe alatti teriilet kiszdmitdsa az [a;b] inter-
vallumon.

Téglalapokkal fogunk kozeliteni. Tekintsiik elszor azt a téglalapot, amelynek vizszintes
oldala az [a;b] intervallum, fiigg6leges oldala pedig a maximalis fiiggvényérték ezen az
intervallumon (M )! Ennek teriilete:

Ty=M,(b-a).

biztosan nem kisebb a vizsgdlt teriiletnél, hiszen tartalmazza azt, vagyis a teriiletnek egy
felso kozelitése. Egyenld akkor lehetne vele, ha a telek éppen téglalap alakd lenne.

Tekintsiik most azt a téglalapot, amelynek vizszintes oldala szintén az [a;b] intervallum,
fiiggbleges oldala viszont a minimalis fliggvényérték ezen az intervallumon (m; )! Ennek
teriilete:

tl =m (b - a) N

biztosan nem nagyobb a vizsgélt teriiletnél, hiszen benne van, als6 kozelités.

Felirhatjuk tehat, hogy
n<ALT,

ahol A a meghatirozando teriilet.
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M2

M1 =my
my

a X4 b X

6.3. dbra A masodik kozelités

Nyilvédnvald, hogy ez nagyon durva kozelités. Az eladénak esetleg megfelelne 7;, a ve-
vOnek pedig #;, mint a vételdr kiszdmitdsanak alapja, de belathatd, hogy az adatok nem
redlisak.

A kozelitést tigy javithatjuk, hogy elhelyeziink egy osztépontot valahol az [a;b] inter-
vallum belsejében (legyen a jele x), és a keletkezd részintervallumokon tjra kiszdmitjuk
a felso és az alsé kozelitést (6.3. dbra).

A fels6 kozelitésnél a téglalapok vizszintes oldalai (xl - a) és (b - xl) , fiiggbleges olda-
laik a maximadlis fiiggvényértékek a megfeleld intervallumokon:

T, =M, (x;—a)+M,(b-x).

Az als6 kozelitésnél a téglalapok fliggbleges oldalai a minimadlis fiiggvényértékek a meg-
feleld intervallumokon:
t2 =ny (.Xl —a)+m2 (b—xl)

A 6.3. dbrardl tobb dolog is leolvashaté. Az egyik az, hogy az osztépont hasznélatdval a
fels6 kozelités (fels6 kozelitd Osszeg) nagysdga kisebb lett, mint az el6z6 (vizszintesen
vonalkdzott teriilet), az als6é kozelitd 6sszeg viszont ndtt a ferdén vonalkdzott teriilettel.
A maésik az, hogy a felsd kozelitd 0sszeg biztosan nem kisebb a teriiletnél, az alsé pedig
biztosan nem nagyobb.

Bebizonyithatd, hogy az osztépont felvétele mindig javit, de legaldbbis nem ront a kozeli-
téseken:
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a X1 X5 b X

6.4. dabra A harmadik kozelités

A harmadik kozelitéshez djabb osztdpontot vesziink fel, x,-t. x, -nek nem feltétleniil
kell nagyobbnak lennie x-nél, de ha kisebb, akkor az indexelést megvdltoztatjuk dgy,
hogy az indexek novekedjenek (6.4. dbra).

A vizszintes oldalak most (x; —a), (x; —x;) és (b—x;).
A felso kozelitd 0sszeg
Ty =M, (xi—a)+ M (x, —x )+ M3 (b—x;),

az alsé pedig
ty = my (xy—a)+my (x—x ) +m; (b—2x,).
Tovabbra is irhatjuk, hogy
H<t S <AST<T, <T.

Latjuk tehat, hogy a teriiletet Gjabb és tjabb osztépontok felvételével egyre jobban koze-
litjiik alulrél és feliilrél is. Vegyiink fel (n—1) osztépontot, vagyis osszuk fel az [a;b]
intervallumot n részre, és vezessiik be az xy =a és x, =b jeloléseket! Igy az n-edik
felsd kozelitd 6sszeg:

n n

T, =M (x —x)+ My (xy =)+t M,y (3, —2,1) = ZlMi (x5 —x1)= 'ZlMiAxi’

1= 1=
ahol Ax; =x; —x;_;, az i-edik intervallum hossza.
Az n-edik als6 kozelité 6sszeg hasonléan

n n
t, =m (xl —x0)+m2 (xz —x1)+...+mn (xn - X, ) = _Zlml- (x,- - X ) = _Zlml-Axl-,
= 1=
és tovabbra is {rhatjuk, hogy
H<ty)<..<t, <ALT,<..<T, <T,

vagyis a kozelités fokozatosan javul (6.5. dbra).
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= -y X
a=Xg Xq Xo Xz Xg' Xpq b=x,

6.5. dbra Az n-edik kozelités

Ha az osztépontok szdmdt minden hatdron tdl ndveljiik, akkor a kozelités nagyon pon-
tossd tehetd. Ehhez az sziikséges, hogy a leghosszabb intervallum hossza is nulldhoz
tartson. Feltételnek ez utdbbit irjuk eld, mivel ez egyben maga utdn vonja az osztépontok
szdmdnak végtelenhez vald tartdsit is.

Tehédtha a n
lim 7,= 1lm 3 M;Ax;
max.Ax, —0 max.Ax, =0 j=]
hatarérték 1étezik, és megegyezik a

n
lim = lm Y mAx
max.Ax;—0 max.Ax; =0 ;=]

hatarértékkel, akkor ezt a kozos hatdrértéket a teriilet mérdszdmdnak, A-nak tekintjiik.

A legnagyobb intervallum hossza is nulldhoz kozelit, ezért Ax; helyett bevezetjiik a dx
jelolést. Az intervallumok kicsivé védldsdnak az is kovetkezménye, hogy M; és m; értéke
egyre jobban kozelit egymdshoz, és mindegyik helyettesithetd valamilyen, az i-edik
intervallumon felvett fliggvényértékkel, ezt eljeloljik f (x) -szel.

Végiil a = jel, a gorog S helyett bevezetiink egy specidlis, nydjtott S betlit, az integral-
jelet, igy a hatarértéket a kovetkezd alakba irjuk 4t:

n n b
A= lim Y M;Ag= Lim Y mAx; =] f(x)dx, (6.1)
max .Ax;, =0 j=] max.Ax;, —0 =] a

ahol a és b az intervallum végpontjai.

6.1. definicio: Az b
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mennyiséget, amelynek részletes definicija a (6.1) képletben taldlhatd, az f (x) fiigg-
vény [a;b] intervallumon vett hatdrozott integrdljdnak nevezziik. Az a mennyiség az
integrélds also, b a felsé hatdra. (A definidlé egyenlet jobboldaldnak felolvasdsa: , Integ-
rdl a-t0l b-ig f (x)dx.”)

6.2. definicio: Ha a 6.1. képletben leirt két hatdrérték létezik és meg is egyeznek, akkor
azt mondjuk, hogy az f (x) fiiggvény az [a;b] intervallumon integrdlhato.

Bebizonyithato, hogy ha az f (x) fiiggvény az [a;b] intervallumon mindeniitt folytonos,
illetve esetleg véges sok helyen nem értelmezett, akkor integralhatd'.

A 6.1. definiciébdl rogton adédnak a hatdrozott integrdl kovetkezd tulajdonsagai:

Ha az als6 és a felsd hatar egybeesik, akkor az integral értéke nulla:
Az?f(x)dxzo.
Ha a hatdrokat felcseréljiik, akkor az intggrél eldjelet valt:
A=[ £ (x)dr=—1 £ (x)ds.
Egy integral ugy is kiszamithatd, h(:lgy részekre bbontjuk, majd a részeket 0sszegezziik:
A= Tf(x)dxz lj?f(x)dx+£f(x)dx.
a a

(Konnyen, csak kicsit hosszadalmasan bizonyithatd, hogy nem feltétleniil sziikséges az
a <b<c teljesiilése, a harom szdm barmilyen sorrendben elhelyezkedhet a szdmegyene-
sen.)

Fiiggvény konstansszorosdnak integralja az integrdl konstansszorosa:
b b
[of (x)dx=c]f(x)dx,
a a

vagyis konstans szorz6 kiemelhetd az integraljel elé.

Ha az [a;b] intervallumon mindeniitt f(x)>0, akkor
[ f(x)dr=0,
ha f(x)<0, akkor ’
[ f(x)dx<0. 6.2)

a

Példa:
Az elmondottak illusztrdldsdra szamitsuk ki az f(x)=x> fiiggvény gorbéje
alatti teriiletet a [0;2] intervallumon (6.6. dbra)!

A szamitas menete a kovetkezo:

— Felosztjuk a [O; 2] intervallumot (n —1) szamu osztéponttal n egyenld részre.
A 6.1. definicioban nem szerepel el6irds az osztépontok elhelyezésének mod-
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(i-1)2-

=}
R
y

0 = 25354555

SN
sino A
sin

2
n

sin

6.6. dbra Az f(x)=x" fiiggvény gorbéje
alatti teriilet kiszamitasa a [0;2] intervallumon

jara vonatkozdan, szdmitdsainkat viszont nagyon megkdnnyiti, ha a részinter-
vallumok egyenld hosszuak.
— Kiszdmitjuk a részintervallumok végpontjainak koordinatdit.

— Kiszdmitjuk a minimdlis és a maximadlis fliggvényértéket minden egyes inter-
vallumon.

— Kiszdmitjuk az egyes részintervallumok feletti téglalapok teriileteit a minimélis
és a maximadlis fiiggvényértékekkel egyarant.

— A megfeleld téglalapok teriileteinek Osszegzésével felirjuk az alsé és a fels6
kozelitd osszeget.

— Mindkét 6sszeg esetében képezziik az n — oo hatarértéket.
Sorban végrehajtjuk a 1épéseket, az adatokat a 6.1. tdbldzatban 6sszegezziik.

-A [0; 2] intervallum hossza 2, igy egy-egy részintervallum hossza,

2
Ax==.
n
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6.1. tabldzar A teriiletszamitas részadatai

i X; m; m;Ax; M; M Ax,
P S Y |
n n- n n n
, 22 opd P8 pt 8
n n- n n- n
2 4 8 4 8
3 3.2 2= 2= g 3=
n 112 113 I’lz n3
i i-2 (l—l)zi2 (l—l)zﬁ3 i’ 4; 1233
n n n n- n
2 2 4 2 8 2 4 2 8
(n=1)  (n-1)=  (n-2) =  (n-2) = (n-1)— (n-1) =
n n n n n
n nz (n—l)zi2 (n—l)zﬁ3 n’ 4; nZ%
n n n n- n
Mivel
Iim —=0,
n—oon
ha n — oo, akkor a max.Ax; — 0 feltétel automatikusan teljesiil.
. i 2 2 2 .2 2
— Az osztépontok koordindtédi sorban —, 2-—, 3-—, ..., i-—, ..., (n—1)~—.
n n n n n

— Az elsO részintervallum a [O;%}, a masodik a {2;22}, a harmadik a
n n n

[202;32} dltaldban az i-edik az [(i—l)g;iz}, az n-edik pedig

n n n n

[(n - l)z;n—} . Mint latjuk, az utolsé, n-edik intervallum végpontja éppen 2.
n n

~Az x? fiiggvény szigordan monoton novekvd, ha x>0, emiatt a részinter-
vallumokon a minimalis fliggvényérték, m mindeniitt az alsé hatarhoz tartozé
érték lesz. Altaldban az i-edik intervallumon

. =((i_1)%j2 -1

n
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A maximalis fliggvényérték, M mindeniitt a felsd hatar lesz:

2
2 4
M =|iZ| ==,
n n2

— Az als6 kozelitd 0sszeghez tartozé i-edik téglalap teriilete m;-nek és a részinter-
vallum hosszanak a szorzata, vagyis

2 .. 24 2 0 28
miAxizmi—z(l—l) —2-—2(1—1) -
n n- n n

— A felsd kozelitd osszeghez tartozd i-edik téglalap teriilete M;-nek és a rész-

intervallum hosszdnak a szorzata, vagyis
2
n

.2

4
—_ =1
n2

S o

8
3

— Az alsé kozelitd 0sszeg:

n n
S DY I TP TR AT
=l i=l n n n n n
_[12 .92 2\ 8
_(1 +2°+..+(n-1) )? (6.3)

A kozépiskoldban bebizonyitottuk, hogy az elsd n pozitiv egész szdm négyze-
tének Osszegére igaz a kovetkezd Osszefiiggés:
,  n(n+1)(2n+1)

+22+..+n S a— (6.4)

Az als6 kozelitd 6sszeg (6.3) kifejezésében a zardjelben az elsd (n—l) szdm
négyzete szerepel:
-1 -1)+1)(2(n-1)+1 -1)n(2n-1
12+22+...+(n—1)2=(n )((n ) c )( (=1) )=(n )n6( - )

Ezzel
(n—l)n(Zn—l) 8
fy=—————.
6 n
Kettdvel egyszertisitve és a szorzdsokat elvégezve a
8n —12n” +4n
fy=———3——
3n
eredményt kapjuk.
Hatéaratmenetet képezve:
8n° —12n* +4n 8

lim ¢, = lim — = "% -2
n—oo n—soo 3n3 3
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— A fels6 kozelit6 osszeg:

n n
i=1 i=l n n n " "
=(12+22 +...+n2)i.
w3

Most 4talakitds nélkiil alkalmazhatjuk a (6.4) Osszefiiggést:
7 = n(n+l)(2n+1) 8

n— 6 n3 :
Egyszertsités és szorzdsok utn a
_8n® +12n% +4n
- 3n?
eredményt kapjuk, ennek hatarértéke a végtelenben:

3 2
lim 7, = lim w=§
n—yoo n—oo 3;13 3

T,

n

Tehat mindkét hatarérték 1étezik, meg is egyeznek. Mondhatjuk tehét, hogy a

keresett teriilet: 8
A=lim¢t,=lim7T, =—,
n—o0 n—soo 3
illetve
2 5 8
A=[x"dx=—=.
0 3

A feladat megolddsdnak rogton adédik néhany tanulsiga.

A legszembeotlébb talan az, hogy a szdmolds nehézkes és hosszadalmas. Nagyon nagy
eredmény, hogy egy parabolaiv alatti teriiletet ki tudunk szamitani, de j6 lenne, ha vala-
milyen gyorsabb, egyszeriibb mddszer is a rendelkezésiinkre dllna. A feladat természeté-
bol adéddan, ha a fenti mddszert kovetnénk, mindig n tagi Osszegeket illetve hatar-
értékiiket kellene kiszdmitanunk. Ez egyszeri(ibb esetekben miikodhet, de az esetek tobb-
ségében a feladat megolddsa szinte reménytelen (gondoljunk példdul a szinuszfiiggvény
gorbéje alatti teriiletre).

A kovetkezd fejezetben olyan mddszert fogunk megismerni, amelynek alkalmazéasaval
szamitdsaink nagyon leegyszertisodhetnek, de tovabbi fontos sszefiiggések is feltarulnak
elottiink.

6.2. A Newton-Leibniz tétel

Tekintsik az y = f (x) folytonos fiiggvény gorbéjét!

Kijeldliink az értelmezési tartomdnydn egy tetszéleges p pontot, ebbdl merdlegest alli-
tunk az x tengelyre. Egy fut6é x pontbdl is merdlegest allitunk a tengelyre.
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y=flx)

F(a) F(b) - F(a)

F(x)

p X X p

b X

a
6.7. dbra A teriiletfiiggvény definicidja 6.8. dbra A teriilet az [a;b] intervallumon

Jelolje F(x) akét merdleges, az x tengely és a fiiggvénygorbe altal hatdrolt teriilet nagy-
sagat! Mivel minden x-hez egyértelmiien egy adott teriilet, emiatt egy adott F(x) érték
tartozik, az x > F (x) hozzdrendelés egy egyvéltozos fiiggvényt definidl, amit ideiglene-
sen teriiletfiiggvénynek nevezhetiink (6.7. dbra).

Ha a 6.8. dbrdnak megfeleléen az x tengelyen kijeldliink egy a pontot, akkor a hozza
tartoz6 teriilet nagysdga F'(a), egy néla nagyobb b ponthoz tartozé teriilet pedig F(b).
Az [a;b] intervallumon a fiiggvény gorbéje alatti teriilet nagysdga ezek szerint
F(b)—-F(a).

A hatdrozott integral 6.1. definici6ja szerint a teriilet nagysaga

b
A=|[f (x)dx,
a
vagyis

A={ f(x)d=F(b)-F (a). ©.5)

A kovetett ut helyesnek tlinik, keressiink most mar kapcsolatot f(x) és F(x) kozott!
Kapcsolat nyilvanvaléan létezik, hiszen f(x) alapvetden befolydsolja a teriilet nagy-
sagat.

A 6.9. dbrdn bejeloltiik az [x;x +h] intervallumhoz tartoz teriiletet.

Ennek nagysdga a (6.5) definici6 szerint F(x+ h)— F(x). Ez a vildgosabb sziirke szinnel
jelolt teriilet atdarabolhaté egy olyan téglalappd, melynek alapja h, magassidga pedig
f€). & az értelmezési tartomdny valamely eleme az [x;x+h] intervallum belsejében,
f (&) pedig az ehhez tartoz6 fiiggvényérték (6.10. dbra). Az dtdarabolhatdsédg a rajz alap-
jan nyilvanvald, természetesen korrekt mdédon be is bizonyithaté. A bizonyitdst nem

ismertetjiik, nagyon sok konyvben megtalélhaté"5‘6'7.

Tehat
F(x+h)—F(x)=f(E)h.
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y
y=f(x)
~ F(x+h)-F(x)
F(x +h) - F(x)_ |~
FE)
; e X X ixen X
6.9. dbra Kapcsolat f(x) és F(x) kozott 6.10. dbra Teriilet dtdaraboldsa

h-val osztva mindkét oldalt:
F(x+h)—F(x)
h
Hatéaratmenetet képezve mindkét oldalon:

F(x+h)-F(x)
e/

=1 (&)

Az egyenldség baloldaldn éppen F(x) -nek x-hez tartozé differencidlhdnyadosa all (lasd
az (5.5) definici6t). A jobboldalon, mivel 4 nagysdga 0-hoz tart, § x-hez tart. Emiatt

lim £ (&)= f(x).
h—0
Ez utébbiakat 6sszegezve:
F'(x)=f(x),
vagyis az f(x) fiiggvény F(x) derivdltja.
Osszegezve eredményeinket kapjuk a Newton-Leibniz tételt:

6.1. tétel: Haaz f(x) és F(x) fiiggvények az [a;b] intervallumon folytonosak, tovab-
bdaz f(x) figgvény az F(x) derivdltja az (a;b) intervallumon, akkor

{ £ (x)dx=F(b)~F(a).

a
Tehdt ha az f(x) fliggvényhez tartozé F(x) képletét ismerjiik, akkor a szdmitds mdr
sokkal egyszertibb ahhoz képest, mint amit a 6.1. fejezet példdjanak megolddsaban l4t-
tunk. Azt, hogy F(x) képletét hogyan keressiik meg, a 6.3. fejezetben mutatjuk be. A
teriilet illetve a hatdrozott integrdl kiszamitasanak 1épéseit a 6.4.1. fejezetben fogjuk rész-
letesen targyalni.
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6.3. A hatarozatlan integral

A hatdrozott integrdl értékének a Newton-Leibniz tétel szerinti kiszdmitdsdhoz sziiksé-
giink van tehit egy olyan fiiggvényre, amelynek a derivéltja f (x) :

F'(x)zf(x). (6.6)
Ugyanezt a kapcsolatot fejezi ki a kovetkezd jelolés:
[f(x)dx=F(x). 6.7)

(A baloldal felolvasdsa: ,,Integral f (x) dx.’)

Azt a miiveletet, amelyet a (6.7) szabdllyal jeloliink, integrdldsnak nevezzik, az F (x)
fiiggvényt pedig f (x) primitiv fiiggvényének. Az integrdlds tehat a derivalds inverz
miivelete.

Latni fogjuk,hogy az integrdlds sokkal nehezebb miivelet a derivaldsndl, a fiiggvények
nagyon nagy hdnyaddnak nem fogjuk tudni meghatdrozni a primitiv fliggvényét, soknak
pedig egyaltaldn nincs is.

6.2. tétel: Ha egy f (x) fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor végtelen sok van,
és ezek csak egy-egy konstans tagban kiillonboznek egymdstol.

Bizonyitas
Legyen F (x) és F, (x) egyardnt f (x) primitiv fiiggvénye. Ekkor a (6.6) képlet szerint
F(x)=f(x)

és

, Fy (x)=f(x),
vagyis
) F(x)=F;(x)
Atrendezve:

A derivalds azonossdgai alapjan ebbdl az
(£ (x)-F(x)) =0

R (1)-F5 (x)=C.

majd az

azonossdg adodik.

Atrendezéssel kapjuk az
Fl(x)ze (x)+C (6.8)

azonossdgot, amit igazolnunk kellett.

Mivel a C konstans tetszdleges valds értéket felvehet, igy valéban végtelen sok primitiv
fliggvényt kapunk.
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6.3. definicio: Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényeinek Osszességét f (x) hatdrozat-
lan integrdljanak nevezziik és a kovetkezdképpen jeloljiik:
[f(x)dx=F(x)+C.
6.3.1. Alapintegralok

A differencidldsi szabdlyok alapjan konnyen megadhatjuk néhdny alapfiiggvény hatéro-
zatlan integréljit. Példaul az f (x) = x" fiiggvényre vonatkozé azonossag:

xn+1
[x'dx = +C,
n+1
Bizonyitas:

xn+] / 1
+C | = (n+1)x" =x".
n+l n+l

Az 5.2. tablazat alapjan allitottuk Ossze a 6.2. tdbldzatot. A benne szerepld azonossdgok a
fentihez hasonléan derivédldssal konnyen igazolhatdk.

ha n#-1.

6.2. tabldzar Alapfiiggvények hatarozatlan

integraljai
f(x) [ £(x)ax
c cx+C
xn+1
x" +C, n#-1
n+l
1
— 1n|x|+C
X
sin x —cosx+C
cos x sinx+C
1
3 tgx+C
CcoS™ x
1
— —ctgx+C
sin” x
e’ e +C
1 .
arcsin x +C
1-x*
1

arctg x +C
1+x° &
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6.3.2. Altaldnos integrélési szabalyok
A differencidldsra vonatkoz6 (5.7) képletbdl kovetkezik, hogy
[kf (x)dx=k[ f(x)dx, ahol ke R, (6.9)
vagyis integrdldsndl a konstans szorz6 kiemelhetd.
Az (5.8) képletbdl pedig az
[(f(x)£g(x))dx=[f(x)dxt[g(x)dx (6.10)

azonossag kovetkezik, vagyis 0sszeg €s kiillonbség integrdldsa tagonként is elvégezhetd.
Mindkét szabdly akkor érvényes, ha a jobboldalakon 4116 integrdlok léteznek.

Felhivjuk a figyelmet, hogy szorzatfiiggvényre, hidnyadosfiiggvényre illetve Osszetett
fiiggvényre nincs altaldnos szabdly. Semmiképpen nem szabad szorzatot tényezOnként,
illetve hdnyadosnak kiilon a szdmlal6jat és a nevezdjét integralni. Ha igy tennénk, deriva-
lassal ellendrzést végezve rogton latni fogjuk, hogy hibdztunk.

Példak: A 3 5
L f(3¢7 —4x? #5x—1)dx=3"-—4 457 —x+C.

4 3 2
Az integraldsndl mindkét fenti szabalyt alkalmaztuk.

Ellen6rzés:

x X x? 453 3x° 2x 3 2
3——4—4+5——x+C | =3——4—+5——-1=3x" —4x“+5x—1.
4 3 2 4 3 2

2. [(3x-4)(4x7 +5)dx

Szorzat integrdldsdra nincs éltaldnos szabdly. Itt a szorzatot 4t tudjuk alakitani a

zarbjelek felbontdsdval:

4 x3 x2

J(3x-4)(42% +5) dv = [ 122 ~16x7 +15x—4)dx=12%—16?+157—4x+C.
Az ellenorzést az olvaséra bizzuk.
¥ —x+2

3 (2T
X

Itt az osztast végezziik el tagonként:

2 2
fx—mdx=f(x—1+gjdx=x?—x+2ln|x|+C.
X

x
. 3
— 2

4. j\/;dx=jx2dx=%+c=§\/x73+c.
2

A gyokot tortkitevds hatvannya alakitottuk integralds elott.
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6.3.3. Egy specidlis alaku szorzat integralasa

Szorzatfliggvény integrdldsara sajnos nincs altaldnos szabdly. Egy specidlis esetben azon-
ban nagyon kénnyen tudunk integrdlni, olyankor, amikor az integrdland¢ fiiggvény egy
Osszetett fliggvénynek és a belsd fiiggvény derivéltjdnak a szorzata, vagyis
f (g (x)) g'(x) alaki. Az (5.11) azonossagbdl ugyanis az

[£(g(x))g (x)dx=F(g(x))+C (6.11)
azonossag kovetkezik.

Bizonyitas:
(F(g(x)+C) = F'(g(x)'(x)= £ (g(x))&"(x).

Ilyen fiiggvényeknél tehat nem kell mast tenniink, mint integrdlni a kiilsé fliggvényt a
belsd fiiggvény mint valtozo szerint, majd utdnairni az integracios konstanst.

Példak:
1. [3cos(3x+1)dx

Az integraljel mogott osszetett fiiggvényt taldlunk, cos(3x+1) -et. Ennek belsd
fiiggvénye 3x+1, aminek derivéltja, 3 szorzétényezdként szerepel az integra-
land¢ fiiggvényben. Alkalmazzuk a (6.11) azonossagot:

j3cos(3x+1) dx = sin(3x+1)+ C,
mivel a koszinuszfiiggvény integrdlja a szinuszfiiggvény.

Ellenorzés derivalassal:

(sin(3x+1)+C) =3cos(3x+1).
2x

dx
¥ +1

2. |

A képletet célszerlien atalakitjuk:

2 1 -1
J——dv = [——2xd=[(x? +1) " 2xdx.
x“+1 x°+1
-1
Tehat az = (xz +l) fliggvény az Osszetett, belso fiiggvénye x? +1, en-
x°+1
nek derivaltja 2x . Az integrél tehat:
2 -1
| 2x dxzj(x2 +1) 2xdx=ln‘x2 +1‘+C.
x“+1

Mivel x> +1 értéke a viltozé minden lehetséges értékénél pozitiv, az abszolit-
érték jelet el is hagyhatjuk:
2x

I

x +]dx=1n(x2+1)+C.

Az ellenOrzést az olvasora bizzuk.
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3. [(5x-3)""dx
A belso fiiggvény derivdltja, 5 nem szerepel az integralandé fiiggvényben, de be-
le tudjuk csempészni, osztunk €s szorzunk is vele:
1 (5x-3)"
5 11

Ez utébbi kis triikkkot dltaldnosithatjuk és dj szabalyként adhatjuk meg, de tud-
nunk kell, hogy a szabdly csak a (6.11) azonossag specidlis esete:

)10

I(Sx—3)10dx=éj5(5x—3 dx = +C.

Jf(aX+b)dx=lF(aX+b)+C, (6.12)
a

ahol a és b val6s konstansok, tovdbbd f (x) primitiv fiiggvénye F(x).

6.3.4. Parcidalis integralas

A kovetkezOkben szorzatfiiggvények integraldsara vonatkozo djabb lehetdséget mutatunk
be, amely bizonyos feltételek teljesiilése esetén jol alkalmazhat6.

A szorzatfiiggvény derivaldsara vonatkoz6 (5.9) Osszefiiggés mindkét oldalat integrdlva a
kovetkez6 azonossdgot kapjuk:

f(x)g(x)+C:jf'(x)g(x)dx-i—jf(x)g'(x)dx.

Atrendezve kapjuk meg beléle a parcialis (részleges) integrélas képletét:

(£ (x)g(x)dx=f(x)g(x)=]f(x)g"(x)dx. (6.13)
Az integricids konstanst nem szerepeltetjiik, hiszen a jobboldal masodik tagja egy integ-

rél, abba beleértjiik. A miivelet neve éppen azért parcidlis integrdlds, mert ez az integral
megjelenik az eredményben, tovabb kell integralnunk.

Az eljéras tehat a kovetkezd:

A szorzat egyik tényezdjét derivaltnak tekintjiik és integralnunk kell, ezt a tényezdt jeloli
f '(x). A masik tényez6t, g (x) -et derivéljuk, ez a derivalt szerepel a jobboldali maso-
dik integralban. Nyilvdnval6, hogy akkor érdemes alkalmazni a mddszert, ha egyrészt
f '(x) -et konnyen tudjuk integrdlni, masrészt f (x)g'(x) integrdldsa egyszeriibb fel-
adat, mint az eredeti szorzaté.

A parcidlis integrdldsra kiilonosen alkalmas szorzattipusok részletes tirgyaldsatdl itt el-
tekintiink, helyette néhdny példat mutatunk be. Az érdekl6dd olvasénak ajanljuk Szdsz
Gabor konyvét'.

Példak:
1. [3xcos(2x—1)dx

Legyen
f(x)=cos(2x-1) és g(x)=3x,
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ezzel !
f(x):Esin(2x—l) és  g'(x)=3.
f(x) kiszdmitdsdnal a (6.12) dsszefiiggést alkalmaztuk.
A fiiggvényeket beirva a (6.13) képletbe a kovetkez6t kapjuk:
1
[3xcos(2x—1)dx = 3x5sin(2x—1) - j%sin (2x—1)dx.

A jobboldali integral konnyen kiszdmithatd, ismét a (6.12) Osszefiiggést alkal-
mazzuk. Az eredmény:

j3xcos(2x—l)dx=%xsin(Zx—l)+%cos(2x—l)+C .

. [e"sinxdx
Legyen
f(x)=¢" és g(x)=sinx,
ezzel
f(x)=¢* é  g'(x)=cosx.

Beirva 6ket a parcidlis integralas képletébe:
[e*sinxdx=e"sinx—[e" cosxdx. (6.14)

Latszélag nem jutottunk elébbre, a jobboldali integrdl nem egyszeriibb az ere-
detinél.

Ujra parcidlisan integralunk:

Legyen
f(x)=e" és g(x)=cosx,
ezzel
f(x)=¢* és g'(x)=-sinx.
Az integral:
[e* cosxdx=e" cosx+[e" sinxdx.
Beirjuk az eredményt a (6.14) egyenletbe:

Je*sinxdx=e" sinx—(ex cosx+[e" sin xdx) =e"sinx—e" cosx—[e" sin xdx
Lathat6, hogy a kiszamitandé integral jelent meg a jobboldalon, mégpedig nega-
tiv el6jellel. Az egyenletet dtrendezve megkaphatjuk az értékét:

2[e* sinxdx=e"sinx—e”* cosx,
X 3 X
[e*sinxdx= ¢ Smx—e cosx Ze COSX ¢,

Az integricios konstanst itt is csak a végén adtuk hozza a jobboldalhoz.
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3. A 6.2. tablazatban nem szerepel az Inx fiiggvény hatdrozatlan integrélja, pedig
elvarnank. Szdmitsuk ki!

A fiiggvény maga nem szorzat, de szorzattd alakithatjuk integralds eldtt:
[Inxdx=[1lnxdx.

A szorzatot parcidlisan integraljuk. Az f '(x) =Inx nem lenne j6 valasztas, hi-
szen éppen In x integrdldsa a feladatunk.

Legyen tehat
ezzel 1

Az integral:

fllnxdx=x1nx—jxldx=x1nx—j1dx=xlnx—x+C.
x

6.3.5. Integralas helyettesitéssel

Gyakran alkalmazott eljards a helyettesitéssel torténd integralds, rovidebben helyettesité-
ses integrdlds, amit egy példin mutatunk be. A feladat az

jxsin(x2 —l)dx
integrél kiszamitdsa.
Az integrdland¢ fiiggvényt kdnnyebben integralhatéva alakithatjuk, ha alkalmazzuk a

t(x) =x*-1
helyettesitést:

Jxsintdx.

A képlet igy még haszndlhatatlan, hiszen két véltozdja van, x és £, valamint még mindig x
szerinti integralast frunk eld a dx szimbélummal.

A két problémat egyszerre oldja meg a kdvetkezd eljaras:
Derivéljuk t(x) -et x szerint: dt

dx
a baloldali jelolést formailag tortnek tekintjiik és kifejezziik az egyenletbdl dx-et:

2x

>

1
dx=—-dt,
2x
majd az eredményt behelyettesitjiik az integraland¢ fiiggvényben dx helyére:

. dt . 1.
[xsint—= jismtdt =[—sintdr.
2x " 2x 2
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Mint lathat6, x-szel tudtunk egyszerlisiteni, az integrdldst most mar konnyen el tudjuk

végezni: 1 1

[=sintdt = ——cost +C.
2 2

(Mindenképpen sziikséges x kiesése ahhoz, hogy integrdlni tudjunk. Hogy kiesik-e vagy
sem, az az integrdlandé fiiggvény és a helyettesités képletétdl fiigg, emiatt a modszer
csak korlatozottan alkalmazhatd.)

Mir csak annyi a feladatunk, hogy ¢ helyére beirjuk a képletét:
1 1

——cost+C = ——cos(x2 —1)+C,
2 2

vagyis jxsin(xz—1)dx=—%cos(x2—1)+c

Az eljaras 1épései tehit:

— x alkalmasan vélasztott fiiggvényének helyettesitése egy dj valtozéval (ennek
jelolésére a t terjedt el, az x-tdl valo fiiggést dltalaban nem jeloljik);

— t derivalasa x szerint;

— dx kifejezése a derivaltbdl;

— a dx-re kapott kifejezés behelyettesitése az integralandé fliggvénybe;

— az integralds elvégzése;

— a helyettesitett kifejezés visszairdsa az integrdlba ¢ helyére.

A 1épések szdma taldn nagynak tlinik, de némi gyakorlattal nem jelent problémat az el-
jards végrehajtasa. A kritikus 1€pés mindenképpen a megfeleld t(x) fiiggvény megtald-
lasa. A sikeres integralds feltétele az, hogy az x valtoz6 integrélas eldtt tiinjon el a fiigg-
vény képletébdl.

dt
Megjegyezziik, hogy az eljardsban a . kifejezés tortként val6 kezelése vitathaténak
x

tiinik, de korrekt indokldsa tobb helyen megtallhat6, példéul Szész Gabor konyvében is'.

A (6.11) képletnek megfeleld feladatok mindig megoldhatdk helyettesitéses integralassal,
ha a belsé fiiggvényt helyettesitjiik z-vel. Ennek oka az, hogy a belsé fiiggvény derivaltja
szorzotényezoként szerepel az integrdland6 fiiggvényben. Arra, hogy mas esetekben is
hasznalhat6 az eljaras, bemutatunk egy példat:

2
A feladat az f(l + ex) dx integralds elvégzése.
Akar a
t=e”,
akér a
t=1+e*

helyettesités célszerii lehet. Vélasszuk most az utdbbit, az eljaras igy érdekesebb.
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Ezzel
dt
—_— ex s
dx
dt  dt
dx=—=——7,
et t-1
mivel a helyettesités miatt
X
e =t—1

Elvégezziik a behelyettesitéseket:
2 1 i
1+e") dx = [1* ——dt = [—dr .
J( / r—1 / r—1

Az integriland¢6 fiiggvény raciondlis tortfiiggvény. A szdmldl6 fokszdma nagyobb,
mint a nevezdé, ezért polinomosztast végziink a 3.4.7. fejezetben lefrt médon.

Elvégzendd tehdt a
2 (t-1)
0sZtés.

A miivelet a 1épések magyardzata nélkiil a kdvetkezo:
2i(t=1)=1+1

A maradék 1, az eredmény tehat a kovetkezd:

t2

1
— =41+ —,
-1 -1
ezzel az integrélas:

t2 1 t2
—dt=(|t+1+— |dt =—+t+In|t-1|+C;.
1
t—1 t—1 2

1
(Az 1 tag integrdldsat a 6.3.3. fejezet (2) példdjaban lefrt modszerrel végez-
t —

tiik el.)
Az eredménybe visszahelyettesitjik ¢ értékét:
2
5 (ex + 1) o2 3 o2

j(1+ex) dx = +e* +1+Infe” :7+2e" +5+x+C1 = +2¢* +x+C,
ahol

3

C = Cl +— N
2

vagyis a hatdrozatlan integrdlokban a konstansok dsszevonhatdk.
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Lathatd, hogy az integrdlds sokszor nem egyszerii feladat. Kénnyen tudunk olyan
fliggvényeket konstrudlni, amelyeknek integraldsat nem tudjuk elvégezni. Van-
nak olyan fliggvények, melyeknek nincs is primitiv fiiggvényiik. Bizonyithaté
példaul, hogy az 5

flx)=e
figgvénynek nem létezik primitiv fiiggvénye. Az ilyen gorbék alatti teriilet koze-
lit6 kiszamitdsardl a 6.4.1. fejezetben sz6lunk.

6.4. Az integralszamitas alkalmazasai

6.4.1. Terliletszamitas

Miutdn mér képesek vagyunk meghatdrozni egyszeriibb fiiggvények primitiv fiiggvé-
nyeit, visszatériink a fliggvénygorbék alatti teriiletek meghatdrozdsdhoz.

A szamitdsokat a 6.1. tétel, a Newton-Leibniz tétel alapjan fogjuk elvégezni. A 6.1. feje-
zetben a hatdrozott integrdl definicidjat felhaszndlva kiszdmitottuk az f (x) =x°

fliggvény gorbéje alatti teriiletet a [O; 2] intervallumon, eredményiil 5 -ot kaptunk.
Szamitsuk ki Ujra a teriiletet!
Az els6 1épés a feladat megfogalmazdsa, a hatdrozott integrél felirdsa. A feladat tehét az

A= fx2dx
0
hatdrozott integrdl kiszdmitdsa. A mdasodik 1épés a primitiv fliggvény meghatdrozisa.
Mivel a késdbbiekben a primitiv fliggvény helyettesitési értékeire is sziikségiink lesz, ezt
egy szogletes zardjellel jeloljiik a kovetkezé médon:

2 3 2
Azfxzdx=[X—+C1 .
0 3
0

Kovetkezik a primitiv fliggvény helyettesitési értékének kiszamitdsa a felsé és az alsé
hatdron, majd az utébbi kivondsa az eldbbibdl:

2
2 3 3 3 3 3
A:Ixzdx: x_+C = 2_+C — 0_+C :2_+C_0__C:§
0 30 Ls 3 3 3 3

Eredményiink egyezik a kordbbival, viszont sokkal kevesebb munkdval jutottunk hozz4.
Lathatjuk, hogy az integriciés konstans a szdmolds végén pozitiv és negativ elgjellel is
szerepel, tehdt kiesik. Ez a tételb6]l ad6déan mindig igy van, emiatt hatdrozott integrd-
14sndl a konstanst nem tiintetjiik fel.
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Példak:

1. Szdmitsuk ki az f(x) R fiiggvény gorbéje alatti teriiletet a [2;6] inter-
vallumon (6.11. dbra)!

y,

X

/f()=%x+3

15 ‘ X
) . 1
6.11. dbra Az f(x)= Ex+3 fliggvény

gorbéje alatti teriilet kiszamitdsa

Latjuk, hogy a kérdéses sikidom egy trapéz, melynek parhuzamos oldalai, vagyis
alapjai fiiggblegesek. Magassaga 4, alapjainak hossza 4 és 6, igy teriilete a geo-
metridbdl ismert képlet alapjan:

(a + c) (4 + 6)

A: m= 4:20,
2 2

ahol a és ¢ az alapok hossza, m a magassag.

A teriilet meghatarozdsa integraldssal:

6
6 2 2 2
Azj(lx+3jdx= 1 o] =[S ha6 || 2 q32|=27-7=20,
S\ 2 2 2 , L4 4

az eredmények megegyeznek.

2. Szémitsuk ki az f(x)=sinx fiiggvény gorbéje alatti teriiletet a [0;27] inter-
vallumon (6.12. dbra)!

Ha nem figyeliink és mechanikusan alkalmazzuk a teriiletszamitas képletét, ak-
kor a kovetkez6t kapjuk:

27
A= (j) sinxdx:[—cosx]é’t = (—cos2n)—(—cosO) = (—1)—(—1) =-1+1=0.
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6.12. dbra A szinuszfliggvény gorbéje alatti teriilet
kiszamitdsa

A 6.11. abrén latjuk, hogy a teriilet nagysdga nem nulla, a kapott eredmény rossz.
A problémdt az okozza, hogy a [O; 7:] intervallumon az integrél pozitiv, mig a
[TC;ZTC] intervallumon negativ a (6.2) 0sszefiiggés értelmében. A két intervallu-
mon az integrdlok abszoldtértéke megegyezik, ezért kaptuk a nulla eredményt.

A megoldas a kovetkezd: kiszamitjuk a teriiletet a [O; 7:] intervallumon és az
eredményt megszorozzuk kettdvel.

A =Isinxdx:[—cosx]g — (~cos )~ (~c0s0) = (~(~1)) =~ (~1) = 141=2.

A teriilet nagysdga tehat
A=2A =4

Ennek a kis feladatnak tobb tanulsdga is van.

A fentiek szerint teriiletszamitas el6tt érdemes a fliggvény grafikonjét felvazolni.
Ha az x tengely alatt is vannak teriiletrészek, akkor a kiszdmitand¢ teriiletet ré-
szekre osztjuk Ugy, hogy a zérushelyeket is integrdldsi hatdrok lesznek. A rész-
intervallumokon kiilon-kiilon integrlunk, a negativ teriiletek ellentettjét vessziik,
majd a részteriileteket 6sszeadjuk.

Erdekes taldn az is, hogy akar egy transzcendens fiiggvény gorbéje alatti teriilet
is lehet egész szadm.

Fontos észrevétel, hogy az eldjelekre és a részeredményekre a szdmitdsok sordn
nagyon gondosan kell iigyelni, mert konnyen hibazhatunk.

Természetesen bonyolultabb teriileteket is meghatdrozhatunk integrilszdmitissal dgy,
hogy alkalmas mdédon részekre osztjuk illetve kiegészitjiik a sikidomokat dgy, hogy min-
degyik 0sszetevd teriilete valamilyen gorbe alatti teriilet legyen.

Itt csak egy ilyen jellegii példdt mutatunk be.

Példa:

Szamitsuk ki az f(x) =—(x—1)2 +6 ésa g(x) = (x—2)2 +1 fliggvények gor-
béi altal korbezart sikidom teriiletét!
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__fx)=-(x-1)?+6

a(x) = (x-2)%+ 1

— T "
6.13. abra GoOrbék altal korbezart
teriilet kiszamitasa

Az eldbbi példdknal is szemléletesek az abrdk, ilyen jellegli feladatokndl pedig
szinte nélkiilozhetetlenek. A két gorbe fiiggvénytranszformdciéval konnyen abra-
zolhat6 (6.13. abra).

Az abrardl a metszéspontok vizszintes koordindtdi, amelyek az integraldsi inter-
vallum hatdrai lesznek, leolvashatéak. Ki is szdmithatjuk Oket tigy, hogy a két
fliggvényt egyenldvé tessziik és a kapott egyenletet megoldjuk. Itt a megoldandé
egyenlet masodfoku:

—(x=1) +6=(x—2)* -1,
gyokei nulla és 3.

Az f(x) fiiggvény gorbéje hatdrolja feliilrdl a kérdéses teriiletet, a gorbéje alatti
teriiletet fiigg6leges vonalazds mutatja. A g(x) fiiggvény gorbéje alulrél hatd-
rol, a gorbe alatti teriiletet vizszintes vonalazds mutatja. Lathat6, hogy a korbe-
zart teriilet a két gorbe alatti teriilet kiilonbsége:

A:i(—(x—l)z +6)dx—i((x—2)2 +1)dx.

A négyzetreemeléseket és a lehetséges Osszevondsokat elvégezve a kovetkezot

kapjuk: 3 3

A= j(—x2 + 2x+5)dx—j(x2 —4x+5)dx.
0 0

Az integraldsokat elvégezhetjiik kiilon-kiilon is, de a hatdrozott integral tulajdon-

sdgaibdl kovetkezden (6.1. fejezet) Ossze is vonhatjuk Oket. Jelen esetben ezt
tessziik, a szdmolds egyszertibb lesz. Az eredmény:

3 X x? ? 33 32
A=](2% +6x)dr=| 2746 | = 2-+6=|=9.
0 3002 3002

Az als6 hatdron, a nulla helyen a primitiv fiiggvény helyettesitési értéke nulla,
ezt nem tiintettiik fel.
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X

6.14. dbra A numerikus integrélas elve

Az analitikdban, kiilonbozé komponensek koncentracidinak meghatarozasandl gyakran
kapunk a 6.14. abran bemutatotthoz hasonlé gorbéket. Fontos jellemzdjiik, hogy az alat-
tuk 1évo teriilet ardnyos a komponens koncentraciéjdval, ezért meg kell hatdroznunk a
gorbe alatti teriiletet.

A gorbék egyenlete nem ismert, pontjaik mérési adatokbol szarmaznak. Emiatt az alta-
lunk eddig kovetett eljarastdl el kell tekinteniink. A mérési adatokbdl viszont kell6 stir{i-
séggel ismerjiik a gorbe pontjainak koordinatdit. A teriilet kiszdmitidsandl a 6.1. fejezet
példajaban leirt eljarashoz hasonlét kovetiink.

Felosztjuk a kérdéses intervallumot megfeleld szamu egyenld részre. Minden részinter-
vallum elején és végén ismerjiik a fiiggvényértéket. A teriiletet kozelithetnénk tégla-
lapokkal is, de lathat6an sokkal kisebb az eredmény hibdja, ha a 6.14. dbran bemutatott
mobdon trapézok teriiletét szamitjuk ki és 0sszegezziik. Kimutathatd, hogy az analitikdban
megszokott gorbék esetében 1 szdzaléknal kisebb relativ hibaval szamithatjuk ki a gorbék
alatti teriileteket, ha az intervallumot legaldbb 20-30 egyenld részre osztjuk fel.

Az itt vazlatosan leirt eljards a numerikus integrdlds. Nagyon jol algoritmizalhatd, ezért
szamitégépes programokkal az integrdl konnyen és gyorsan meghatarozhato.

6.4.2. Forgastestek térfogata

Az alapfeladat a kovetkezd: adott a folytonos f (x) fliggvény gorbéje az [a;b] inter-
vallumon. A gbrbe az adott intervallumon legyen korlatos! Forgassuk meg a gorbét az x
tengely koriil, és szdmitsuk ki az igy kapott forgéstest térfogatat (6.15. dbra)!

Induljunk el a 6.1. fejezetben leirthoz hasonlé médon! Részekre osztjuk az [a;b] inter-
vallumot. Egy-egy részintervallumon 4llandénak tekintjiik a fliggvényértéket és azzal szer-
kesztiink téglalapot. Az egyszerliség kedvéért most minden részintervallumon a minimadlis
fliggvényértéket vessziik. A téglalapok megforgatdsdval egyenes kdrhengereket kapunk. Az
i-edik henger magassiga az i-edik részintervallum hossza, Ax;, sugara pedig a minimélis
fiiggvényérték, m; az adott részintervallumon. Ennek a hengernek a térfogata:

V; = m?TAx;

mivel a henger térfogatanak képlete: V = rum.
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f(x)

6.15. dbra Abra forgastest térfogatdnak
kiszdmitdsahoz

Ha a részintervallumok szdma n, akkor a forgéstest térfogata kozelit6leg:

n n 2

i=l1 i=l1

Ebbdl hataratmenet képzésével a 6.1. fejezetben ismertetett médon a
b ) b
V=[(f(x)) mdx=nf f*(x)dx (6.15)
a a

képlet adddik a forgdstest pontos térfogatara.
Példa:
Szamitsuk ki az r sugari gomb térfogatit!

A megolddshoz helyezziik el az r sugard kor pozitiv félkorét a koordinata-
rendszerben, kozéppontjaval az origdban (6.16. dbra)!

A félkor egyenlete:
f (x) =rt -2 R

az integréldsi intervallum a [—r; r] .

r

/Nx) =\/r2.x2
-r K/ | X

6.16. dbra Abra a gomb térfogatinak
kiszamitdsdhoz
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Megemlitjiik még, hogy hatdrozott integrillal kiszdmithatjuk példdul gorbe ivhosszat,

Az adatokat behelyettesitjiik a (6.15) képletbe és kiszamitjuk a térfogatot:

r 2 r 37

VZTEf( rz—xz) dxzn'[(rz—xz)dxzﬂ:{rzx—%} =
r r

-r

ahogyan azt a kozépiskolabdl ismerjiik. Megjegyezziik, hogy a félkor kozéppont-
jat nem feltétleniil kellett volna az origéra illeszteni, barhol lehetne a vizszintes

tengelyen, de a szdmitasok elvégzése igy a legegyszeriibb.

forgéstest paldstjanak teriiletét is, de a szamitdsokkal itt nem foglalkozunk.

6.4.3. Munka kiszamitasa

A fizikdban, illetve 4ltaldban a természettudomanyokban nagyon elterjedt az integral-
szamitds alkalmazdsa. Mi most egyetlen kiragadott kérdést targyalunk, mégpedig azt, hogy
hogyan tudjuk kiszdmitani egy dugattyival lezart idedlis gdz munk4jat, ha a gz alland6
hémérsékleten tadgul. A problémaval fizikai kémiai tanulményaink sordn fogunk taldlkozni.

Tekintsiik a 6.17. abrat!

A géz térfogata a folyamat elején V|, nyomdsa p;. HOomérséklete dllandd, jele 7, a du-

gattyu feliilete, egyben a henger keresztmetszete A!

A kozépiskolabdl tudjuk, hogy a munka, W nagysagat

képlettel tudjuk kiszamitani, ha az erd, F irdnya megegyezik az elmozdulas, s irdnydval,

W =Fs

és az er0 allando.

A gz

erdvel hat a dugattyura, tehat a

W = p,As

képlettel szamithatnank ki a munkat dllandé nyomas mellett.
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<
N

S

AV s

-

p,V

6.17. dbra Téguld gdz munkdja

P11

\Z V, \

6.18. dbra Téagul6 gdz munk4ja allandé nyomason
Az As szorzat az dbrardl leolvashatdan éppen a térfogatvaltozds nagysdgat adja, tehét
W= plAV :

A 6.18. abran lathat6, hogy ha a gdz dlland6é nyomdson tdgulna, akkor a munka nagysdga
éppen a p-V gorbe alatti téglalap teriilete lenne a [Vl ;V2] intervallumon.

A feladat szerint azonban a gdznak nem a nyomdsa, hanem a hémérséklete allandé.
Ilyenkor az éllapotvaltozdsra a Boyle-Mariotte torvény érvényes:

pVi=pVa,
mésképpen
pV =dllando .

Legyen most az allandé értéke p;V; , vagyis irjuk a torvényt

pV =pWV
alakba!
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Atrendezéssel megadhatjuk a nyomds térfogattél vald fiiggését:
1
p(V)=pViy- (6.16)
Ha a nyomast a térfogat fiiggvényében abrazoljuk, akkor a 6.19. dbrat kapjuk.

A munka kiszdmitdsdt a mdr ismert médon kezdjiik. Felosztjuk a [V;;V, ]intervallumot n
részre.

Egy-egy részintervallumon a nyomadst dllandénak tekintjiik (mondjuk a maximalis értéket
vessziik mindenhol, ezt P -vel jeloljiik), és Osszegezziik a részintervallumokon elvégzett
munkakat:

P
P14 i
P2 4
Wq| Wy W3 W,
v Vs Vv

6.19. dabra Tagul6 gdz munk4ja 4dllandd
hémérsékleten

W= %W, =2 RAV; .
i i

Hatdratmenetet képezve integralt kapunk:

A kapott képlet altaldnosan érvényes, nem csak allandé hémérsékleten. Mi most be-
helyettesitjitkk a nyomads (6.16) képletét és kiszamitjuk az integralt:

V. V.

2 1 2 1 V. V.
W= pVi—dV=pW[—dV=pV[nV]} =pV;(InV, ~InVj) = p}yIn 2.

Vl V VI \% 1 V1

A munka itt is éppen a fliggvénygorbe alatti teriilet, ami a folyamatok p-V diagramon
torténd dbrazoldsanak nagy elénye.

Feladatok:

1. Integrdlja a kovetkezd fliggvényeket!

a) f(x)=12 b) f(x)=5x
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c) f( ) 3x2 —8x+2

e) f(x)=5sinx—3cosx

g f(x)=vx

. Integralja a kovetkezd fiiggvényeket!

a) f(x)=x(x-2)
o) f(x)=(Vx-2)(x+1)

¢ f( ) x+1

. Integralja a kovetkezd fiiggvényeket!
a) f(x)=3sin3x

¢ f(x)= 2J2x-6

&) f(x)=

. Integréilja a kovetkezd fiiggvényeket!
a) f(x)=3xsinx
c) f(x)=

X

d) f(x) =2-x+x*-6x°
f f(x)=e"-3x-3

nF(x)=—
X

b) f(x)=Vx(Vx-1)

d) f(x)=(3x-3)(x? ~2x+4)

2_ —
pof)=t=2
%) f(x) T+x
d) f(x)—cos(Sx 1)

H f(x)=(5x-1)"

b) f(x)=x"cosx
d) f(x)=3e"sinx

. Szamitsa ki az f(x)= x* fiiggvény gorbéje alatti teriiletet az [1; 4] intervallumon!

. Szdmitsa ki az f(x) =x>+x—1 fiiggvény gorbéje alatti teriiletet a [2;5] intervallu-

mon!

. Szamitsa ki az f(x)=2e" fiiggvény gorbéje alatti teriiletet a [O; 1] intervallumon!

. Szdmitsakiaz f(x)=x" ésa g(x)=2x fiiggvények dltal korbezart teriiletet!

. Megforgatjuk az f (x) = Ex +1 egyenletli egyenesnek a [2;6] intervallumra es6

szakaszat az x tengely koriil, igy egy csonkaktpot kapunk. Szdmitsuk ki a csonkakup

térfogatat!



7. Differencialegyenletek

7.1. Definicidk

A tananyag nem lenne teljes, ha nem érintenénk a differencidlegyenletek témakorét.

A fizikéban, a kémidban, a miiszaki tudomdnyokban, de akdr a gazdasagi életben vagy a
meteoroldgidban is a feladatok megolddsa sordn sokszor kell olyan egyenleteket feldlli-
tani és megoldani, amelyekben egy ismeretlen fiiggvény és kiilonb6z6 rendii derivaltjai
szerepelnek valtozok és konstansok mellett. A megoldést ilyen esetekben a fiiggvény
meghatdrozdsa jelenti. Azért taldlkozunk gyakran ilyen egyenletekkel, mert dltalidban
sokkal konnyebb Osszefiiggést taldlni a fliggvényérték megvaltozdsa és a viltozok el-
hanyagolhat6an kicsi mértékli megvéltozdsa kozott, mint felirni a tényleges fiiggvényt.

Differencidlegyenlettel irhatjuk le példaul egy populécié 1étszdmanak novekedését:

dN
—=kN,
dt
vagy masképp
N’ =kN,

ahol N a populdcié 1étszama, ¢ az idd, k ardnyossagi tényezd. Az egyenlet azt fejezi ki,
hogy a 1étszam novekedése ardnyos magdval a létszammal. Ez nagyon egyszerli 6ssze-
fiiggés, ritkdn igaz onmagdban. A létszdm biztosan nem ndhet a végtelenig példdul a
taplalék korlatozott volta miatt. A korlatozoé feltételeket megadhatjuk gy, hogy k értékét
is az id¢ fiiggvényének tekintjiik, vagy tovabbi tagokkal bdvithetjiik az egyenletet.

Newton mdsodik torvénye szerint
F =ma,

ahol F egy testre hat6 erd, m a test tomege, a a gyorsuldsa.
Tudjuk, hogy a gyorsulds az elmozdulds id6 szerinti masodik derivaltja (5.8.2. fejezet):
d’x
a=—7>=x
dt
Ha a testet rugé mozgatja, akkor a rd haté erd ardnyos az egyenstlyi helyzettdl valé ta-
volsdggal, vagyis a kitéréssel:

F =-Dx.
A negativ eldjel azt fejezi ki, hogy a kitérés és az erd ellentéte irdnyudak.

Behelyettesitések révén a
—Dx=mx"
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egyenletet kapjuk, ami szintén differencidlegyenlet, hiszen masodik derivélt szerepel
benne.

A differencidlegyenletek definicidja a kovetkezd:

7.1. definicio: Differencidlegyenleten olyan egyenletet értiink, melyben a meghataro-
zandé ismeretlen egy fiiggvény, szerepelnek benne az ismeretlen fiiggvény kiilonb6zd
deriviltjai, esetleg tovéabbi fiiggvények is.

A definiciénak megfeleléen a fiiggvény maga is szerepelhet a differencidlegyenletben,
mint nulladrendt derivalt, de legaldbb egy minimum elsérendli derivaltnak szerepelnie
kell benne.

A differencidlegyenletek megoldasara dltaldnos moddszer sajnos nincs. Ha meg tudjuk
egyaltaldn oldani 6ket, az alkalmazott médszer csak bizonyos tipusu egyenletek megolda-
sdra haszndlhatd, emiatt a differencidlegyenletek osztdlyozdsa alapvetd fontossdgu. Az
osztalyozas a legkiilonbdz6bb szempontok szerint torténhet.

7.2. definici6: Ha az ismeretlen fiiggvény egyvaltozds, akkor kozonséges differencial-
egyenletrdl beszEliink, ha tobbvaltozds, akkor parcidlis differencidlegyenletrol.

7.3. definicio: Egy differencidlegyenletet n-edrendiinek neveziink, ha az ismeretlen
figgvény benne szerepld legmagasabbrendii derivaltja n-edrendii.

Nagyon sok osztilyozds a megolddsi médszerek alapjan torténik. A differencidlegyen-
letek irodalma és problémakore annyira szertedgaz6, hogy mi meg sem kiséreljilk még az
attekintést sem, csupan egy kis izelit6t adunk, bemutatjuk az egyik legegyszerlibb, a
gyakorlatban sokszor eléforduld egyenlettipus megolddsi médszerét.

Miel6tt azonban erre ratérnénk, ismerkedjiink meg néhany tovabbi definicioval!

Tekintsiik az
' =9x (7.1)

differencidlegyenletet! (A felirdsban rogton latjuk az egyik egyezményes jelolést, mi-
szerint az ismeretlen fiiggvényt dltaldban y-nal jeloljiik, de elhagyjuk az x-tdl valé fiiggés
y(x) jelolését.)

Behelyettesitéssel rogton l1atjuk, hogy az
y=3x (7.2)

fliggvény megoldésa az egyenletnek:
y'=3,

yy' =3x-3=9x.
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Ha azonban az
y=9x*+C (7.3)

fliggvényt helyettesitjiik be, akkor azt is latjuk, hogy ez is megoldas:

, 1
¥ =18x——

WO +C

yy’=\/9x2+C-18x;=18—x=9x-
29’ +C 2

Mint majd latni fogjuk, a differencidlegyenletek megolddsa sordn mindig kell integral-
nunk. Ez természetes, hiszen a derivéltbdl integralassal kapjuk meg magat a fiiggvényt.
A (7.3) megoldasban szerepel az integracids konstans, az ilyen tipust megoldast dltald-

nos megolddsnak nevezziik. (Az y=—/9x” +C fiiggvény is kielégiti a (7.1) egyenletet,
az egyértelmil hozzdrendelés kovetelménye miatt valasztottuk a pozitiv értéket megoldas-
ként.)

A (7.2) megoldast az dltalanos megolddsbdl tigy kaphatjuk meg, hogy a konstans helyére
nullat helyettesitiink be. Az ilyen tipusti megoldds, amelyben tehdt a konstans meghatéro-
zott értéket vesz fel, a partikuldris megoldds. A partikuldris megolddst mindig az alta-
lanosbdl kapjuk meg ugy, hogy eldirunk valamilyen feltételt a véltozok értékeire. Az
elébbi partikuldris megolddst ugy kaphatjuk meg, hogy eldirjuk példaul az y(0)=0
feltételt (vagyis y értéke legyen nulla, ha x értéke nulla).

Ezeket behelyettesitjiik az dltalanos megoldas egyenletébe:

0=V0+C,

majd kifejezziik C-t.

Az adott valtoz6értékhez adott fiiggvényértéket eldird feltételt kezdeti feltételnek nevez-
ziik (régebben nevezték peremfeltételnek is).

Van még egy megoldastipus, ami az el6z6 kett6bdl nem kaphaté meg, és dltalaban érdek-
telen. A (7.1) egyenletnek ilyen megoldésa nincs, de példaul az

Y=y
egyenletnek megoldasa az
y=0
fliggvény, ami az altaldnos
y=Ce"

megoldasbdl nem kaphaté meg.

Az ilyen tipust megoldast szinguldrisnak nevezzik.
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7.2. Szétvalaszthato valtozoju elsGrendl kézdnseges
differencialegyenletek megoldasa

A tovabbiakban csupdn a cimben emlitett tipusi egyenletek megolddsaval foglalkozunk.
Hallgat6ink a késébbiekben ilyen differencidlegyenletekkel taldlkoznak, hasznos, ha is-
merik a megolddsuk médszerét.

Ko6z6s jellemzdjiik, hogy

g(y)y=r(x)

alakra hozhatéak.
A megoldés elvi menete:
Mindkét oldalt integraljuk x szerint:
fg(y)y’dx=ff(x)dx. (7.4)

A baloldalt agy tekintjiik, mintha helyettesitéssel integralndnk, az

y=y(x)
helyettesitést alkalmazva.
Igy
_dy
dx
e
y

Ezt behelyettesitve a (7.4) egyenletbe az
[ (y)dy=]f(x)dx

egyszerl 0sszefiiggés adddik.

Mindkét oldalt integraljuk a valtozdja szerint, az integraldsok elvégzése utan a
G(y)+Cl = F()c)-FC2

egyenletet kapjuk, ahol G(y) és F(x) primitiv fiiggvények. C, mindig dtvihetd a jobb-
oldalra:
G(y)=F(x)+C,-C,=F(x)+C,

mivel konstansok kiilonbsége konstans. Elegendd tehat az integraldsok elvégzése soran a
jobboldalon egyetlen integraciés konstanst feltiintetni.

A fenti eljarast a gyakorlatban a kovetkezOképpen hajtjuk végre:

— Alkalmazzuk az

_dy

) dx
atjelolést.
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— Szétvalasztjuk a valtozokat. A fenti kifejezést tortként kezelve dy-t szorzétényezdként
arra az oldalra vissziik, ahol csak y szerepel, mint valtozé (ez altaldban a baloldal), dx-

et szorzoként arra az oldalra, ahol x szerepel (ez dltaldban a jobboldal).

— Mindkét oldal elejére kitessziik a hatdrozatlan integral jelét, majd integralunk a meg-
felel6 valtozé szerint.

— A megoldasbdl kifejezziik y-t. Ha ez nem lehetséges, akkor a fiiggvényt implicit alak-
ban hagyjuk.

— Amennyiben tartozik kezdeti feltétel a feladathoz, akkor meghatarozzuk az integricios

konstans aktudlis értékét és megadjuk a partikuldris megoldast is.

Példa:

1.

Oldjuk meg az
y+xy'=0

differencidlegyenletet az y(1) =1 kezdeti feltétel mellett!

Eldszor az altalanos megoldast keressiik meg.

Alkalmazzuk az

b
dx
atjelolést: J
Y
+x—=0
Y dx
Szétvalasztjuk a véltozokat:
dy
X—=—vV>
dx Y
1
Ty L
. . . Yy X
Beirjuk az integraljeleket: . :
[—dy=[-—dx
y X

és integralunk:
In|y|=—In|x+C,.
Atalakitjuk a kapott kifejezést:
In|y|+1n|x|=C,,
In(|y+f)= €
RGNy

pll=e =C,.
(Y

=2
=7

(CeR).

(€;>0)
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Ebbdl vagy az

y=&7
X
vagy az
G
y=-—-
X

megoldds adédik. A kettd egyesithetd az

y= < , (CeR\0)
by
fliggvényben. Ez az 4ltaldnos megoldds, ami behelyettesitéssel konnyen ellen-
drizhetd:
—
xZ
, C cy ¢ C
ytxy =—+x|— |=———=0-
X X x x

A partikuldris megoldds megkereséséhez behelyettesitjiik az y=1 és az x =1
értékeket a megolddsba és kifejezziik C-t:

A kezdeti feltételnek megfeleld partikuldris megoldas tehat:

y=—-
X

Ha a feladatba az x =0 értéket behelyettesitjiik (ami az 4ltaldnos megold4s értel-
mezési tartomdnydba nem tartozik bele), akkor az

y+0y'=0
Osszefiiggést, ezzel az
y=0
szingularis megoldast kapjuk. Ez a szinguldris megold4s azonban x értékétdl fiig-
getlenill is megolddsa az egyenletnek.

Megjegyzés: a konstansokkal a megoldds sordn viszonylag szabadon bédntunk,
mindig a céljainknak megfeleld alakban adtuk meg Oket. Ez altaldban is jellemzd
a differencidlegyenletek megolddsara.

Végiil egy olyan egyenlet levezetését mutatjuk be, amely mind a képalkot6, mind a labo-
ratériumi analitikus szakmdéban alapvetd jelentdségii.

Ha egy elektromégneses sugirzds képes behatolni egy kozegbe, akkor abban a megtett tit-
jatol és a kozeg anyagi mindségétol fiiggd mértékben elnyelddik.
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A képalkot6 diagnosztikdban a rontgensugarak egy részének az emberi testben torténd el-
nyelédése utdn a meggyengiilt rontgensugarak a testbdl valé kilépés utan alkotnak érté-
kelhet6 képet fényérzékeny lemezen, vagy detektor segitségével.

A laboratériumi diagnosztikdban oldatokon dthaladd, meghatdrozott hullimhosszisagu
fénysugdr intenzitdsdnak véltozasat detektdljuk, a véltozasbdl az oldat koncentracidjat
tudjuk kiszdmitani.

Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban a fény sz6t fogjuk haszndlni.

Feladatunk tehét az, hogy megvizsgaljuk, hogy hogyan fiigg a fény intenzitdsa a kozeg-
ben megtett ttjanak hosszatol.

Vegyiink egy parhuzamos sikokkal hatdrolt, megfeleléen vastag kdzeget, melynek hatara-
ra I, intenzitdsu fénysugdr érkezik és belép (7.1. dbra)!

dx

X
7.1. dabra Fénysugar gyengiilése
atlatszé kozegben

Jeloljiink ki a kozeg belsejében egy dx vékonysdgu réteget, melybe I intenzitdsu fény-
sugér 1ép be!

A fénysugér intenzitdsdnak megvéltozasa, dI nyilvdnvalé médon ardnyos /-vel (ha mond-
juk 200 fotonbdl 10 nyelddik el, akkor madsik 200-bdl is, igy 400 fotonbdl mar 20), és a

megtett Uttal, dx-szel. Mivel x novekedésével I csokken, kell egy negativ eldjel is az ara-
nyossigba:

dl =—Idx.

Ahhoz, hogy az ardnyossdgbdl egyenldség legyen, sziikségiink lesz egy ardnyossagi té-
nyezdre. Ez alapvetden fiigg a fény hullimhossz4tdl és a kozeg anyagi mindségétdl egya-
rant, jeloljik g -vel. Ezzel fel is éllitottuk kis differencidlegyenletiinket. (Itt utalunk
vissza a 7.1. fejezet egyik dllitdsdra, miszerint sokkal konnyebb egyenletet felirni egy
mennyiség megvaltozdsara vonatkozdan, mint magét a fiiggvényt megalkotni.)

A megoldandé differencidlegyenlet tehat:
dl =—uldx,
keressiik az  =1(x) fiiggvényt.
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A megoldds menete a példaéval megegyezo:

Szétvalasztjuk a valtozokat:

1
7d1 = —ﬂdx 5
kitessziik az integraljeleket:
1
—dI = | —pudx
[7a=]-n
és integralunk:
In/ =-—ux+C,.

A baloldalon most nem haszndljuk az abszoldtérték jelet, mert a fényintenzitds értéke
nem lehet negativ.

Atalakitjuk egyenletiinket:

Inl —ux+C,
e :eﬂ |’

[=e#"0 =760 = ¢ C = Ce™™.

Ezzel az éltalanos megoldadst megkaptuk, de mivel konkrét gyakorlati problémarél van
sz0, ki kell kiiszobdlniink a konstanst. Az ehhez felhasznalhat6 kezdeti feltétel a kovet-
kez6: ha x=0, vagyis a fénysugdr éppen a kozeg hatirdn van, akkor I =1, vagyis
1(0)=1,.

Behelyettesitjiik ezeket az értékeket az dltalanos megoldésba:
I,=Ce"’=Ce’=C-1=C.

Ezt visszairva az éltalanos megoldasba kapjuk meg a partikularis, esetiinkben a végleges
megoldast:
I=Ie".

A torvény neve a rontgendiagnosztikdban gyengiilési torvény, a kémiai analitikdban (kis-
sé mds formdban felirva) Bouguer-Lambert-Beer torvény, mindkét teriileten alapvetd a
jelentosége. Az érdekesség kedvéért megemlitjiik, hogy Pierre Bouguer francia matema-
tikus és fizikus ismerte fel 1719-ben®.

7.3. Differencialegyenletek kdzelité megoldasa
A téma gyakorlati jelentdsége olyan nagy, hogy mindenképpen meg kell emliteniink.

Taldn mdr vildgossa valt az olvasé szdmdra, hogy a differencidlegyenletek megolddsa ne-
héz feladat. Még az el6z06 fejezetben targyalt, legegyszertiibb tipust differencidlegyenlete-
ket sem tudjuk megoldani, ha nem tudjuk elvégezni az integrdldst. Bonyolultabb esetek-
ben pedig sokszor teljesen reménytelen az analitikus megoldas.

A gyakorlat azonban igényli a felvetett probléméak megvélaszoldsat, példdul hogy mennyi
lesz egy anyag koncentricidja bizonyos reakci6idd eltelte utdn, hol ér foldet egy elrom-
lott mesterséges hold, mennyi lesz a hdmérséklete egy kihtil6 testnek bizonyos id6 eltel-
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tével, stb. A gyakorlat altal felvetett kérdések szerencsés ko6zos jellemzdje, hogy elegendd
adott pontossdggal valaszolni rdjuk, éppen azért, mert gyakorlati problémak. Altaldban
senkit nem érdekel példaul egy homérsékleti adat egymilliomod fok pontossidggal, né-
hany tized, esetleg szdzad fok hiba sokszor elhanyagolhato.

A feladat tehat a kovetkez6: adott az

Y'=Ff(xy) (7.5)
tipusu differencidlegyenlet és az

y(%) =¥

kezdeti feltétel. Meg kell hatdrozni azt az y értéket, ami egy tdvolabbi X, helyhez tarto-
zik, mikdzben az egyenlet analitikus megoldadsat nem ismerjiik.

A kozelitd megolddsra sokféle kiilonb6z6 megoldas ismert. Mi most a legegyszeriibben
megérthetd, Euler-modszernek nevezett eljards elvét ismertetjiik.

Legel6szor egy fogalmat kell tisztdznunk. A differencidlegyenlet partikularis megoldasa
egy fliggvény képletét szolgiltatja. Mivel ezt integralassal kaptuk, integrdlgorbének
nevezziik. Az dltaldnos megoldds tartalmazza az 6sszes partikuldris megoldast, ezért gor-
beseregnek nevezziik. Az egyes integralgorbék a C konstans ért€kében térnek el egy-
mastol.

A kozelitd megolddshoz mindenképpen ismerni kell az integralgdrbe egy pontjat, ezzel
valasztunk ki a gorbeseregbdl egy gorbét. Ez a pont az (x,;y,) pont, amit a kezdeti fel-
tétel ad meg. Fogalmazhatunk tgy is, hogy integralgorbénk az (x,;y,) pontbdl indul.

Ha ismernénk az analitikus megoldast, akkor behelyettesitéssel ki tudndnk szamitani a
keresett y=y(x,) értéket.

Mivel nem ismerjiik, a gorbét az érintdjével helyettesitve kiszdmitunk egy uj fiiggvény-
értéket az x,-tél nem til tdvoli x helyen (5.8.1. és 5.8.4. fejezet).

Ehhez az (5.28) egyenlet illetve az (5.29) szabdly megfeleld alakjat hasznéljuk. Az érintd
irdnytangense a (7.5) egyenletbdl adédban f (x,;y, ), ezért az érinté egyenlete:

Y=o+ (X5 20) (2= %) .
Az x, helyhez tartoz6 kozelitd fiiggvényérték:
Y=Y +f(xo;)’o)(x1 _xo) .

A kozelité megolddsnak megkaptuk tehat egy (x,;,) pontjit. Ebbdl tovdbblépve teljesen
hasonlé médon kapunk egy (x,;y,) pontot:

»=n+f ) -x),
abbél egy (x,;y,) pontot, és igy tovabb.

Az eljarést addig folytatjuk, amig a vizszintes tengelyen el nem érjiik az x, helyet.
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Igy az integralgorbét egy tortvonallal helyettesitettiik, ami y(x,)-ra természetesen csak
egy kozelitd y, értéket szolgaltat (7.2. dbra).

y
/ v
Yk
y(Xi)
Yo
Xo >‘(1 >‘(, >‘(3 >‘(4 X X

7.2. dbra Differencidlegyenlet kozelitd megoldasa

Az elkdvetett hiba kiilonb6zd mdédszerekkel becsiilhetd. Ha az els6 eljdrdssal tdl nagy a
hiba, akkor végigcsindljuk a szdmitdsokat wjra, kisebb lépésekkel. Addig ismételiink,
amig a hiba kell6en kicsivé nem vélik.

Mint lathatd, az eljards nagyon sok szdmoldst igényel, viszont nagyon jol algoritmiz4l-
haté. Elvégzése szamitogépes program segitségével egyszeriibb esetekben nem probléma.
Léteznek gyorsabban kozelitd eljardsok is. Ezeknek akkor vessziik nagy hasznat, ha bo-
nyolult differencidlegyenlet-rendszerek kozelitd megoldasat keressiik, mert ezek szamito-
gépes uton is csak hosszud id6 utdn kaphatok meg. Ilyen egyenletrendszerek frnak le pél-
d4ul bonyolult kémiai reakcidkat, vagy mondjuk az iddjdrast.

Feladatok:

1. Ellendrizze, hogy a kovetkez6 differencidlegyenleteknek megolddsai-e az adott fiigg-
vények:

a) y+y'=(x+1)2 y=x"+1
b) y+y' =0 y=e"
c) l} 2@ y =sin2x
a) 3y =§ y=vx
e) y—y =x" y=x +2x-2
2. Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenleteket az adott kezdeti feltételek mellett!
a) y'-x=0 y(0)=0
b) ¥ =2 y(1)=2

y
c) y=3y y(0)=5
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