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SZTOCHASZTIKUS KAPCSOLATOK ELEMZESE

6. SZTOCHASZTIKUS KAPCSOLATOK ELEMZESE

A gazdasagi jelenségek behat6 elemzése gyakran igényli annak megaliapitasat,
vajon két vagy tobb - az adott esemény szempontjabél lényeges - statisztikai ismérv
kapcsolatban 4lle egymassal. A valtozdk kozotti  kolcsSnhatdsok  tipusait
tanulmanyaink sordn érint6legesen mar megismertitk (lasd! TK. 1. 1. fejezet). A
jellemzok kozitti kapesolatokat szimos szempont alapjan csoportosithatjuk; a
tananyagunk szempontjabol legfontosabb felosztds szerint az ismérvek lehetnek
egymast6l fuggetlenek; koztitk a kapcesolat lehet sztochasztikus, illetve
determinisztikus. A statisztika-tudomany a fentiek kozill alapvetden a sztochasztikus
kapcsolatok vizsgalatdval foglalkozik, am ez nem jelenti azt, hogy az ismérvek kozotti
fuggetlenség, vagy a determinisztikus kapcsolat - mint a sztochasztikus kapcsolat
szélsGséges esete - nem képezheti vizsgalodasunk targyat!.

A statisztikai ismérvek kozbft tendenciaszeriien, valdszindségi jelleggel
érvényesiild Osszefliggést sztochasztikus Kapcesolatnak nevezziik. Ez a
gyakorlatban annyit jelent, hogy egy egyednek az egyik ismérv egy adott
iIsmérvvaltozatahoz vald tartozasibél kovetkeztethetiink arra, hogy ez az egyed egy
masik ismérv melyik valtozatahoz tartozik. Az esetek egy bizonyos szizalékiban
azonban kovetkeztetésiink hibads lesz. Minél szorosabb az dsszefliggés a vdltozok
kozott, azaz minél kozelebb all a kapcsolat a fiiggvényszeriihéz, annal kisebb a
valosziniisége a tévedésnek. A fentick alapjan kézenfekvd, hogy a statisztika-
tudomény megkisérli valamilyen eszkdzzel az ismérvek kozotti kapcsolatok

1A viltozok kozti fiiggvényszerii (determinisztikus) kapcsolat elemzése elsdsorban a
matematika-tudomany targykdrébe tartozik, igy - ismerve ¢ két médszertudomany szoros

kapcsolatdt - nem lepddhetink meg azon, hogy szimos a statisztikiban hasznilatos
vizsgalati eszk$z erdsen matematikai indittatasu.
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Elofordulhat, hogy eldzetes informicidink alapjan nem tudjuk elddnteni, melyik
valtozd az ok, és melyik az okozat, mert a vizsgalatunkban szerepld ismérvek kozott
mindkét irAnyd hatds érvényesiilhet (gondoljunk példaul arra a kbzismert tényre, hogy
az emberck matematikai és zenei érzéke koz6tt kapcsolat mutathaté ki; az azonban
nehezen donthetd el, hogy vajon a kitiind matematikai érzék teszi-e kénnyebbé a zene
harmoénidjanak észrevételét, vagy a zenében megtalalhaté tokéletes ardnyok keltik fel a
matematika iranti érdeklddést). Ilyenkor a legcélravezetobb megoldas, ha a kapcsolat
szorossaganak szamszerusitését mindkét feltételezés alapjan elvégezzik.

A sztochasztikus kapcsolatok csoportositasa leggyakrabban a bennilk szerepl6
ismérvek tipusa alapjan térténik. Ennek megfeleléen beszélhetiink asszocidcids,
vegyes €s korreldcids kapcsolatrdl. Asszocidciés kapcesolatnak a mindségi
ismérvek; korrelaciés kapcsolatnak a mennyiségi ismérvek kdzdtti kapcsolatot
nevezziik; vegyesnek pedig azon kapcsolatokat, melyben az ok szerepét mindségi,
az okozat szerepét mennyiségi ismérvek toltik be. Az elemzési eszkdzidk
kivdlasztdsa szempontjabél azonban az el6bbi osztalyozis rugalmasan kezelendd.
Tudjuk, hogy mig a mindségi ismérvek altalaban nomindlis-, illetve ordinalis skalan
mérhetdk, addig a mennyiségi ismérvek leglobbszdr intervallum-, vagy aranyskalin
jelenithetdk meg. Eléfordul, hogy egy adott ismésv tobbfajta mértéken is megjelenit-
betd. Példaul jellemezzik eredményesség szempontjab6! a gazdalkodd egységeket a
vagyonaranyos nyereségikkel. Ha ezt a tényleges, szazalékos ériékekkel tesszik akkor
aranyskalaval dolgozunk; ha azt mondjuk, hogy az adott véllalat az 1.,2.,... stb. a
vizsgalt terilleten, akkor ordinalis mértéket hasznalunk, noha egyazon ismérv alapjan
végeztik az elemzést. Ilyen esetekben elofordulhat, hogy alapvetden mindségi
ismérvek kozbtti  kapesolatra kidolgozott eszkdzoket alkalmazunk a mennyiségi
ismérvek kozotti osszefiiggés leirasara?,

2 Nem szabad elfeledkeznilnk azonban arré$, hogy egy magasabb rendd skalarél alacsonyabb
rendiire valo dttérés szinte mindig informaciévesziéssel jir, Ezért a kapcsolatvizsgalatok
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6.1 A SZTOCHASZTIKUS KAPCSOLATOK VIZSGALATANAK
STATISZTIKAI MODSZEREI

A statisztikat ismérvek kozotti Osszefiiggések csoportositasa utan vizsgdljuk meg,
milyen médszertani eszkdz0k allnak rendelkezésiinkre ezek elemzéséhez. Annak
alapjan, hogy vizsgalatunk adatb4zisat milyen sokasig képezi, a sztochasztikus kap-
csolatok analizalasa sorin felhasanalt statisztikai modszereket két  csoportba
oszthatjuk:

o alapsokasdg elemzését kapcsolatszorossagt mérészamokkal végezzik (leird
statisztika),

» részsokasdg (minta) elemzése soran az ismérvek kozotti kapcsolat szignifikdns
voltat teszteld hipotézisellendrzési eljarasokat alkalmazunk (kovetkezietéses
statisztika).

Az elsd csoportba tartozd egyitthatokkal a kapcsolat intenzitdsit kivanjuk
szAmszeriisiteni, azaz valamilyen mértéket akarunk meghatirozni, amelynek alapjan
eldénthets, hogy egy adott kapcesolat szorosabb-¢, mint egy mésik. A kapcsolatszo-
rossagi mérdszamokkal szemben négy olyan kovetelmeényt hatarozunk meg, melyek
teljesitlése egy széles korben, altalanosan haszmalandé mutatétol etvarhaté:

1) az egyiitthaté legyen meghatirozhaté, azaz lehetéség szennt kevéssé legyen
érzékeny a mutatd szimszerisithetdsége az olyan extrém esetekre, melyben példaul
az egyik ismérv szerinti megoszlas egy ismérvvaltozat koril tomonii; vagy ha elé-
fordulnak olyan ismérvvaltozat-kombiniciok, melyekhez tartozd gyakorisdgok
nullak;
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2) az egyitthaté abszolat értéke legyen a {0;1] zart intervallumban, azaz
teljesiiljon az egyenidtlenség:
0< |®| <1 (6-1)

ahol © a kapcsolatszorossagi egyiitthaté. Annak kikétése, hogy a mutatd abszolit
ériéke szerepeljen a fenti intervallumban azért lényeges, mert bizonyos tipusi
kapcsolatokban (ahol az ismérvek ordinalis-, intervallum-, vagy aranyskalan
mérhetdk) értelmezzilk a kapcsolat pozitiv, illetve negativ irdnyat is. Az ilyen
dsszefliggés szorossagat mérd mutatoszamok a [-1;1] intervallumba kell, hogy
essenek, ugyanis eldjeliik a kapcsolat iranyarél tajékoztal. A mutatd O értéke esetén
a kapcsolat hianyardl, *I értéke esetén Miggvényszerit (determinisztikus)
kapcsolatrol beszélink;

3) legyen a mutatéd monoton, vagyis szorosabb kapcsolat esetén a mérdszam abszolit

értéke legyen magasabb;

4) teljesitse a mutato azon elvarasunkat, miszerint akkor és csak akkor veszi fel a
sz¢lsoériékeit, ha valoban a kapcsolat teljes hidnyaval, vagy fuggvényszeri

kapcsoiatial allunk szemben,

A fenti feltételck mellett az egyitthatokka! szemben meg szoktdk hatdrozni a
szimmetria kovetelményét is, mely szerint ha egy adott modszerrel vizsgaljuk A és B
viltozd kapesolatat, akkor a mutatd szerint A ugyanolyan szoros kapcsolatban alljon
B-vel, mint B A-val. Ez latszdlag logikus kovetelmény, am ha a kapcsolat
szorossaganak vizsgalata soran a valtozok kozott megkillonbozietjilk a magyarazo-,
illetve eredményvaltozokat, akkor értelmezhetd killonb6z0 szorossagu kapcsolat is.
(Gondoljunk a valtozok kozotti ok-okozati viszonyokrol elmondottakra! Ha A valtozd
oka B-nek, de B valtozé nem oka A-nak, akkor értelmezhetd az az eredmény is,
amikor A és B koézott szorosabb kapcsolatot talalunk abban az esetben, ha
modellinkben A magyarazza B-t, mint akkor, ha B magyarazza A-t) Mivel a val-
tozok kozotti kapcsolatok szorossigénak vizsgalata régebbi eredetii, mint az oksagi
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eldbb bemutatott leird statisztikai eszkdzt (kapcsolatszorossagi mérdszimot) egy
részsokasagra vonatkoztatva hatirozzuk meg, mindtssze arr6l kapunk informaciot
milyen szoros a kapcsolat a mintaban a vizsgalandé ismérvek kdzott. Ahhoz, hogy az
egész alapsokasigra vonatkozd megallapitiasokat tehessink, szikséges valamilyen
kovetkeztetéses statisztikai moOdszer hasznélata. A kapcesolatok  vizsgélatanak
(meglétének, illetve hidnyanak) masodik alapvetd modszere a hipotézisetlendrzés.
Ennek soran tesztelni kivanjuk, vajon a vizsgélatba vont valtozok kozoit a kapcsolat
valéban szignifikans-¢, avagy az ismérvek kozbtti tendenciaszeriinek tind dsszefuggés
a véletlen hatasara alakult k.

Az elemzésiink soran alkalmazott hipotézisrendszer:

H, : ©=0 (6-2)
H, : |©]>0
Lathatjuk, hogy a nullhipotézis elfogadisa a sztochasztikus kapcsolat hianyat,
elvetése a kapcsolat meglétét jelenti. Ennek értelmében adott szinten szignifikansnak
tekintjik a kapcsolatot, ha a probafiiggvény értéke a kritikus tartoméanyba esik, vagyis
meghaladja a tablabel ériéket.

A kapcsolatvizsgalati médszerekrd] Altalanossagban elmondottak utdn vizsgaljuk
meg a kilénbdzd tipusu Osszefuggések elemzésére szolgald konkrét eljarasokat. A
kovetkezokben elsGként az asszociacids-, majd a vegyes-, végiil a korrelacidés kapeso-
lat szorossagat mérd egyiitthatékat, valamint az ezek szignifikins voltat tesztels
hipotéziscllendrzési eljarasokat ismertetjik.
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6.2 AZ ASSZOCIACIOS KAPCSOLAT ELEMZESE

A kapcsolatok csoportositasakor emlitettiik, hogy az asszociaciés kapcsolat mérése
kontingenciatabla alapjan torténik. A késdbbickben alkalmazando jelolésrendszer
egységesitése érdekében elevenitsiik fel a kétdimenzids kontingenciatablat.

A kétdimenzids kontingenciatabla sémdja

6-1. tabla
"A" ismérv "B" ismérv valtozatai
valtozatai B, B, B, 5.
A1 1?ll flz tﬂll ri.
Az f21 l.22 ver fz: fz.
A, £, £, £, £,
3 f, f, f, n

Tudjuk, hogy a tablaban f,, gyakorisag megmutatja azon egyedek szamat, akik az
"A" valtozd szempontjabdl az a. (a=l,...,s), a "B" valtozd szempontjabol a b.
(b=1,....t) ismérvvaltozathoz tartoznak. A tabla elemeire érvényesek a koévetkez6

Osszefuggések:

b= a=l
22f,=2f, =2f,=n
a=] b=l a=1 b=1

Az asszociacios kapcesolat vizsgalata elvégezhetd a relativ gyakorisagok alapjan is.
Ebben az esctben a kombinacios tabla a kovetkezdképpen modosul:

10
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P(A ~B) = P(A)P(B) (6-3)

vagyts, amennyiben az A és a B esemény fuggetlenek, akkor egyiittes bekévetkezési
valosziniségiik megegyezik a egyedi bekovetkezési valdsziniiségeik szorzataval.
Amennyiben az A és B ismérvek fiiggetlenek egymastdl, akkor annak valdsziniisége,
hogy egy egyed az a és a b ismérvwaltozattal jcllemezhetd, kifejezheté a
peremvaldsziniségek szorzataként (lasd! TK. I 3. fejezet). Tehat a fiiggetlenség

esetére érvényes valosziniség:
P = PPy (6-4)

Természetesen nemcesak a relativ, hanem a tényleges gyakorisiagok fliggetlenség

esetén varhato értékét is meghatarozhatjuk:

PR (6-5)

Az elsb kisérletek az asszociacids kapcesolat szorossaganak meghatarozasara abbol
az egyszertisitésbol indultak ki, hogy a vizsgilandd mindkét ismérv alternativ, azaz

csak két ismérvvaltozattal rendelkezik’.

7 A valtozok minden esetben alternativva transzformalhatok az dltalunk legfontosabbnak
tartott ismérvvaltozat kivalasztasaval és a t6bbi valtozat dsszevondsdval, am ez lényeges
informacick elvesztéséhez vezet. (Példa lehet erre a tantargyak mindsitése: az 6t fokozati
skdla (jeles, jo, kbzepes, clégséges, elégtelen - alternativva alakithatd - megfelelt, nem felelt
meg.)

12
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Alternativ ismérveket tartalmazd kombinacios tabla sémaja

6-3. tabla
A/B B, B, )
AI fl 1 fl 2 fI .
A1 fz] fu fl
X f, {, n

A kétallapotu (binaris) valtozok kozottt kapcsolat elemzése soran hasznalhaté elsG
mutatészam kidolgozisa G.U.YULE nevéhez fiizodik. Mivel fuggetlenség esetén:

fif ff f,f f,f
f=l..l " fal..z : f=2,.l : f=_2.__-_2_
n=o =T 2 n_ 2 n
ezért:
fff,f, ff.ff .
£, = — 22 4 =L '222 1= f,,f;, vagyis:

n n

fiufy - . = 0

A fenti kulonbségrol belathatd, hogy éréke a [-n?/4,+n2/4] intervallumban
szorodik. Annak érdekében, hogy a mutatd a kapcsolatszorossagi mérészamokkal
szemben tamasztott masodik kovetelménynek megfeleljen, transzformiljuk a
kiilsnbséget, hogy abszohit értéke a [0; 1] intervallumba keriiljon:

Y= fnfn _rllril

= (6-6)
fify + 6,565,

A mutatd ériéke 0, ha az ismérvek fuggetlenek. Az egyiitthaté elBjelét ordinalis
skalan mérhetd valtozok esetén értelmezhetjiik, a kovetkezd modon: pozitiv elbjel
esetén az "A" valtozd szempontjabol elobbre rangsorolt egyedek “vonzzik" a "B" val-

13
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1026 szempontjabol eldbbre rangsorolt egyedeket; negativ eldjel esetén "taszitjak"

czeket®,

Nézziink erre egy példat!

Egy félév végi kollokvium eldtt a tantargy oktatdja konzultaciot tartott. A
vizsgakoteles 100 hallgatobol 60 vett részt a konzultdcion. A két nappal
késdbbi vizsgan 20 hallgatdé nem felelt meg, kozulik 5 vett részt a
konzultacion. Hatarozzuk meg, segitette-e a konzulticié a vizsgara valo
felkészilést, azaz milyen szoros az asszociacios kapesolat a konzultacion valg
részvétel és a vizsga sikeressége kozott !

~~~~~~

Yule-mutatot. (Az ismérveket ordinalis skalan mérhetonek tekinthetjiik, ha a
konzultacion vald részvételt nagyobb intenzitast felkésziilésként, a vizsgan
valé megfeiclést jobb eredményként értelmezzitk.) Informacidink a kovetkezd
tabidba foglalhatok:

Konzultacién Vizsgan megfeielt z
Nem Igen

nem vett részt 15 25 40

részt vett 5 55 60

z 20 80 100

Képezziik az Y-mutatot:
Y- I5x55~25x5 825-125 700

= = = =0,7368
15x55+25x5 825+125 950

§ A nominalis skaldn mén véiltozok kozoui kapesolat irdnya nem értelmezhetd, ilyenkor
csak a mutatd abszolut értéke lényeges a kapesolat vizsgalata szempontjabof.

14
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Tehat a konzulticion valdé részvétel és a vizsgaeredmények kozbtt szoros
kapcsolat mutathaté ki, vagyis a konzultacié "segitette” a vizsgara valé fel-
késziilést.

A Yule-féle asszociaciés cgyutthatérol megmutathaté, hogy nem minden
szemponibdl felel meg a kapcsolatszorossagi-mérdszimokkal szemben tamasztott
kovetelményeknek. Lattuk, hogy csak alternativ ismérvek esetén alkalmazhato, igy
olyankor, ha barmelyik ismérv kettdnél tobb ismérvvaltozattal rendelkezik, az eredeti
adatokbol nem szimithatd. Szintén hidnyossiga a mérdszamnak, hogy értéke nem
determinisztikus kapcsolat esetén is elérheti az 1-et. Konnyen belathat6, hogy ha a
tablaban taldlhatd egy O gyakorisdg, akkor a mutatd abszolut értéke 1 lesz, noha
cbben az esetben nem feltétlend] hatarozhaté meg az egylk ismérv szerinti
hovatartozas alapjan a masik ismérv szerinti besorolas. (Determinisztikus kapcsolat
esetén ugyanis vagy a tabla f6-, vagy mellékatlojanak mindkét eleme nulla lenne.) A
fenti problémék azt eredményezik, hogy a mutatoét ritkan alkalmazzuk, altalaban csak
eldzetes tajékozodasra hasznaljuk.

A Yule-egyiitthat6é hidnyossagai arra késztették a statisztika miiveldit, hogy ennél
altaldnosabban is hasznilbhatd, a koévetelményckhez jobban igazodé mutatét
szerkesszenek. Amennyiben az ismérvek nem figgetlenck egymastol, akkor a relativ
gyakorisagok, illetve a tényleges gyakorisdgok eltémek az (6-4), illetve (6-5)
képletekben meghatarozottaktdl. Ezen eltérések annd) nagyobbak, minél tavolabb van
a kapcsolat a fiiggetlenségtol. A fentiekbél kiindulva megszerkeszthetjilkk a négyzetes
kontingencia mutatdjat, a relativ gyakonisagok alapjan:

(6-7)

p a3 £ P.Py)

a=1 b=} pmp,b

15
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illetve a tényleges gyakorisagok alapjan:

2
(f.b _ fu.f.bj
i z‘: n (6-8)
a=) b=l fa‘fb
n

Az (6-7) és (6-8) képletek egyszerisithetok?:

o Dok 0 o

a=1 b= Alhlpnpb

A mutatd értéke az alabbi intervallumban talalhaté:

0 <x? <(s-bn (s<t)

A mutatdé értékének felsd hatarat a két valtozd ismérviltozat szimanak
minimuma befolyasolja. A kisebb ismérvvaltozatszam természetesen tartozhat a “B”
valtozohoz is. A négyzetes kontingencia mellett gyakran hasznalatos - a killonbozd
megfigyelésszamot tartalmazd kapesolatok 6sszehasonlitdsinak megkénnyitésére - az

atlagos négyzetes kontingencia mutatdja:

2

o =X (6-10)

A mutato értéke a [0;(s-1)] intervallumban sz6rodik, vagyis maximalis értéke csak
abban az csetben nem nagyobb 1-nél, ha legalabb az cgyik ismérv altemativ. Ezen
hidnyossag kikiszobolesét szamos kutato Kisérelte meg. Az egyutthatét elébb K.
PEARSON, majd A.A. CSUPROV modositotta, de czek a valtozatok sem feleltek

? A bizonyitast 14sd! pl. Irodalom [36).

16
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Az ismérwaltozatok szama 3 és 4, ezért a Cramer-féle mutatd
szamszeriisitésével vélaszolhaté meg a feladat. Hatdrozzuk meg echhez

elészor a fiiggetlenség esetén érvényes gyakorisagokat (f,,°):

Iskolai Telepiiléstipus

végzettség Budapest \if:;;' Koézség | Osszesen
8 altalanos 440 660 | 1.100 2.200
Szakmunkas 800 1200 |2.000 4.000

Erettségi 240 360 600 1.200
Fels6fokn

végzetiség 120 180 300 600

Osszesen 1.600 2.400 4.000 8.000

A tényleges-, illetve az ismérvek fliggetlenségének feltételezésével szamitott
gyakorisagokbol meghatarozhatd a négyzetes kontingencia értéke, majd

ebbd! a Cramer-mutaté értéke:

18
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(300-440)° +(400-660)2 ., (100-300"

x?= =123187
440 660 300
2 2 2
v & =8.00({ 300 + 400 .+ 00" _ ) =123187
1,600 %2200  2.000x2.200 4,000 x 600
o < 123187 _ 0.1540
8.000
c= 21340 _ 59975

6-)

Az asszocicios egyiitthaté alapjan elmondhatd, hogy a telepiilés szerinti
hovatartozas és az iskolai végzettség kozott gyenge sztochasztikus kapesolat
mutathato ki.

Az asszociacids kapesolat vizsgalata soran viszonylag ritkan nyilik lehetdségink
arra, hogy a teljes alapsokasag alapjan végezziikk el az elemzésitnket. A mintabdl
orténd kapesolatvizsgalat két médszerrel végezhets el

* 2z asszociacios egyiitthatd becslésével;
» akapcsolat szignifikans voltara vonatkozoé hipotézis teszteléséve.
Az asszocidcids egyiitthatdk mintdbdl torténd pont- és intervallumbecslésének

bemutatisa meghaladja a tananyag kereteit, ehhez ugyanis a hagyomanyos
ismertetett - mérdszamok mellett tovabbi mutatdk targyalasa is szikséges lenne!©.

A kapcsolat szignifikns voltdra vonatkozo feltevésiinket a fiiggetlenség-vizsgdlat
modszerével valaszothatjuk meg. A teszteljirds a négyzetes kontingencia mutatéjara
epul. A vizsgalat soran alkalmazott hipotézis-rendszer:

10 L.4sd! Irodalom [18).
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Hyx’ =0 (6-12)
H;:%x*>0

Tehat a nullhipotézis szerint az ismérvek figgetlenek, mig az altemativ hipotézis
elfogadisa a sztochasztikus kapcsolat szignifikdns voltat jelenti.

f.f,)
(6 -0

f.fs

n
eloszldst kovetd valosziniiségi valtozok négyzetei, igy az ezek Osszegeként képzett
négyzetes kontingencia mutatd y2-eloszlast kovet. Az eloszlas szabadsagfoka elvben
(st-1), hiszen az 6sszeg (st) tagbol 4ll, melyek kdzil az utolsé a minta nagysdgabdl
eredden determinalt. Mivel azonban az esetek tilnyomé részében a perem-
valdsziniiségeket is becsillniink kell, igy a szabadsagfok csokken a becsiilendd
paraméterek szamaval. Tudjuk, hogy a peremvaldsziniiségek Osszege sorok és
oszlopok szerint is 1, igy ¢sszesen csak (s-1) és (t-1) peremvalosziniiséget kell a minta
alapjan meghatarozni. A fentiekbdl kdvetkezden, a nullhipotézis teljestilése esetén a
négyzetes kontingencia  y2-eloszlast kovet, (st-l-(s-1+t-1)) = (s-1){t-1)
szabadsagfokkal. Vagyis:

[f fa.f_b)z
o n

X.:mp= -Ig f fb IHO o xzs-l)(t-l)

Belathato, hogy a valosziniségi valtozok standard normdlis

(6-13)

Ennek ismeretében a hipotézisellendrzés kdnnyen elvégezhetd:

1} Meghatarozzuk az empirikus 32 értéket (x?q)-
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Elséként a minta alapjan hatdrozzuk meg a négyzetes kontingencia becsilt
értéket:

2 2
(50_300x90J (630_700x810J

. 1000 ) . 1.000
Xewo =300 x 90 700 x 810
1000 1000
2 2
. 1.00({ 50 +. .+ 630 - 1] =12751
300 x 90 700 x 810

A (3-1) (2-1)=2 szabadsagfoku yx2-eloszlis kilénbozd szignifikancia-
szintckhez () tartozod eloszlasfiiggvény-értékét tartalmazza a kovetkez tabla
(az adatok a x2-eloszl4s tablajabél szarmamak, lasd! TABLAZATOK):

a 0,100 0,050 0,025 0,010

12 4,605 5,991 7,378 9,210

A mintabol szamitott érték 127,51, vagyis minden ésszerii szignifikancia-
szinten meghaladja a tablabeli ériéket, igy a kapcsolat szignifikansnak
tekinthetd.

6.3 A VEGYES KAPCSOLAT ELEMZESE

A gyakorlati elemzések soran gyakran meril fel annak az igénye, hogy kiilénb6zd
tipust - kvalitativ és kvantitativ - ismérvek egymas kozotti kapesolatat elemezzik. Ez
annyit jelent, hogy megkiséreljok a minéségi ismérv (ismérvek) alapjan képzett
csoportok mennyiségi ismérv szerinti kiillonbozdségét szimszerlisiteni. Az elemzés
kitejed a minéségi ismérv(ek) és a mennyiségl valtozd kozdtti kapcesolat
szorossaganak mérésére, valamint annak megallapitasara. hogy a csoportosité
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mindségi ismérv szerint homogénnek tekinthetd-e a sokasdg. Tananyagunkban csak
azokkal a vegyes kapcsolatokkal foglalkozunk, melyekben egy mennyiségi- és egy
vagy t6bb mindségi ismérv szerepelll. A vegyes kapcsolat jellemzése sordn
alkalmazott eszkdzbk - a szbrasnégyzet Osszetevokre bontasa, illetve a vari-
anciaanalizis - kordbbi tanulminyainkb6l ismeretesek (lasd! TK. 1. 2. fejezet), igy
mddszertanilag csak a tobb csoportositd ismérvet tartalmazé dsszefiiggések elemzése
lesz jdonsag.

6.3.1 Az egy mindségi ismérvet tartalmazé vegyes
kapcsolat elemzése

Az egy mindségi és egy mennyiségi ismérvet tartalmazd vegyes kapcsolat
elemzését a kdvetkezBképpen rendezett sokasagbd! végezziik:

A kétvaltozos vegyes kapcsolat adatbazisa

6-4.tabla
Megfigyelés A mindségi ismérv valtozatai
1. 2, m.
1. X1 X121 _aee Xm1
X112 X122 Xy
n Xin X2 Xmnm.

A fenti tabla auekintése soran fontos megjegyezni, hogy az egyes csoportokhoz (a
mindségi ismérv killonbdz0 véltozataihoz) eltérd szamu gyakonisag is tartozhat, vagyis
pl. n, nem feltétleniil egyezik meg n_-mel. Mivel dltalaban a mennyiségi ismérvek

11 Az olyan vegyes kapcsolatok elemzése, melyekben (5bb mennyiségi ismérv szerepel, a
kvalitativ magyarazd valtozdkat is tartalmazé regressziés modell segiiségével végezhetd el.
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igen sok valtozattal rendelkeznek, a sokasag fenti mddon valo leirasa nehézkes. Ezért
gyakran az alapsokasagot minden egyedének felsorolasa helyett a csoportok dtlagaval
és szorasaval jellemezziik. A kovetkezokben bemutatandd eszkéz0k mindegyike
feltételezi az alapsokasigon és az egyes csoportokon belil a mennyiségi ismérv
normalis eloszlasat.

A vegyes kapcsolat elemzéséhez irjuk fel a varianciaanalizis ismert modelljét (lasd!
TK. L. §. fejezet):

X; =P+T;+E; (6-14)

ahol a j-edik csoport i-edik eleme (x;), a teljes sokasagra vonatkozo varhaté érték (p),
a jedik osztaly csoporthatisa (1)) és az g; véletlen hatas 6sszegeként adédik. Kénnyen
belathatd, hogy minél szorosabb a kolcsdnhatas a csoportosité mindségi ismérv és a
mennyiségi ismérv kozstt, annal jelentésebb a modellben az egyes csoportokhoz valé
tartozas hatasa. Legyen a j-edik csoportra jellemzd varhatd érték (p):

B=B+T;
Mivel:
TR R 6 g T Xt M
ezéit az (6-14) képlet felirhatd:
X; = b+ (p; — 1) +(x; - #;)} Vagy némiképp talakitva:
Xj= k= (R =) +{x; - 1)

A fenti képlet a varhaté értékektd] (atlagoktol) valé eltérésekre ir fel dsszefliggést,
igy kézenfekvd a vegyes kapcsolat elemzését is ezen eltérések alapjan elvégezni.
Vegyiik észre, hogy amennyiben az eltérések egész sokasagra vonatkozo atlagait kell

meghataroznunk, akkor a feladat nem mas, mint a sokasagi teljes-, kilsd- és belsd
szOras kiszamitasa. Minéi szorosabb a vegyes kapcsolat, annal nagyobb - a csoporto-
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sitis hatasat szamszeriisitd - kilsd szoras részardnya a teljes szérason belill, A vegyes
kapcsolat szorossigat mérd mutatészam, a szérashanyados is erre az ardnyra épiil:

g% _ [Sk _ [;_% (6-15)
= - 2 = 2
o] c c

A szbrashanyadost a sztochasztikus kapcsolat szorossigat mérd mutatéként
értelmezziik: amennyiben értéke 0, gy a kapcsolat hianyarél, ha értéke 1, akkor
figgvényszerii kapcsolatr6l beszélink. A mutaté négyzetét (szérdsnégyzet-
hanyados) magyaraz6 eréként értelmezziik, vagyis H2 megmutatja, hogy a mennyi-
ségi ismérv sz6rédasanak hany szizalékat magyardzza a csoportosité mindségi ismérv

szerinti hovatartozas. (A fennmaradé (100-H?) sz4zalék a véletlen hatisdnak tudhaté
be.)

A fentiek szemléltetésére tekintsiik a kdvetkezd példat!

Egy konyvkiad6 vallalat 1990-es évre vonatkozd forgalmi adatai kozill az

aldbbiak ismeretesek:
Jellemzd Az eladott kényvek tipusa
Regény Verses mil Szinmil
Kiadott miivek szama 40 12 10
Atlagos példanyszam 100.000 40.000 28.000
A példanyszAm sz6rasa 20.000 15.000 10.000 |

Elemezziik a kényvek tipusa és az eladasi példanyszam kozdtti sztochasztikus
kapcsolatot!
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homogénnek tekinthetd-e. A kérdés a gyakorlati életben is szimos helyen felmerd!,
gondoljunk példaul arra, amikor ¢! kivanjuk donteni van-e knldnbség a kilonbozd
nemii dolgozdk keresetében, vagy eltérock-¢ a mis-mas iskolai végzettségiiek
fogyasztasi szokAsai.,

A vegyes kapcsolat szignifikdns voltit a varianciaanalizis, mar koribban
megismert modszerével végezzilk!2. Hipotézisrendszerink:

Hy:V1;=0(t;=0mindenj-re)
(6-16)
H,: 3}, v;#0 (létezk j, amelyre t; #0 )

vagyis a nullhipotézis teljesiilése esetén nincs szignifikans kapcsolat a mindségi- és a
mennyiségi ismérv kozott. Ismeretes, hogy a varianciaanalizis végrehajtasinak eléfel-
tétele, hogy a részsokasagok eloszlasa normalis, szdrdsuk pedig egyenld legyen.

A feltételek teljesdlése esetén, amennyiben a nullhipotézis igaz, az alabbi
prébafiiggvény F-eloszlast kdvet, (m-1) és (n-m) szabadsagfokkal:

Fo__m-1 (617

Az F-préba elvégzéséhez szitkséges értékeket foglaljuk Ossze az 1n.
varianciaanalizis-tablaban:

12 A médszert a kettnél tobb sokasagi varhaté énék egyezdségének tesztelése sordn
vezettik be (lasd! TK. 1). Jelen problémdra valé alkalmazisa - bir némiképp mas
szemiéletbdl tdriénik - semmiféle méds:  ai Gjdonsiget nem tartalmaz.
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Varianciaanalizis-tabla kétvaltozds vegyes kapcsolat esetén

6-5.tabla
A sz0rodas | Szabadsag- |  Eltérésnégyzetosszeg | Atlagos eltérés-
oka fok (S8S) négyzetdsszeg
(szf) (MSS)
. . m o S "
N-lméségl m-1 Sk =Z“1("j - %)’ 1
ismérv j=
m B S
= =12 -8B
Véletlen n-m Sg= ;;(x,-j -X;) n—m
_ m 0j 2 i
Osszesen n-1 S—;:;(xij-x) —
Tekintsiik a kdvetkezd példat!

Egy a felsdoktatasi intézmények hallgatdinak anyagi helyzetét célzd vizsgalat
sordn 38  véletlenszeriien kivalasztott  hallgatét kérdeztink meg
lakashelyzetérdl és havi atlagos kiadasarél. A valaszok alapjdn a havi
kiadisok a kovetkezdképpen csoportosithatok (Ft/ho):
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Hallgaté Lakashelyzet
Sz016knél Kollégiumban Albérletben
1. 1.600 1.500 2.000
2. 1.800 1.900 2.500
3. 1.800 2.000 3.500
4, 2.000 2.000 3.500
5. 2.000 2.200 4.000
6. 2.000 2.300 5.000
7. 2.000 2.500 6.000
8. 2.500 2.500 6.500
9. 2.900 2.500
10. 3.800 2.800
il 4.000 3.000
12. 5.700 3.000
13. 3.000
14. 3.500
15. 4.000
16. 4.200
17. 4.200
18. 4.500
ATLAGOS
KIADAS 2.675 2.867 4.125

Szignifikdnsnak tekintheté-e - 5 %-os szignifikancia-szinten - a kapcsolat a
haligatok lakaskoriilményei és havi kiadasai kodzott!

Alkalmaznk a varianciaanalizis modszerét;
12x2.675+18%x2.867+8x4.125

x= 12+18+8 =3.071
12(2.675 - 3071)’ +...+8(4.125 - 3.071)°
F= 3 3-1 — = 3,38
(1600 - 2.675)" +...+(6.500 - 4.125)
38-3
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A 2,35 szabadsagfoku F-eloszlas kritikus értéke 5 %-os szignifikancia-szinten
3,27, azaz a nullhipotézist el kell vetniink. A proba alapjan - adott szinten - a
hallgatok lakaskorilményei és kiaddsai kdzotti Osszefliggést szignifikansnak
tekintjik.

Lathattuk, hogy az egy minBségi ismérvet tartalmazé vegyes kapcsolat tesztelése -
bizonyos feltételek teljesiilése esetén -visszavezetheld a t6bb sokasagi varhatd érték
egyezségét ellendrzd varianciaanalizisre. Kézenfekvo, hogy a vegyes kapcsolat jelen-
tds voltanak tesztelését akkor is a sokasagi varhaté értékek egyezdségének vizsga-
latanal bemutatott modszerekkel végezziik, ha a feltételek nem teljesiilnek. fgy ha:

« a csoportokon belilli szorasok nem egyeznek meg, akkor az in. variancia-
stabilizal6 transzforméciét!3,

e a csoportokon belilli eloszZlas nem normdlis, akkor a KRUSKAL-
WALLIS tesziet alkaimazzuk.

6.3.2 A tobb mindségi ismérvet tartalmazé vegyes
kapcsolat elemzése

A t6bb mindségi (csoportositd) ismérv és egy mennyiségi (eredmény) valtozd kozti
kapcsolat a kovetkezd tabla alapjan vizsgalhatd:

13 Lasd! Irodalom [45] 158-39 old.
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A tobbvaltozds vegyes kapcsolat adatbézisa

6-6.tabla
B, B, B
A, A, | A A, A A,
Xpn | oo [ Xim | Xz | o | Xm2 | o ] Xk | | Xk
Xai Xam | X212 Xom2 X2k X2k
X Xam | X2 Xnm2 Xoik Xpmk

A tobbviltozds vegyes kapcsolat hatékony elemzésének elfeltétele, hogy a
mindségi ismérvek valtozatainak szama attekinthetden kicsi legyen; valamint hogy az
osztlyozas sordn képzddd, csoportok elemszama ne legyen nagyon csekély. (A
gyakoriatban iltalaban megkdveteljuk, hogy minden csoport legalabb 5 megfigyelést
tartalmazzon.) Lathatd, hogy csak olyan sokasagokkal foglalkozunk, melyekben az
egyedi csoportok elemszAma azonos (n). A korlatozasok természetesen feloldhaték,
am ennck bemutatasa meghaladna tankonyviink kereteit.

Két mindségi ismérv (magyariz6é valtozo) esetén a (6-14) modell viszonylag
egyszeriien kiterjeszthetd:

Xiy = R+ 7% Py + (p)yy + ey, (6-18)
ahol:

X;v - az "A" viltozb j-edik és a "B” valtozd v-edik ismérvviltozatahoz tartozd
i-edik megfigyelés értéke;

u - a sokasagi varhatd érték;
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Hyo = [I- 555 — (6-19)
ZZ (xuv X )
vzl j=1 1=}
Felirhatjuk a parcidlis mutatok képletét is4:
= _\2
an(x_j -% )
HXA-B = k ijn .
3536 -%)
vzl )=) =
: (6-20)
mnY (X, ~% )
Hga = =

A mutatdk négyzctei magyarazd eréként, szazalékos formdaban értelmezhetdk.

Részsokasdg (minta) alapjan végzett elemzés soran megvizsgalhatjuk, vajon
szignifikansnak tekintheté-¢ a mindségi ismérvek és a mennyiségi ismérv kozotti
kapcsolat. A kapcsolat meglétét a kétutas, mas néven kétfaktord varianciaanalizis

modszerével tesztelhetjitk. Akarcsak az egyutas varianciaanalizisnél, a mddszer

14 Vegyiik észre, hogy mivel a mindségi ismérvek altaliban nomindlis skdlan mértek, igy
szérasuk nem ériclmezheld. Ebbd] addddan a parcidlis mutaték megegyeznek a kétvaltozods
totalis mutatdkkal.
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alkalmazisanak eldfeltétele, hogy az egyes csoportokon beltl a mennyiségi valtozd
eloszlasa normalis legyen, valamint a csoportok ismeretlen szbrasa legyen egyenld!s,

Az eltérésnégyzetdsszegekre érvényes Osszefuggés alapjan felirhaté. a kétutas
varianciaanalizis tablaja, amelyben a teljes eltérésnégyzetdsszeget kivaltd okai alapjan

bontottuk fel?é:
Kétutas variancianalizis-tabla
6-7. tibla
Ok | s SS MSS
m 2
A m-1 S, = an(i‘j‘ 5 ) S,/(m-1)
i=t
k 2
B | k-1 So =mn3 (%, - % ) Sg/(k-1)
vzl
AB [@-D&-Ds, =03 3(x,, ~X, -X, +_)} | Swim-DD)
v=] jsl
E | mkee) |5, =333 (xp - %,) Se/mk(a-1))
v=l j=t =)
T | amk-1 S=iii("w _xm)z S/(nmk-1)
va) jal =l

Belathat6, hogy az atlagos eltérésnégyzetdsszegek varhaté értéke a kdvetkezo:

15 Amennyiben a feltéteick nem teljesitinek, mis eljarst kell alkalmazni (pl. nem normalis
closzldst véletlen hatds esetén FRIEDMANN-prébat). Ezen eljirdsok leirdsa megtalathatéd

pl. Irodalom [45]-ben.

16 A tibla fejrovatdban alkalmazott rOviditések megegyeznek a 6-5. tdbldban

alkalmazottakkal.
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E(MSS) ="

E(MSS,) =0’ +kn<

E(MSS;) =0’ +mn= 1 vagyis az atlagos eltérésnégyzetdsszegek
k

- (t9).,
E(MSS,3) =06’ +n (“‘ ,;)(m )

E(MSS;) =

Mf’x‘

torzitatlan becsiései a sokasagi variancianak, ha teljesiilnek a kovetkezd nullhipotézi-
sek:

m (6-21.1)
H, : p 0 (6-21.2)
Hy, : (tp)y =..= (1P)m =0 (6-21.3)

{(6-21.1), (6-21.2) ¢és (6-21.3) nulihipotézisek tesziclése az 6-7. tablaban szerepld
mennyiségek  alapjan, a  becsiilt szorasnégyzetek  Osszehasonlitasat — célzo
F-probaval végezhetd.

A probafuggvények és az Fcloszlas szabadsdgfokai rendre:

FoMSS,. =m-1, v,=mk(n-1) (6-22.1)
MSS,

- MSSB v, = k-1 v, = mk(n - I) (6-222)
MSS,
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X :%(179+...+195)= 185,66 X, =%(164+...+l74)= 169,00
_ 1
X4 =g(168+...+]?8)= 174,00 X,, =-é(152+..,+162)= 157,17

X, = %(184+...+204) =196,00 X,, = é(l64+...+175) =167,83

1.

X, = -i%(l 79+. ..+I?4) =177,33 (atlétak atlagos magassaga)

X, = --1-—(168+...+]62) = 165,58 (tormdaszok atlagos magassaga)

12

X, = —1_)-(1 84+...+l75) = 181,92 (usz20k atlagos magassiga)

-

X, = i(17’9«»-...«}/.’04) = 185,22 (férfi sportoldk atlagos magassaga)

X, = %(164+_..+l75) = 164,66 (ndi sportolok atlagos magassaga)

X =%{179+...+175)= 174,94 (atlagmagassag)

-
-

S, = 12[(177,33-174.94)" +..+(18192-174.99) |=1703.4
S, = 18[(18522-17494) +..+(164,66 - 174,94)’| = 3802,9

(185,66 — 177,33 - 185,22 +174,94) +.. +
Sps = =260,7

+(167,83 - 181,92 - 164,66 +174,94)°
Se =(179-18556)" +..+(175-167,83)" = 904.9

S=(179-174,94) +..+(175-174,94)" =6671,9
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A fentiek alapjan meghatarozhatdk a kapesolatszorossagi mérdszamok:

~ 904,9
6.671,9

,1.7034
H.., = - =0,5053 H?,, =0,2553
xBA 66719 XBA
/3.8029
H,, .= >~ =0,7550 H2, . =0,5700
XA B 66719 XAB

Elmondhatd tehat, hogy a mindségt ismérvek és a mennyiségi ismérv kozitt a
kapcsolat szoros; a két csoportositd ismérv az eredményvaltozd szérédasanak
mintegy 86 %-at hatdrozza meg. A sportigak és a magassag kozotti
sztochasztikus kapcsolat - eltekintve a nemek hatasétol - kdzepes intenzitdsu.
Az élsportolok nemek szerinti hovatartozisa testmagassaguk szorédasanak 57
%-at magyardzza meg, ha kisziirjik a sportagak hatasat,

=0,9297 H%, =08644

Hyp =

A kapcsolatszorossagi mutatdk szamszerdsitése utén teszteljlk az ismérvek
kozotti kapesolatok szignifikans voltat:

1703472
B 904,9/30
_ 3802,9/1
A 9049/30
_260,7/2
A%~ 904.9/30

=2823
=126,08
=432

Mivel 5 %-os szgnifikancia-szinten az F-eloszlas kritikus értéke
( Rao = 4,17 E.y = 3,32) kiscbb az dltalunk becsiltnél igy minden esetben

el kell vetniink 2 nullhipotézist. A nem, a sportag és a két mindségi ismérv
"kozi3s" hatasa egyarant szignifikins kapcsolatban Aall a sportolok
testmagassagaval.
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Mivel a kapcsolatban szerepld valtozdk ismérvviltozatainak szdma 4ltaliban
igen nagy, ezért az eldfordulé ismérvvaltozat-kombinacidk szima lényegesen
meghaladja az asszocidciés kapcesolatban keletkezd kombinacidk szamat. Ennek
kévetkeztében az egyes valtozatparokhoz tartozd gyakorisdgok kicsik
(nagysaguk jellemzd médon 1). Az eldbbick miatt a korrelaciés kapcsolat
vizsgilata nem kombindcids tabla, hanem a vdltozépirok (-harmasok stb.)
egyes megfigyelésekhez tartozo értékeinek felsorolasa alapjén torténik.

A korrelacits kapcsolat adatbazisa

6-8.tabla
Megfigyelés Valtozd
Y X, X, X,
1. Yi X1 X1 XK1
2. Y2 X13 Xa3 Xk2
n ¥n XIn Xan Xin

Az adatbazisrdl jegyezziik meg a kovetkezoket

« konvenciondlisan a kapcsolat eredményviltozdjat jeldljik y-nal, a
magyaraz) (tényez0) valtozokat pedig x;-vel (ahol: j=1,2... k};

« az adatbazis minden valtozdjahoz azonos (n) szamu megfigyelés tartozik;

» a korrelaciés kapesolat megnevezése mindig az Osszes benne szerepld
valtozd alapjan torténik, vagyis az y-t és x-t tartaimazd kapcsolat
kétvaltozis; az y-1, X,-t és x,-t tartalmazd haromvaltozds, s.i.t. (praktikusan
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osszefuggésekre kidolgozott eljarasok elméletileg alkalmazhatok linearis Osszefug-

gések esetén is, de ez forditva nem érvényes.

200

180

6-4. abra Hatarozatlan iranyu kapcsolat

Az 6-4. abra hatarozatlan iranyl kapcsolatot mutat X és Y kozott. Lathaté, hogy
nem fuggetlenségrol van szd, hiszen az eredményvaltozo alakulasa x figgvényében jol
leirhato (esetiinkben polinom fiiggvénnyel), de a kapcsolat iranya valtozo. Ebben az
esetben tehat olyan mutatoszamot kell alkalmaznunk, amely nem érzékeny a kapcsolat

iranyanak valtozasara.

A kitlonbozd jellegii kapcsolatok bemutatasa utan felmertlhet a kérdés, hogyan tudjuk
a vizsgalat soran elddnteni, hogy milyen tipusu kapcsolattal allunk szemben. Erre

alapvetden harom megoldas kinalkozik:

» donthetiink eldzetes informacié alapjan (szakimai ismeret, korabbi vizsgalat
ercdménye stb.) ;

« abrazolhatjuk a valtozokat ¢s donthetiink az abra alapjan;
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» donthetiink regresszidanalizis?® alapjan .

A tovdbbiakban azokat a mddszertani eszkozoket mutatjuk be, amelyekkel a
killénbozd jellegh kapcsolatok vizsgalata elvégezhetd. Az eljardsok ismertetése utan
roviden kitériink azokra a problémakra, melyeket a helytelen eszkdzvalasztas idéz eld.

6.4.1 A kétvaltozds korrelacioés kapcsolat vizsgilata

A tarsadalmi-gazdasigi jelenségek vizsgdlata soran gyakran merdl fel annak
igénye, hogy két mérhetd (mennyiségi) ismérv kozdtti kapcsolat szorossagat
vizsgaljuk, illetve megéllapitsuk, van-e egyaltalan jelentds kapcsolat az adott ismérvek
koztt. A tudomény szamos teritletérdl hozhatunk példakat ezen kérdésfeltevésre, ezek
k6ziil csupan néhany:

» az antropometria régi kérdése: van-¢ kapcsolat a testmagassag és a testsuly kozott;

o gyakran felmerdld kérdés, hogyan hat az iskoldzottsig (tanuldssal eltoltdtt ido,
elvégzett osztdlyok szima) az intelligencia-hanyadosra;

o a makrodkondmia Ordk kérdése: milyen az Osszefiggés az inflacids- és a
munkanélkiiliségi-rata kdzott,

» vallalatgazdasdgtani elemzések sora kisérelte meg kideriteni, van-e sszefiiggés a
kifizetett bérek és a nyereség kozott .

A fenti kérdések barmelyikének megvilaszolasa egy kétvaltozds korrelacids
kapcsolat elemzését igényli.

2 A regresszidanalizissel a tankényv kovelkez fejezetében foglalkozunk.
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A kovariancia mutat6jarél belathat6, hogy abszolut értéke nem lehet nagyobb a két
vallozd szdrasinak szorzatandl, igy ezzel nonnalva a mutatdt szirmaztatjuk a linedris
korrelacids egyutthatét:

c Y(xi -x)yi -¥) (6-26)
oo Cyx Al
YX

—UYC'X L 2 & -
Zy?-nszZX? - nx?
=1

i=1

Az igy meghatarozott korrelaciés egyitthat6 abszolat értéke 0 és 1 kozott talalha-
t, eldjele a kapesolat iranyara utal, nagyobb abszolit értéke szorosabb kapcsolatot
jelez.

A mutaté - néhany kézenfekvd atalakitas utan - mas formaban is felirhat6:

n _ n n n
ZYixi"'nyx "ZYixi "ZYini

i=1 i=1 i=1_ i=l

e s, SR, n n )2
2.yi -~y gllxi ~ X nzlyg _(}%yi]
1= 1=

A korrelacids egyitthaté szimmetrikus, azaz ugyanolyan erdsségii kapcsolatot
mutat X magyarazo- és Y eredményvaltozd kozott, mint forditva. A mutatéd négyzetét
- akidrcsak korabban - magyardazd erbként értelmezzilkk, és determindcids
egyiitthatonak nevezzik.

A mennyiségi ismérvek kozdtti kapcsolat vizsgalata sordn gyakran taldlkozunk
azzal a problémaval, hogy nem nyilik alkalmunk a teljes alapsokasdg felmérésére, és
igy minta alapjan kell elemzésiinket elvégezni. A kapcsolat vizsgalata ekkor
elvégezhetd
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A nullhipotézis értelmében a két ismérv fiiggetlen, ennck elvetése a korrelacids
kapcsolat szignifikans voltat igazolja?2. A becsult korrelacios egyutthatora épild

probafiiggvényiink:

-

2

t-—?——rr — (6-29)
1-13,

a nullhipotézs teljesiilése esetén (n-2) szabadsagfoka t-eloszldst kovet.

A kétvaltozds linedris korrelacios kapcsolat elemzésének bemutataséra tekintsik a
kovetkezd példat:

Egy hasznaltauté-kereskedés kinalatdbol vilasztottunk ki véletlenszeriien 20
azonos tipusi személygépkocsit, hogy megvizsgaljuk, milyen szoros az
osszefliggés az autdk életkora és ara kozott. Adataink:

Sorszam | Eletkor (év) | Ar (EFt) | Sorszam | Eletkor (év)| Ar (EFt)
1. 3 400 11. 12 100
2. 10 130 12. 7 200
3. 7 200 13. 6 250
4 6 180 14, 5 260
5. 3 370 15. 7 210
6. 1 540 16. 4 320
7. 1 510 17. 1 570
8. 1 580 18. 9 170
9. 2 470 19. 11 90
10. 5 300 20. 9 150

Elemezziik a kapcsolatot a gépkocsik €letkora és ara kozott!

22 Vegyilk észre, hogy mivel a mutaté ériéke pozitiv és negativ egyardnt lehet, ezért
allernativ hipotézisiinkben az r#0 hipotézis szerepel, vagyis kétoldald prébit keil
végezniink!
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A kapesolat elemzésének kezdetén megallapithatjuk, hogy esetiinkben az
autok kora az ok (magyarazd valtozo), és aruk az okozat (eredmeény) szerepét
betsité valtozd. Abrazoljuk a valtozokat, annak megillapitisa érdekében,
hogy milyen jellegii a kapcsolat!

Az sutdk ko és dea

HEE

-
°

Al sutdh Rors tdv]

6-5. dbra Osszefiggés az autok kora és ara kozott
Abrankbél leolvashaté, hogy az dsszefuggés jelege jol kozelithetd linearissal,
ezért hatarozzuk meg a linedris korrelaciés egyutthatot:
X=55 s,=341 §=300 s, =15751
_ (3~ 5,5)(400 - 300)+...+(9 - 5.5)(150 - 300)
frx = 20 x 157,51 x 3 41

=-0,9533

A mutaté alapjan megallapithaté, hogy a kapcsolat az auték kora és ara
kozott szoros; az autok kora az ar szorédasanak 90,88 %-at magyarizza meg.
Az erbs negativ iranyw kapcsolat gyakorlatilag ugy értelmezhetd, hogy a
gépkocsik ¢letkoranak ndvekedése az vételaruk erdteljes csdkkenését idéz eld.
Mivel adatbazisunkat mintanak kell tekinteni, igy felmeriilhet, hogy az
altalunk talalt kapcsolat csak a véletlennek tudhatd be, ezért sziikség van az
ismérvek fuggetlenségére vonatkozd hipotézis tesztelésére is. A préba-
fuggvény:
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_-0953320-2 _ ..o
emp = = = "1,

J1-(-09533)’

A 18 szabadsagfoku t-eloszlas kritikus értékei, 5 %-o0s szignifikancia-szinten:
+2,10; vagyis a nullhipotézist el kell vetni: az ismérvek kdzott jelentds
korrelacids kapcsolat mutathaté ki.

Belathat6, hogy a lineans korrelacids egyutthaté érzékenyen reagal a kiugrd
értckekre, illetve a linedristél eltérd fuggvényformira, ezért csak megfeleld
koritltekintéssel alkalmazhato.

Rangkorrelicids egyiitthatd

Ha a mennyiségi ismérvek kozotti kapcsolat nem egyenes vonald, a linearis
korrelaciés egyiitthatd a kapcsolat szorossaganak torzitott mérGszima. Ha a két
valtozd kozotti kapesolat monoton, akkor a kapesolat szorossaganak bizonyithatéan
robusztusabb mérdszima a Spearman-féle rangkorreliciés egyiithat62. A mutat6 -
a tényleges valtozodértékek helyett - a rangsorba rendezett valtozok rangszimaira
alapoz (az intervallum-, vagy az ardnyskala helyett ordindlisat hasznal). Ennek kovet-
keztében a mérdszim nem szamol a tényleges értékekkel, vagyis nem hasznélja ki az
adatbazisban rejld osszes informaciot. irjuk fel a rangszamokra érvényes linearis
korrelacids egyiitthatét:

B A robusztussignak természetesen "ira” van, vagyis a mutatd kevésbé hatékony
(ARE=0.955). Ez azt jelenti, hogy linedris kapcsolat esetén feltétleniil a linedris korreldcids
egyiitthatét kell alkalmazni.
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A prébafiiggvény:

t= Pyxvn-2 (6-31)
(n-2) szabadsagfoku t-eloszlast kovet.

10 kereskedelmi véllalat reklamkiadasa (az Osszes kiadds szizalékéban) és
vagyonaranyos nyeresége kozotti kapcsolatot vizsgaljuk. Adataink (%):

Villalat Reklamkiadas (x) Nyereség (y)
1. 2.5 22
2. 30 5.4
3. 3,0 1,2
4, 3,0 55
5. 45 6,8
6. 5,0 6,5
7. 6,0 7,0
8. 7.0 7,1
9, 9.0 7.3

10. 12,0 7.5

Vizsgaljuk meg, milyen szoros a korreldcids kapcesolat a két valtozd kazstt!

Abrazoljuk a két valtozot:
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A Spearman-féle rangkorrelaciés mérdszamrél meg kell emlitenink, hogy
alkalmazhat6é minden olyan esetben, amikor a vizsgalatban szerepld ismérvek nehezen
mérhetdk (pl. képesség, tanulményi eredmény stb.) A mutatd tehat gyakran
hasznilatos eleve ordindlis skalan mért ismérvek kézotti kapesolat vizsgalatiaban.

Korreldciés hinyados

A korrelaciés hanyados atkalmazhaté olyan mennyiségt ismérvek kdzitti kapcesolat
szorossaganak mérésekor, amelyek esetében feltételezhetd, hogy a kapcsolat irdnya
nem allandé. A mérészam a vegyes kapcsolatnal bemutatott szdrashinyados
mutatéjanak mennyiségi ismérvek esetén haszndlatos adapticidja. Lényege, hogy a
magyarazd véltozd nem egyedi értékeivel szerepel a vizsgalatban, hanem csoportositd
ismérvként. Ez annyit jelent, hogy ezt a mennyiségi ismérvet nomindlis skalan mért
ismérvként kezelve csak az egyes csoportok eredményvéltozd szerinti kifdnbdzdségét
haszniljuk ki az elemzés sordn. Konnyen észrevehetd, hogy a fenti eljaras jelentds
informacidveszteséget okoz, mintegy ezzel “fizetiink" azért, hogy nem ismerjik a
kapcsolatot leird fiiggvény tipusat. A mutaté szamitdsa soran hasznalt adatbazis:

A korrelacids hanyados adatbazisa
6-9. tabla
X1 min = XImax X2:umin = X2max Xmmin = ¥memax
bAT] Y21 ¥Ymi
Yi2 Y22 Ym2
Yini Yona Yoo
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A prébafiiggvény:
S

K(Y[x}
F=_m-1 (6-33)
Ss(vix)

n—-m
amely (m-1) és (n-m) szabadsagfoku F-eloszlast kovet.

A mutatd kiszamitasat szemliélteti a kdvetkezd példa:

Egy hiradastechnikai termékeket gyartdé mammutvallalat meg kivanja
vizsgalni, milyen szoros a kapcsolat a gyartott termékek szérianagysiga
(ezer db; x) és selejthanyada kozott (db/10000 termék; y). A vizsgdlatba 50
terméket vontak be, a felmérés eredményeit a k6vetkezd tabla tartalmazza:

Llx|lyli|x|yli|x|y|[i|{x]y|L]x{y
1.]100] 27 | 11.}150] 9| 21.j200] 3| 31.1300| 2 | 41.}400] 24
2.]100] 32 | 12.]150] 11 | 22.1200| 3| 32.|300[ 3 | 42.}400| 28
31100022 | 13,0150 11 23.{200f 1| 33.]300{ 3| 43.|450| 42
4. [110] 21 | 14.1150] 8| 24.(200f 3| 34.j300] 41 44.|460]| 43
S.1120] 16 | 15.) 150 11 | 25.1250| O] 35.|300( 2| 45.}1475] 51
6. [120( 17 ] 16.1180] S| 26.[250f 2 | 36.]300( 2] 46.|475] 46
7.1125[ 15| 17.| 180 6 | 27.|250( 1 [ 37.[300| 3| 47.|500] 50
8 |125| 15| 18.]200{ 4| 28.1280| 2| 38.[320| 6| 48.| 600| 53
9. |125| 18 § 19.1200{ 4 | 25.12851 21 39.1350] 11 | 49.| 600]| 51
10. [ 125] 16 | 20.]200{ 3] 30.1290| 1] 40.|350) 12 | 50.| 900| 71

Vizsgaljuk meg, milyen szoros a korrelacios kapesolat a szérianagysag és a
selejtarany kozott!

Abrazoljuk a selejthanyadot a szérianagysag fuggvényében:
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csoportszam novelése a mutatd értékének novekedését eredményez!) A fenti
nehézségek miatt a mutatd hasznalata csak akkor ajanlatos, ha meggydzddtink arrol,
hogy a linearis korrelacios-, illetve a rangkorrelacids egyiitthatd nem hasznalhato.

A megfelels korrelaciés mérdszdm kivalasztasa

Az elébbickben bemutattunk harom, kiszamitasa mellett, szemléletében is mas
mutatoszamot, melyekkel a kétvaltozds Kkorrelacids kapesolat  szorossagat
szamszerisithetjilk. A  kovetkezSkben roviden szlunk az egyes mutatok
alkalmazasanak elényeirdl és hatranyairél, valamint a helytelen mutatévalaszias

kovetkezményeirdl.,

Az el6zdekbdl kovetkezik, hogy kozilitk a korrelaciés hanyados alkalmazhat6 a
legszélesebd  korben, valamint, hogy a linedris korrelacios  egyitthatd
felhasznalhatosaga a legkorlatozottabb?®. Ez konnyen beldthatd, ha arra gondolunk,
hogy a linearis kapcsolat a monoton kapcsolatok egy specidlis eseteként foghat6 fel;
illetve, hogy a valtoz6 iranyu kapcsolat altalanosabb, mint a monoton (egyiranyi)
osszefiiggés. Mivel a kapcsolat jetlegére vonatkozé ismerctiinket eldzetes informacio-
ként is felfoghatjuk, igy nem meglepd, hogy amennyiben a kapcsolat valoban linearis,
ugy a linedris korrelaciés egyitthatd a leghatékonyabb mutatészim. Temmészetesen
ugyanigy érvényes, hogy monoton kapcsolat esetén a rangkorrelaciés egyutthat6
hatékonyabb mérdszam, mint a korrelaciés hanyados. Osszefoglalasként elmondhaté,
hogy célszerii mindig az adott jellegii kapcsolatnak megieleld mérdszamot atkalmazni,

25 A gyakorlatban ezzel ellentéles tendencidt tapasztalhatunk: mivel a kapcsolatok
lcgnagyobb részénél - az egyszeriibb auekinthetéség érdekében - éliink a linearitds
fehételezésével, igy a korrelaciés kapcsolatok vizsgilatdban leggyakoribb a linedris
korrelacios egyiitthaté alkalmazasa,
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de ha valami gitol ebben benniinket, akkor hasznalhaté az altalanosabb jellegii
kapcsolatra kidolgozott koefficiens is.

Felmerilhet a kérdés: mi torténik, ha helytelen specifikiciét alkalmazunk, vagyis
olyan mutatéval ménjilk a kapcsolat szorossigat, amelyet mas - kevésbé altalanos
Jellegli - kapcsolatra dolgoztak ki, Ennek szemléitetésére tekintsik a korabban
bemutatott példikat. Kiszamitottuk mindharom példa adatai alapjin, mindhirom
mutatdszamot?S, eredményeink;

Mutat6szam Autdk Reklam Selejthanyad
r -0,95327 0,68447 0,68025

P -0,98071 0,95152 0,12378
0,91429 0,81467 091812

A tabla alapjan egyértelmiien leolvashatdk a kilénb620 mutatok alkalmazasi
sajatossagai. Linedris kapcsolat esetén nem kévetiink el hibat egyik mutaté hasznilata
esetén sem, mindhdrom mutaté szoros kapcsolatot jelez. Ugyelniink kell azonban arra,
hogy a korrelacids hanyados értelemszeriien nem mutatja a kapcsolat iranyat, hiszen
ezt valtozd iranyu kapcsolat esetére dolgoztak ki. Monoton kapcsolat esetén
(reklamkiadas és nyereség kapcsolata) a linedris korrelacids egyiitthatdé megtéveszté
lehet (nem feltétlenil az!), altaldban "alabecsili® a kapcsolat szorossagat. Az n-
mutat6 itt hasznalhat6, esetiinkben a p-nal kiscbb érték valdsziniileg a nem tokéletesen
megvalasztolt csoportositasnak tudhatd be. A valtozd iranyd kapcsolat elemzésekor
mind a linearis korrelacios-, mind a rangkorreldcios egyiitthaté torz eredményre vezet,
a kapcsolatot gyengébbnek tintetik fel, és az dltaluk meghatdrozott kapcsolat irdny is

26 A korrelacids hanyados esctében alkalmazott csoportositas:
autd kora (év): -3;,4-7.8- reklamkoltség(%): -3 ;3.1 -
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értelmezhetetlen. Az ilyen jellegii kapcsolatoknal fordul el leggyakrabban, hogy a
helytelenitl megvalasztott korrelaciés mutatészam a kapcesolat hidnyat mutatja, holott
az ismérvek kozott szignifikans dsszefiiggést talalhatunk.

6.4.2 A tobbvaltozos korreliacids kapcsolat elemzése

A t6bb magyardzd viltozét tartalmazé korrelacids kapcsolat elemzésének
ismertetése sordn csak a linearis kapcsolat vizsgalatinak eszkozeivel foglalkozunk.
Tesszitk ezt két okbol:

» egyrészt a nemline4nis kapcsolatok elemzése vagy ennek alapjan, vagy a kordbban
bemutatott modszerek segitségével  elvégezhetd (hiszen a  rangkorrelacios
egyutthaté nem mas, mint egy rangszamok alapjan felirt linearis korrelacids e-
gyutthatd, illetve tobb csoportositod ismérvet tartaimazo vegyes kapcsolat),

o masrészt tobbvaltozés esetben, azért hogy az elemzés attekinthetd legyen,
4ltaliban éliink a linearitas feltételezésével?.

A tobbvaltozds korrelicids kapcsolat vizsgilata a 6-8. tablaban bemutatott
sematikus adatbazis alapjan torténik, az elemzés a linedris korrelacids egylitthaton?®
alapul.

A jelenség vizsgalatanak szitkségessége akkor menil fel, amikor egy eredményval-
toz6 alakulasét t6bb tényezdvaltozd is befolydsolja, és meg akarjuk allapitani, hogy a
fuged valtozd szérddasanak hany szAzaléka tudhatéd be a vizsgalatba vont magyarazo

27 A gyakorlatban szinte megvaldsithatatlan az olyan kapcsolatok elemzése, amelyekben a
kilonbdzd valtozdk kézott mas és mds jellegh kapcsolat van; példiul a X, és Y kazbtt lined-
ris, a X, és Y kazdtt monoton, X, és X, kozott valiozd iriny.

28 A tovibbiakban a statisztikai gyakorlatban bevett sz6haszndlatnak megfelelden linedris
korrelacios egyiitthaté helyett a korreldcios egyiitthald clnevezést hasznéljuk,
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1o, 1, Ty
1 1 T
, o 1 . . . (6-34)
R=
T T P - - - 1]

A korreldciés matrix segitségével kiszamithatdk a tébbvaltozos kapesolat esetében
jelents parcidlis-, illetve tobbszords mutatdszamok is. Legyen Q matnx a korrelaciés
matrix inverze, azaz:

R' = Q= [q;] (6-35)
Ekkor az Y és X, kozotti parcialis korrelacids egyiitthato felirhato:

Tz i-tistk = m (6-36)

Az egyiitthaté két magyardzd valtozd esetén a totdlis korrelacios egytitthatokbol
kozvetleniil is kiszamithaté (pl. r,, »):

Ty

The = J(l _ l_:le _ "122)

A parcidlis korrelaciés egyiitthatok négyzetét parcidlis determinacids
egyiitthaténak nevezzik, €s - akarcsak a totalis mutatd esetében - magyarazd eroként
értelmezzik.

R STLIT

(6-37)
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A 16bbsztrds korrelacios egyitthatd alapjan tesztelhetjitk azon nullhipotézisiinket,
miszerint a magyarazd valtozok egyuttesen nem gyakorolnak szignifikans hatést az
eredményvaltozd alakulasara.

Hipotézisrendszeriink:

H,: R=10
(641)

H:R>0

A hipotézs tesztelése F-probaval toriénik:
RZ

F=-——-"—l_Rz (6-42)

n-k-1

ahol a prébafiiggvény a nullhipotézis teljesiilése esctén k és (n-k-1) szabadsagfoki
F-eloszlast kdvet.
A 1obbvaltozds korrelacids kapcsolat clemzését szemlélteti a kovetkezd példa:

Folytatva az autés péidat, a hasznalt auték arat (y; EFt) befolyésoié tényezdk
vizsgllata sordn a gépkocsik életkora (x,; év) mellett figyelembe vettik az
eddig futott kilométert (x,; Ekm) is. Adatbazisunk:
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alapjan a futasteljesitmény magyarazd ereje kozel 86,6 % volt, addig az
¢életkortdl "tisztitott” magyarazd erd minddssze 10,6 %.

Mivel kovetkezietéseinket minta alapjan vonjuk le indokolt a fenti kapcsolatok
szignifikans voltanak tesztelése:

_-06820-2-1_
12 = =
T 1-(-06238)
_-03249V20-2-1__ -

yu -

J1-(-03249)’
A 17 szabadsagfoki t-closzlas 5 %-os szignifikancia-szinthez tartozé kritikus
értékei = 2,11. Ennek értelmében csak az autdk életkora parcialis hatasanak
esetében kell elvetniink a nullhipotézist, vagyis a masik magyarazd viltozd

hatasat kisziirve csak a gépkocsik éietkora gyakorol szignifikans hatast az
autok aréra.

Az egyedi hatasok clemzése utan vizsgaljuk meg, mekkora magyarazd erdvel
bir a mintaban a két tényezdvaltozo egyittesen! A kérdésre a tobbszirds
determinacids egytitthatd meghatarozasaval adhatunk valaszt:
1op-—1 09184
12,2499
vagy a totalis mutatokbol kézvetleniil:

o2 (-09533)” +(~0.9308)" - 2(-0.9533)-0.9308)(0,9418) o
) 1-0,9418 i

9184

A determindciés egyiltthatd alapjan megallapithatjuk, hogy az autdk kora és
eddigi futisteljesitménye egyilttesen a vételar szorddasanak 91,84 %-at
magyardzzdk meg. A magyaridz6 valtozok és az eredményvaltozé kozotti
egylittes hatds szoros (R = 0,9583).
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7. REGRESSZIOANALIZIS

Koribbi tanulmanyainkban megismerkedtink a mennyiségi ismérveknek a
statisztikai elemzésben betoltott szerepével. Mivel a mennyiségi ismérvek 4ltalaban
intervallum,- illetve aranyskilan mérhetdk, a statisztika alkalmazott médszereinek
kore jelentdsen kibdvill. Az elézd fejezetben tanulmanyoztuk a korrelaciészamitas
{3bb médszereit, amelyek jelentds segitséget adtak a jelenségek, folyamatok kozbiti
kapcsolatok megismeréséhez. Ebben a fejezetben a regressziéanalizis legfontosabb
problémait énintjitk, szem el6it tartva az alkalmazas fontossagat.

Koribban megismerkedtiink a korrelaciészdmitéssal, amely - mint a mennyiségi
ismérvek elemzésének matematikai-statisztikai médszere - a jelenségek, folyamatok
szorossaganak mérését, a kapcsolat létének felismerését és mindsitését hivatott ellatni.
A regresszibanalizis a kapcsolat létének felismerésén tal lehetdséget nyujt a
korrelacios kapcsolat szimszerii leirasdra, scgitségével elemezhetd a kapcsolat
tartalma, irinya, az ismérvek egymasra gyakorolt hatisanak irAnya, mértéke, azaz az
Osszefiigpés.

A regresszibanalizis moédszertana feltételezi azt, hogy a kapcsolatban rejld
torvényszeriiségeket matematikai modellel irjuk le, ami az elemzési lehetdségek korét
kibdviti.

A modell emlitése igényli a fogalom révid magyardzatat. A bennfinket korilvevo,
rendkivill dsszetett vilag megismerése soran a kiilsnféle tudomanyagak gyakorta élnek
a modellezés adta elonydkkel. A modell (amint a TK. L. 1. fejezetében megismertiik) a
valésig leegyszerisitett, kicsinyitett misa, amely a vizsgilat szempontjabol fontos
hatasokat 1igy tartalmazza, hogy kiemeli a lényeges, relevans jellemzdket és eltekint a
kevésbé szignifikansaktél, elhanyagolhatdktol. Minden modell - és ez érvényes a
szimbolikus nyelven megfogalmazott modellekre is - kitlonbdz alkotd-elemekbdl épiit
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fel. Az alkot6-clemek egyik csoportja a vizsgalt rendszer legfontosabb belsd (endogén)
jegyeit hordozza, mig a masik csoport a rendszerre haté kiilsd (exogén) szerepkort
t6lti be. A tarsadalmi-gazdasagi folyamatok, valamint a pillanatnyi dllapotot kifejezd
jelenségek vizsgaldi, kutatdi szimara felbecsiilhetetlen segitséget jelenthet a modell-
alkotds. E modellezés nehézsége alapvetden abbdl adodik, hogy a tarsadalmi-
gazdasagi folyamatok allandéan véltozd koriilmények kozott mennek végbe, ugyamigy
soha nem ismétlddnek meg. Mindez nagymértékben behatarolja a modellezés sordn
felhasznathaté eszk6zbk korét.

A tarsadalmi-gazdasdgi folyamatok, jelenségek vizsgalata sordn a modell
fogalman a vizsgdlt valésdgnak - a vizsgalat szempontjabdl - legfontosabb
vonasait, dsszefiiggéseit kifejezd logikai, matematikai konstrukciét értink. Ennek
értelmében a valésag szimbolikus, formalizalt abrazolasat adhatjuk a modell
segitségével, amely tdrténhet egy egyenlet vagy akar egyenletek rendszere altal.

Nagyon egyszenien lehet formalizalni az eladott mennyiség (X) és az arbevétel (Y)
bsszefiggését az egységar (p) figyelembevételével: Y=pX. Itt az egységar a konstans
paraméter szerepét tolti be. Amennyiben n szimi megfigyeléssel rendelkeziink, mind
az X mind az Y valtozora vonatkozdan - a feltételek valtozatlansiga mellett - minden
esetben pontosan meghatarozhaté egy adott mennyiséghez tartozd arbevétel’. A fenti
kapcsolat a két valtozé kdzdtt determinisztikus (fuggvényszerd) dsszefiiggést tételez
fel. A fuggvény X valtozdjat fiiggetlen-, tényezs- vagy magyardzévaltozénak, az Y
valtozét figgs-, eredményvaltozénak hivjuk. Amennyiben a fenti Osszefiiggést
kibdvitjilk egy véletlen taggal, egy a véletlen hatasat reprezentdlé valdsziniiségi
valtozdval, sztochasztikus figgvényt kapunk, amelyben mar nem hatarozhaté meg
egyértelmilen az eredményvaltozd. Az ily mddon kibdvitett fiiggvény egy un.

! Természetesen itt ki kell zami - a valdsigban egyébként étezd - Arengedményeket,
akcidkat, a boltonkénti mis-mas drat.
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statisztikai modell vazit adja. A statisztikai modellek nagyon [ényeges csoportjét
alkotjak a regressziés modellek.

Az altalunk vizsgdlt regresszios modellekben egy eredményvéliozd és egy vagy
16bb tényezdvaltozd van. A modell alapjan megailapithatd, hogy a tényezdvaltozd(k)
milyen mdédon és milyen torvényszeriiség mellett fejti(k) ki hatasit (hatdsukat) az
eredményvaltozbra.

Ebben a fejezetben a két- és tobbvaltozds regressziés modell-alkotas fGbb
kérdéseivel ismerkedink meg; vizsgilodésaink targyat a gyakorlatban ol
alkalmazhaté és még elméleti alapokkal is jo! aldtimaszthat6 linearis illetve linedrisra
visszavezethetd modellek képezik. Ezeknek a modelleknek koz0s sajatossiga, hogy
paramétereik viszonylag egyszeriiecn becsiilhetok és az eredmények kénnyen
interpretalhatéak.

7.1 KETVALTOZOS LINEARIS REGRESSZIO

A linedris regresszié matematikai modellje képezi a regressziés modell épitésének
alapjat. A kordbban mar emlitett elveknek  megfelelden  jeldljik
X-szel a tényezivaltozot és Y-nal az eredményvaltozdt, a megfigyelt értékpéarokat
pedig jeldlie x; és y; (1=1,2,...n). Minthogy sztochasztikus kapcsolatrdl van s26, a
modell kialakitdsa soran figyelembe kell venni a véietlen hatdsit, amit a modellben
egy (e-nal jelolt) véletlen valtozd, azaz valdszinliségi valtozd képvisel. A nagyon
leegyszeriisitett model! az alabbi:

Y=f(X.¢) -1

A tényezOvaltozd eredményviltozora gyakorolt hatisa egy konkrét matematikai
fuggvény segitségével irhatd le, ennck a fuggvénynek a konkretizalidsa azonban a
korabban tanult valoésziniiségelmélet ismeretek felidé2ését igényli.
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7.1.1 Elméleti alapvetés

Tételezzitk fel, hogy mindkét valtozénk (X,Y) valdsziniiségi valtozd. Ahhoz, hogy
az Y valtozot jol jellemezhessiik célszerii az X valtozd értékeit is figyelembe venni. A
konkrét numerikus szimitasokhoz szilkség van egy olyan formulira, figgvényre
amelybe a fiiggetien valtozd ériékét behelyetiesitve Y becslését kapjuk.

Abban az esetben, ha csak az Y valtozéra vonatkozéan rendelkeznénk
informacioval, a varhatd érték kielégitd becslést eredményczne. Esetiinkben azonban
az X vailtozéra vonatkozdan is rendelkeziink mért értékekkel, amelyek az Y valtozora
vonatkozdan fontos tartalommal bimak. Ennck az informéaciénak a felhasznalasatol
nem célszerii eltekinteni, ezért hatékony megoldashoz jutunk, ha Y becsését Y-nak X-
re vonatkoztatott feltételes varhatd értékével kozelitjik.

y=E(Y|X=x) -2)

A fenti figgvényt Y valészinGségi valtozé X-re vonatkoztatott regresszibjanak
nevezziik. Amennyiben ugyanis rogzitjilk X értékét egy adott x; szinten, az x;-vel
egyidejiileg fellépsd Y értékek feltételes eloszlast alkotnak. Ezek alapjan célszeriien
jarunk el, ha a feltételes valdszintiség-eloszlasok ismeretében kiséreljik meg a
probléma megoldasit.

Amennyiben X és Y diszkrét valsziniiségi valtozok, amelyek x,, x,,...x, valamint
Yi:¥2... Yo Srtékparok minden kombinicidiban elofordulhatnak, az Y varhaté ériéke
X=x,; feltétel mellett a kovetkezoképpen irhato fel:

E(lei)=i)'j Pr(Y=yj]xi) (7-3)

A folytonos egyiittes eloszlasbodl szarmazd feltételes varhatd értéket az aldbbi
formula reprezentalja:
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+00
E(Y[) = | y g(ylx)dy

-0

A gylx) jeloli az Y valésziniiségi valtozd X-re vonatkoztatott feltételes
slirliségfiggvényét. Ez az X és Y egyittes siiriségfuggvénye és az X valtoz6
siiriiségfiggvényének segitségével fejezhetd ki:

elylx)= "g’(‘ ;') (1-5)

A gyakorlat szempontjabd! kilonds jelentdséggel bir a kétdimenziés normalis
eloszlds. A kozponti hatdreloszlas tételébdl tudjuk azt, hogy nagy szami megfigyelés
esetén, azonos eloszlasok mellett varhaté a kétdimenziés normdlis eloszlas
bekdvetkezése. Ezek alapjan sokszor szimithatunk arra, hogy a vizsgdlt gazdasigi
jelenségek és folyamatok is leirhatok a kétdimenziés normalis eloszlassal.

Az X és Y valtozdk egyilttes kétdimenzids normalis eloszlast siriségfiggvényének
és az X valtozd strliségfiggvényének hanyadosaként felirhaté feltételes
stiniségfiggvénynek, rogzitett X értékek mellett, a feltételes varhat6 értéke?:

E(Yx)=E(Y)+p 383 [x- E(X)} (7-6)

A fenti képletbdl kdzvetleniil leolvashatd, hogy normalis egylittes eloszlas esetén
Y-nak X-re vonatkoz6 regresszi6ja egy egyenes, amely keresztill megy a sik E(X),
E(Y) koordinataju pontjain és irdnytangense:

2 Bizonyitasat 14sd! Irodalom [11]
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DY

A fenti 0sszefiggésben D(X) és D(Y) a valtozok elméleti szorasai és p az elméleti
korrelaciés egyitthatd, A fenti megallapitasok kozil talan a legfontosabb az, hogy a
kétdimenziés normadlis eloszlas esetén a regresszié linedris fliggvény. Mindez
elméleti oldalrol alatimaszija a linedris regresszié széleskOrli alkalmazisit a
gyakorlatban. Fontos tovabba, hogy figgetlenség esetén az egyenes parhuzamos az X
tengellyel, és mivel a szorasok nem lehetnek nullék, a fuggetlenséget p=0 kdzvetiti.

A fentickben 8sszefoglalt elméleti Osszefiggésekbol vilagosan kitinik, hogy az
elméleti regressziot, amelyet a feltételes varhatd énték fejez ki, a gyakorlatban csak
kozelithetjik. A kozelités egyik egyszeri médja az empirtkus regresszidfiggvény. A
gazdasagi-tarsadalmi jelenségek, folyamatok vizsgilata sordn azonban altaliban nem
elégedhetiink meg az empirikus regresszids fuggvényekkel, a kozelités masik
modjahoz, egy konkrét fuggvényformula meghatdrozisdhoz kell nyilnunk. A
tapasztalati adatokbol meghatirozhaté, de konkrét formuldval kifejezett fuggvényt
analitikus regressziénak hivjuk. Az analitikus figgvény meghatarozisihoz, és a
linearis forma hasznilatnak [étjogosultsagahoz adott elméleti timpontot az elméleti
regresszié megismerése,

Konnyli annak a beldtasa, hogy az elméleti regresszid megfogalmazasa soran
rogztett x, értékekrél és a hozzjuk tartozd Y feltételes varhato értékekrdl beszéltink.
Ebbdl kdvetkezik, hogy X nem szitkségszeriien valdsziniiségi valtozd. Abban az
esetben ha az n-dimenziés valtozok kozitt egy vagy tdbb olyan szerepel, amelyik nem
val6sziniliségi valtozd, regresszids modellrdl van sz6. A gyakorlatban a legtobb
modszert és eljarast a regressziés modellekre dolgoztak ki.
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hibaktél) fejtegetéseink sordn eltekintiink, azt kilsd adottsignak tekintjik. A véletlen
hatast sok, kitlonbdzd irdnyu és erejil, de egyenként nem jelentds tényezd egyilttes
hatasinak tulajdonitjuk, amit a hibatag, mas néven a rezidudlis véltozd kozvetit.
Fontos tudni azonban, hogy ez a véletlen hatds magdban foglalja a figyelembe nem
vett valtozdk hatisat is. Az Y eredményviltozd alakulisiban szerepet jatszanak
ugyanis olyan tényezdk, amelyektd! eltekintiink a specifikacié* sordn, mivel pl. nem
rendelkeziink réluk megbizhaté informaciokkal, illetve nem szamszeriisithetdk. Ezért a
leggondosabban végrehajtott specifikicio mellett is szamitanunk kell arra, hogy val-
tozok maradnak ki a fuggvénybdl, ezért a hibatag vagy rezidualis valtozd nem csak a
tiszta véletlent tartalmazza. Kielégité eredmény Iehet, ha rezdudlis valtozd
szisztematikus hatéstél mentes, és igy megkozelitden véletlen valtozoként viselkedik.

A (7-8) alatt jelzett modellben szerepld valtozok varhatd értékeire is fenndll az
azonossag

E(lei) = E[E(lei)]"' E(Elxi) (7-9)
= E(Y|x,)+ E(elx,)

Mindez természetesen azt is magdban foglalja, hogy a véletlen valtoz6 feltételes
varhaté értéke z6rd;

E(elx) = 0 (7-10)

A regresszionak, mint az Y valtozd feltételes varhatd értékének szAmszeriisitése
alapvetd kérdés. Egyfajta "gyors” kozelitést ad az un. empirikus regresszéfiiggvény,

4 Specifikicion a jelenséget leird modellben szerepld figgvények valtozdinak és a
fiiggvények konkrét formijinak a meghatdrozdsdt értjitkk. (A fogalmat késGbb még
részietesebben tdrgyaljuk.)
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Az empirikus regressziofliiggvény a kapcsolat lényegét mér tdmdritve, siritve
tokroz. Segitségével informacidkat nyerhetiink a korrelaciés kapesolat természetérdl,
tranyar6l, azonban mivel részitlagok segitségével definidltuk a fuggvényt, tovabbi
elemzések, becslések céljaira nem tudjuk érdemben alkalmazni. Ezt a problémat
hivatott feloldani az analitikus regresszid, amely tapasztalati adatokbol
meghatdrozhatd, konkrét formulaval kifejezett fliggvényt haszndl. A fuggvény
paramétercinek, az un.  regresszios  egylitthatoknak  szamszerlsitése, a
regresszidanalizis segitségével, mért adatokbol tdriénik.

A valésagban létezd alap-regresszids fliggvény paramétereit azonban kdzvetleniil
nem tudjuk meghatarozni, mivel a tapasztalati adatok teljes k&rével csak a legritkabb
esctben rendelkeziink. A gyakorlatban a rogztett X értékeknek megfeleld Y értékek
valésziniiségi valtozok, konkrét értékiik a véletlen hatdstdl nagymérntékben figg, amint
ezt a fentickben is érzékeltettik. Mintapéldinkban feltettok, hogy csupdn 50 egység
adatait vizsgaljuk. Az vizsgilt jelenség (a boltok alapteriilete és forgalma kozotti
Osszefiiggés) azonban 4ltalanos megallapitasokat igényel. Ennek megfelelden a
rendelkezésre 4ll6 adatbazis is csupan mintaként foghatd fel, de gyakorlatban siiriin
eléfordul, hogy csak kevesebb, - akarcsak példankban 10 - adatpar képezi a vizsgéilat
adatbazisat. Altaldban feltessziik, hogy az Y értékei véletlen mintaként viselkednek. A
valdsag egy adott realizacidjaként foghatd fel a 7-1. tabla adataib6l kivalaszthatd
minta, aminek a konkrét értékeit a 7-3. tablaban foglaltuk dssze’.

SPédank - didaktikai okokkal magyarazhatéan - csak kevés adatbél 4ll. A valdsig hitelesebb
leirdsa, valamint néhiny tovabbi statisztikai mddszer alkalmazdsa nem nélkiilszheti a
nagyobb adatbizist, amint azt majd 1atni fogjuk.
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ahol:
Y becslése ¥
B, becslése b,
B, becslése b,

Természetesen egy adott minta adatait6l nem varhatjuk el, hogy az abbél szirmazb
becslés pontosan lefedjc az alap-regresszit. Amennyiben a 7-3. tabla adatait
mintanak tekintjiik, a beldlik készitett becslés kissé "lefelé becsiili” az alapsokasagbol
nyerhetd regresszift, amint azt az alabbi dbra is szemlélteti.

Forgalom, MFt
104

80
60
40
20

0 100 200 300 400 500 60
Alapterilet, négyzetméter
7-5. Abra Az alap-regressziés figgvény és a minta-regresszios fuggvény

A tovabbiakban figyelminket a mintab6l nyerhetd becslésekre dsszpontositjuk.
ElsGként a linearis regresszids fuggvény becslésével foglalkozunk. A linearitas feltétele
természetesen a késdbbiekben is fontos szerepet fog betdlteni és ahol lehet a
modelleket linearisra vezetjik vissza.
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7.1.3 A klasszikus linearis regressziés modell

Az eldzdekben lattuk, hogy a modell eredményvaltozojanak értéke a véletlen
ingadozAsatél is fugg. Tulajdonképpen a modellben szerepld mindkét valdsziniiségi
valtozd® (Y és €) olyan informacitkat hordoz, amelyek alapvetd szerepet toltenek be a
regressziés paraméterek becslése soran. A regresszios modell specifikicidja soran
feltevéseket tesziink a modell valtozbira, amelyekr6l csupdn elvarasaink, kozelitd
informacidink lehetnek. Célszeriinek tiinik, ha szimba vesszilk ezeket. Itt szintén ala
kell huzni azt, hogy a regressziés modellt elsd megkdzelitésben hipotézisnek tekintjik,
amit - a statisztikai adatok birtokaban - vagy elfogadunk, vagy elvetiink. A becslés
moédszerének kivalasztasa nagymértékben fugg a valosziniiségi valtozdkra tett fel-
tevésektdl, amelyeket a kovetkezd tablaban foglaltunk 6ssze.

A klasszikus linedris regresszids modell feltételei

7-4. tabla
Feltétel e Y
L E(gx.) =0 ECY;{x)) = Bo +B,X;
2 cov(e;,e,)=0 cov(Y,,Y)=0
i#j i#]
3. var(silxi) =g’ var(YiIxi) =g’

Amint az lathaté, a tablaban a feltételeket mindkét valdsziniiségi valtozora
vonatkozéan megfogalmaztuk, és sok hasonldsagot 4llapithatunk meg kdzottik.

¢ Mivel tudjuk, hogy az X rogzitett, fix valtozs.
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Az elsé feltéte] szerint a véletlen viltozé (€) varhatéd értéke nulla. Amennyiben
ez nem all fenn, szisztematikus hatasra kell gyanakodni, ami specifikacios problémat
takar. Ennek a feltéteinek kozvetlen kovetkezményeként az eredményvaltozd (Y)
feltételes varhato értéke a linearis kapcsolat (fuggvény) altal kifejezheté konkrét x;ez
rendelt Y, ériékkel egyenid.

A masodik feltétel teljesiilésének hianyat az autokorrelacié jelenségeként szoktak
értelmezni. A klasszikus linearis regresszids modell alapfeltevése szerint a véletlen
valtozé értékei paronként nem korreldlnak egymissal. Természetesen a
szomszédos (vagy tavolabbi) érickek fuggetlensége az Y eredményvaltozora is
kiterjeszthet. Meg kell jegyezni, hogy az autokorrelacio jelenlétére altalaban (de nem
kizarélagosan) olyan esetckben kell szamitani, amikor az ok-okozati viszonyokat
feltaré kapcsolatrendszer modellezése soran a valtozok megfigyelt értékei idésorokbol
szarmaznak.

A harmadik feltétel fennallasa esetén a modellt hemoszkedasztikusnak nevezzisk,
mig ellenkezd esctben a heteroszkedaszticitas jelenségével allunk szemben. A
7-1. tablaban lévd szemiéltetd példaban lattuk, hogy cgy-egy x; értékhez tobb Y,
tartozhat, tehdt az értékek szérédnak. (Természetesen a korabban kifejtettek
értelmében az Y, s26rédasa a véletlen tényez20tdl fligg.) Amennyiben a véletlen
valtozék szérasa allandé, nem fugg az x; nagysagitdl, homoszkedasztikusnak
tekintjiik a modellt. Természetesen, ha a fentieket atgondoljuk, kdnnyii belatni, hogy
mind az eredmény-, mind a rezdudlis valtozd esctén ugyanarrdl a szorasrél van szb,
amit feltételes szordsnak tekinthetiink. A jelenség megértését segiti az alabbi két abra.
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7-6./a 4bra Homoszkedaszticitas

Pr(e)

7-6./b 4bra Heteroszkedaszticitas
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A fenti harom feltétel egyuttes teljestiése esetén tekinthetjiik a modellt klasszikus
linearis regresszios modellnek, és csak ekkor alkalmazhatjuk a paraméterck
beeslésére a legkisebb négyzetek modszerét.

A klasszikus legkisebb négyzetek médszere (KLNM)

A regresszids paraméterek becslése linedris esctben nem mas, mint az alabbi

egyenes egyutthatdinak meghatarozasa:
9, =b, +bx, (7-11)

A maédszer a kovetkezd gondolatmenetre épil. Tudjuk, hogy az X és Y valtozora
vonatkozban n szamu megfigyeléssel n adatparral rendelkeziink. Ezek az értékparok a
sikban n pontot hataroznak meg. Onként adédik az a kérdés, hogy melyik az egyenes,
amelyik czekhez a pontokhoz legjobban illeszkedik? A probléma megvalaszolasat

segiti az alabbi abra.
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) X
xi

7-7. dbra A klasszkus legkisebb négyzetek médszerének elve

Vélasszunk ki egy tetszdleges x; értéket és keresstk meg a hozzA rendelhetd
eredményvaltozb becsillt és tényleges értékeit! Az y.és y, adatok ltaldban eltémek
egymastol, amit e-vel jelslink. Vegyik észre, hogy ¢z a kiilonbség a hibatag, a
reziduslis valtozé empirikus megfeleldje. A tapasztalati reziduumok elbjele egyarant
lehet porzitiv, illetve negativ, atto] fuggden, hogy a tényleges értéket reprezentald pont
az egyencs felett vagy az egyenes alatt helyezkedik el. A feladat egy olyan egyenes
meghatarozisa, amely a legjobban illeszkedik a ponthalmazhoz. Logikus, hogy az ¢
kiilonbségek abszolit értéke annal kisebb, minél kozelebb van az egyenes a megfigyeit
ériékekhez. Vizsgalatunk szempontjabél a pontoktol vald eltérés irdnya érdektelen,
Csupin a nagysiga fontos. Kézenfekvd megoldasnak tinik, ha az e négyzetekkel
dolgo2unk a tovabbiakban, ezaltal a hibakat "sulyozva" vesszitk figyelembe. Mivel a
valamennyi megfigyelt értékhez legjobban illeszkedd egyenest keressik, az eltérések
négyzetdsszegének minimuma mellett nyerjik a legjobb megoldast.
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Ezek, ¢és a beldlok szirmaztathaté formulik tulajdonképpen a paraméterekre
vonatkoz6 becslfiiggvények.

Mivel az x; és y, valamint a szilkséges Osszegek, keresztszorzatok Osszegei és
négyzetdsszegek ismertek, a normdlegyenletek kétismeretlenes  elsd  foku
egyenletrendszert alkotnak, ahol az ismeretlenek (bs, b)) a regressziés egyiitthatok
pontbecslései. Kénnyen adhatunk numerikus megoldast az egyenletrendszerrel is, de
eldallithaté egy olyan célszerii transzformicid, amelybdl kozvetlenlil nyerhetdk a
paraméterek becslofuggveényei.

"Z" RO RINT Z("i -Y)(Yiz-?)
ny x; —( x) Z(xi—x -16)
EDAIRTIRINS]
ny x; -(Zx)

A b, regresszi6s egyttthatd képletét szemiélve feltiinik a "rokonsdga” a lineéris
korrelcios egylitthatoval. Megfeleld Atalakitds utén a két képlet:

2 T3y, -9)
) 9,0, (-17)
X

0,2

x

Ebbd! az Osszchasonlitasbol leolvashaté a linedris korrelaciés egyiitthatd és a
regresszids egylitthatd kozotti dsszefuggés:

o, . o _
= r).,,;?-, illetve t,, =bl~:: (7-18)

x
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Az analitikus regressziofilggvény a (7-16) és a (7-18) tsszefiggés felhasmalasaval
célszeriten atrendezhetd az alabbiak szerint:

S/=bo+blx=?—b|§+blx (7_19)

=y+b,(x—i)=§r+rxy-g—’—(x-i)

Szembetind a hasonlésdg a (7-6)-ban kozolt Osszefuggéssel. It a
valosziniiségelméletben haszndlt szimbélumok helyett a megfeleld statisztikai
mutatészamok allnak. Altalanossigban is megfogalmazhatjuk, hogy kétdimenzios
normalis eloszlas esetén a regresszio és a kilasszikus legkiscbb négyzetek moédszerével
szamitott analitikus regresszié egymassal megegyezik.

Tudjuk, hogy a regresszidszamitas kapcsan felhasznilt adatbazist - az esetek dontd
tobbségében - mintanak tekintjik. A klasszikus legkiscbb négyzetek modszere egy
olyan eljaras, amely végiil nagyon jé tulajdonsagokkal rendelkezd becslofuggvényeket
ercdményez. Bebizonyithatd ugyanis az, hogy a paraméterck becslése torzitatlan
becslés, és ugyanakkor a regressziofiiggvénnyel is torzitatlanul becsiilheté a feltételes
varhaté érték.

E(bo)=Bo és E(bl)=ﬂl (7-20)
E(9)=E(¥x.)
Az n. Gauss-Markov-tétel értelmében a b, és b, az alap-regresszio paramétercinek

legjobb lincaris torzitatlan becslései, abban az értelemben, hogy szdrasuk (standard
hibajuk) a legkisebb.

Amennyiben a véletlen, readualis valtozo normilis eloszlast kovet, az 1n.
maximum likelihood becsléssel is a klasszikus legkiscbb négyzetek segitségével
megismert beceslofiggvényeket kapjuk.
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Természetesen barmilyen kedvezd képet is festhetink a klasszikus legkisebb
négyzetek moédszerével tdrténd becslésrdl, soha nem szabad megfeledkezni arrl, hogy
az eredmény minden esetben csak becslés. A regressziés modellekkel nyerhetd becs-
lésck pontossaganak, megbizhatosiganak vizsgalata ezért fokozott hangstlyt kap. A
pontosség vizsgalata ¢loft azonban néhdny szt szdlunk az eredmények szakmai
énékelésérol,

A paraméterek értelmezése

A b, paraméter a geometniai értelmezésbol adédoan az a hely, ahol az egyenes
metszi az Y tengelyt, mas megfogalmazasban az Y valtozénak az értéke, amelyet
X=0 helyen vesz fel. Ebbdl kovetkezik, hogy értelmezése attdl fgg: a nulla beletar-
tozik-¢ az X értékek halmaziba, illetve logikailag az értelmezési tartomany részének
tekinthetd-e? Egy mez0gazdasigbol vett példaval vildgithatjuk meg a fent
elmondottakat.  Valamely novény terméshozamara, mint fuggd-, vagy
eredményvaltozdra hat példaul a felhasznalt miitragya mennyisége. Ilyen esetben a b,
paraméter arra ad valaszt, hogy mekkora termésdtlag varhaté abban az esetben ha
nem hasznilnak fel miitragyat. Ha azonban a termésitlag és a munka-iddraforditas
kapesolatat vizsgAlnank, a b, paraméternek nem tulajdonithatunk targyi tartalmat,
mivel a munkaidé-raforditas nulla értéke nem értelmezhetd.

A b, regresszids paraméter geometriai értelemben az egyenes meredekségét

meghatdrozd irdnytangens, azaz -:% A regresszids egyitthaté segitségével

megallapithatjuk, hogy egy korrelacids kapcsolat esetén a tényezdvaltozd egységnyi
novekedése milyen Atlagos valtozast idéz eld az eredményvaltozdban., Vegyik észre
ugyanis, hogy X értékének egy egységgel vald nbvelése Y nagysagat virhatéan b,
egységpel valtoztatjia meg (ndveli vagy csokkenti a kapcsolat irdnyatél figgéen). A
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Munkatibla
7-5. tabla
o2
X; ¥; XY; x;2 x;=%)" [(x-%xy-9
100 12 1.200 0.000 50.625 7.042,5
150 10 1.500 22.500 30.625 5.827,5
200 24 4.800 40.000 15.625 24125
250 30 7.500 62.500 5.625 997.5
300 26 7.800 90.000 625 432,5
350 50 17.500 122.500 625 167,5
400 4] 16.400 160.000 5.625 -172,5
450 60 27.000 202.500 15.625 2.087.5
500 80 40.000 250.000 30.625 6.422.5
550 100 55.000 302.500 50.625 12,7575
3.250 433 | 178.700 |1.262.500 | 206.250 | 37.975,0

A fenti tabla adatai lchetdséget nyijtanak a regressziés paraméterek

meghatirozisira.

_10x178.700-3.250x 433 _ 37.975
T 10x1.262.500-3250°  206.250

b, =43,3-0,1841x325=-16,54

=0,1841 illetve

Az paraméterek birtokdban felirhatjuk a minta-regressziés fuggvényt:
§.=-16,54 +0,1841x,

Az abszolut valtozas mérdszama mellett természetesen a rugalmassag is

értelmezhetd:
2
El y,‘f)=0,1841£§= 138
433

Példankban a b, paraméternek nem tulajdonithatunk targyi értelmet, mivel az
alapteriilet nem lehet nulia.
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Ab, regressziés egylitthatd kdzgazdasagi tartalommal bir. A figgvény szerint
az | m’-rel nagyobb alapteriilet atlagosan 0,1841 MFt-os, azaz mintegy 184
EFt évi forgalmi tdbbletet eredményez.

Természetesen az elaszticitisnak is tulajdonithatunk k&zgazdasigi tartalmat.
Mind az x, mind az y értékek helyébe a mintabeli adatok atlagat irva,
eredményill az tlagos elaszticitdst szimszeriisitettik. Atlagos alapteriletd
boltok esetén az alapteriiet 1 %-o0s ndvekedése (tdbblete), az éves forgalmat
1,38 %-kal noveli atlagosan. Az alapterillet és a boltok forgalma kazott
rugalmas kapcsolatot szimszeriisitettiink, mivel az elaszticitisi egyitthatd
1 %-nél nagyobb, azaz az alapterillet viltozisara igen gyorsan és erdteljesen
reagal a forgalom.

Minden megallapitasunk kapcsdn hallgatélagosan feitételeztik, hogy a
kériilmények, a killsé tényezdk valtozatlanok, illetve ezek megvaltozisaval a
kovetkeztetések megfogalmazasa soran nem szamoltunk.

A regressziés egyltthatobol levonhatd informécié mindségét nagymértékben
behatdrolja a valtozdk koz6tti korreldciés kapesolat szorossiga. Itt is
kiszamolhatjuk a korrelaciés egyiitthatét, amelynek értéke r=0,945; tehat,
szoros poativ irdnyu a kapcsolat.

Hipotézisellenbrzés, intervallumbecslés

Tudjuk, hogy a megfigyelt Y értékek eltérését az Y regresszids becsléstdl az ¢
véletlen, rezidudlis valtozd tapasztalati megfeleldje a reziduum (e;) reprezentdlja. Ez a
vallozd igen fontos szerepet 101t be a klasszikus legkisebb négyzetek moédszerével
becsiilt linedris regresszids modell vizsgdlataban. A megfigyelt, tapasztalati adatokra
erielmezett regresszids azonossag:
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képviseli az eredményvaltozd ingadozisanak az X valtozd altal meg nem magyardzott
részét, azaz a bels6 szérdsnégyzetet. A korrelacids mérdszimok megismerése soran
madr talalkoztunk a fenti gondolatmenettel, amibdl kdnnyen szirmaztathatjuk azt a
determinacids egyltthatdt, amely a linedris korrelacids egyiitthatdé négyzetének felel

meg.

1_5 S (7-32)

A kordbbi eszmefuttatdsok soran lattuk, hogy a regresszianalizis eljarasai
becsiéscknek tekinthetdk, amelyek a rendelkezésre allé adatbazis (minta) birtokédban
kozelitik az alap (elméleti) értékeket. A regressziés modellekkel nyerhetd becslések
pontossiganak, eziltal a modeli megbizhatdsiginak a vizsgdlata ezért kildnds
hangsillyal bir. A pontossagi vizsgalatokhoz elméleti hatteret szolgaltat a KLNM-nek
néhany tulajdonsdga. Ezek szerint a KLNM-vel nyert becsiések - amennyiben a
normmalitas feltételei fenndllnak - torzitatianok; minimalis hibaval rendelkezd, azaz
efficiens (abszolut hatdsos) becslések; valamint konzisztens becslések. A regresszids
paraméterek normalis eloszlasuak (kis minta esetén azonban a Student-féle t-eloszlast
kell haszndlni). Az eredményvaltozd (valamint ezéltal a rezidudlis valtozd) allandé
szbrassal rendelkezik, a becsolt? és tényleges variancia segitségével felirhato (n-2)s*/c’
hanyados n-2 szabadsagfoki x° eloszlds. A regresszios egyitthatok eloszlisa fuggetlen
a vananciatol.

A modellezés soran lényeges kérdés az, hogy a magyardzd vdltozo(k) valéban
szignifikdns kapcsolatban legyenek az eredményvéltozéval. A vilaszt e¢lsdként a
varianciaanalizis regresszibszimitisban torténd alkalmazisaval kozelitjok meg. A
varianciaanalizis alkalmazasat lchetdvé tesa az eltérésnégyzet-dsszegek felbontisinak

7 A becstilt varianciat s jeldli.
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(7-30)-ban kozdlt modja, az eltérésnégyzet-Osszegek alapjan ugyanis elvégezhetd a
variancia (o) killonbozd iranybol 16rténd becslése.

Varianciaanalizis a kétvaltozos regressziés modellhez

7-6. tabla
Osszetevd Négyzetosszeg | Szabadsagfok | Szbrasnégyzet
becslése
Regresszié  [S; = 2. G- 1 s =S, /1
Maradék  |S. = 2%
(reziduum) n2 s =8§,/(n-2)
Teljes S, :Z(Ya')_f)z n-1 s, =8, /n~1

A szabadsigfokokat, a (7-29) osszefliggés alapjan, az alabbi varhaté értékek
determinaljak:

E(S,) = o’ 4B, (x,-X)} (71-33)
E(s’) = o?

A hibatag, rezidudlis vAltozd szdrisit nem ismerjik, azzt a maradék
négyzetdsszegnek, a reziduumok négyzetdsszegének (n-2)-vel vald osztasival becsill-
ok torzitatlanul. A hibatag variancijjanak ismerete kiemelkedoen fontos szereppel bir
mind a hipotézisellendrzések, mind az intervallumbecslések soran.

A varianciaanalizis tablajahoz szervesen kapcsolddnak a hipotézisek. Kétvaltozds
regresszi6 esetén a hipotézisck csupan a 3, regresszios egyiitthatéra vonatkoznak.

H,: B,=0

(7-34)
H,: B, =0

A nullhipotézs a lincéris regresszié fenndllasanak tagadasat jelenti és amennyiben
igaz, Ugy az ercdményvaltozd kizardlag a véletlen hatdsira szérédik; az altemativ
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tartalmazzak a rezidudlis szbras torzitatlan [(n-2)-vel szamitott] becslését, amit
korrigalt reziduélis szérasnak nevezink.
n-2

A B, paraméter standard hibajanak becslése:

2 (7-36)
Sy, = S J Z X

—_—e .

n (x; ~ %)

A B, paraméter standard hibajanak becslése:

5y = ——— (1-37)

| 2.(x; ‘i)2

Ha a modellben szerepld véletlen valtozd (g) illetve az eredményviltozd (Y)
normalis eloszlasi, az alabbi statisztika

(=B (7-38)
Sb'

n-2 szabadsdgfoku t-eloszlast kovet. Ezzel a prébafiiggvénnyel valaszt Iehet adni az
alabbi hipotézisekre:

H,: B, =0
H,: B, #0

Hasonl6an képezhetjik a 8, paraméter ellendrzésére szolgald prébafiiggvényt, a b,
és standard hibajanak hinyadosaként.
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H,: B,=0
H,:B,#0
_~16,54

t
% 799
tooxs = 2,306

=-2,06

A fenti szAmitasokbél megallapithatd, hogy a P, paraméter szignifikans
5 %-os szignifikancia szinten. Ugyanez a 3, paraméterre vonatkozban ezen a
szignifikancia szinten nem mondhatd el.

Az Skonometriai modellekben gyakorta szignifikansnak tekintik a paramétercket €s
eziltal az adott valtozdt is, amennyiben a t-statisztika meghaladja az 1-et, ami azt is
jelenti, hogy legalabb a paraméterek eldjele biztos.

Lattuk, hogy a regressziés egyiitthatdk becslése pontbecslésnek mindsithetd. A
standard hiba birtokaban lehetdség nyilik az intervallumbecslésre, azaz konfidencia
intervallumot szerkeszthetink az alap regressziés paraméterre. Egy tetszdleges B,
paraméterre vonatkozdan a kodvetkezd valosziniiségi megallapitast tehetjok:

Pefb, - ta5,, <B; <b, + taraSy, | =1-0¢ (7-40)

A fenti Ssszefiiggésbdl kozvetleniil adodik B, regresszids paraméter konfidencia

intervalluma 1-o valésziniiségi szinten.

bj a8, (741)

Meg kell jegyezntink, hogy amennyiben nagy mintdnk van, a t-closzids helyett
normalis eloszlast hasznilhatunk, a standard nommalis closzlas megfeleld értékének
behelyettesitése utjan.

Szampéldankban megszerkeszthetjitk a regresszios egyiitthatok konfidencia
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intervallumait.
-16,54+2,306x 7,99
-34,96----1,88
0,184112,306 x0,0225
0,1321----0,2361

Lathaté, hogy a b, paraméter viszonylag magas standard hib4ja azt is
eredményezi, hogy a konfidencia intervatium negativ értéktdl pozitiv értékig
hizddik, igen széles sdvban. A b, paraméterhez rendelt konfidencia
intervallumb6l  viszont leolvashatjuk azt, hogy a kilsd tényezdk
valtozatlansiganak feltételezése mellett az iizletek tertletének 1 m’-es
novekedése varhatoan legalabb 132 EFt, illetve legfeljebb 236 EFt-os évi atla-
gos forgalom ndvekedést indukal, 95 %-os megbizhatbsagi szinten,

A regresszids fuggvénybe egy konkrét x, értéket behelyettesitve a regresszio

Atlagos szinvonalat becsilhetjilk meg. A becslés a regresszidfuggvény felhasznélasaval
végezhetd el, ami ugyancsak torztatlan lesz;

¥o = b, +byx,
ahol: x, - a tényezdvaltozd rogzitett értéke

Ez az atlagos szinvonal becslése a regresszidanalizisnck igen fontos felhasznalisi
teritlete. (Egy adott alapterilletd iizlethez megbecsiithetjik az atlagos forgalmat pl. ha
X,=350, a varhaté évi forgalom 47,9 MFt.) Altalaban a rogzitett értékeket a reg-
ressadfuggvény értelmezési tartomanyabdl szoktuk vilasztani, de nem meglepd, ha
ettd] eltérd értékre is kivancsi az elemzd. llyen esetben extrapolaciorél, prognézisré!
beszéthetiink, aminek az értelmezése fokozott figycimet igényel.

A becstilt atlagos szinvonal standard hibajanak képlete:
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s__sJ (x-%) (742)
, x - %)

A fenti képletbdl lathaté, hogy amennyiben a rogztett érték megegyezik az X
valtozd megfigyelt értékeinek szamtani dtlagaval a standard hiba minimalis lesz.

S

mivel x, =X

Eiofordulhat, hogy nem az atlagos szintet, hanem egy hidnyzd egyedi adatot
kivanunk becsislni. Ehhez is az ¥, becsldfuggvényt (a regressziofiggvényt) hasznéljuk

fel, a két pontbecslés megegyezik, azonban a becslés standard hibaja az eldz8hoz
képest nagyobb lesz.

s.'-sJH +( -x) 49
’ n Z("i"‘)

A standard hibak segitségével (adott valészinliség mellett) [étrehozhaté konfidencia
sdvok sémajat, az eredményvaltozéra vonatkozdan az alabbi dbrédkon szemléltetjik:
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A példa adatait felhasznalva szAmitsuk ki a 350 m’-es tzlet varhaté éves

forgalmat. A regresszié fuggvénybe behelyettesitve az atlagos érték becsiilt
érteke: 47,9 MFt. Az atlagos érték standard hibaja:

2
. =1022J_1_+(159:_3_2_5)__328
¥ > =
10 206250

A hibahatar 95 %-os valészinliségi szinten 7,56; ezek alapjan a t-statisztika
felhasznalasaval legalabb 40,3 MFt, legfcljebb 55,4 MFt forgalom varhat6é
350 m® -es izlct esetén. Amennyiben az egyedi ériék becslése lenne a cél a
hibahatar értéke:10,7 MFt, ami Iényegesen szélesebb intervaliumot
eredményez az elobbinél.

Természetesen mind az atlagos szinvonal, mind az egyedi értek becs¥ése soran
kapott szamértékek alkalmasak arra, hogy segitségikkel a paramétercknél megismert
médon ellendrizzik a modellre megfogalmazhato hipotéziseinket.

A viltozdk felcserélése

A gyakorlati alkalmazas soran elsGsorban azt kell megvizsgalni, hogy a valtozok
kapcsolatiban melyck azok a szignifikins clemeck, amelyek oknak tekinthetdk és
alapvetd hatast gyakorolnak arra a valtozora, amelyik az okozat szerepét tolti be.
Elgfordulhat az, hogy a hatdsok kétirdnyvak, példaul két valtozd esetén mindkét
valtozd egyarant betdltheti az ok és az okozat szerepét. A gyakorlati szempontok és
érvek ilyen esetekben szitkségessé tehetik a valtozdk felcserélését. természetesen
tagabban a felcserélhetdség igen fontos gyakorlati informacidkat eredményez mind a
modellek szerkesztése, mind az elemzd munka soran is.

A valtozok felcserélésének gondolatmenetét a mar megismert kétvaltozos linearis
Tegresszios  kapcsolatbol  kiindulva érthetjik meg  jol. A jelenséget leird
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A kétféle médon szamitott b, regresszids egyiitthatd kozdtt reciprok viszony all
fenn. Mindezt konnyen belathatjuk, ha az eredeti gondolatmenetnek megfelelden (ahol
az Y volt az eredményvaltozb) médositjuk a (7-45) Osszefuggést. Az Atalakitast ugy
oldhatjuk meg, ha a b,,y, regresszids egyitthatoval végigosztjuk az egyenletet és y-

ra rendezzilk azt.

.iz_bo(xzv}+ 1. (747)

b1(x1v) bl(xnr}

A kereskedelmi egységek forgalmaval foglalkozd példinkban a fenti
atalakitas utan a becstilt regresszidéfiggvény:

¥, = 22,8+0,2062x;

Ebben a megkozelitésben az | m’-rel nagyobb bolti alapterilet atlagosan
mintegy 206 EFt-tal nagyobb forgalmat indukal. Az eredeti modellinkben ez
az értek 184 EFt volt.

A példabol 1athatd, hogy a killénféle megkdzelitési moédon kiszamitott paraméterek
- az azonos dimenzidra vetitve - egymésté! eltérnek. Az eltérésnek kdnnyen adhatjuk a
magyarazatit, ha arra gondolunk, hogy az eredeti szemléletnek megfelelden a
pontoknak az egyenestd] mért tavolsagat a (7-45)-nek megfelelve vertikalisan, mig a
(7-47) 6sszefuggés logikajat kovetve horizontalisan mértilk fel. Mindezt j61 szemlélteti
az alabbi 4bra:
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a) vertikalis b) horizontalis
7-10. &bra A pontok és az egyenes viszonya

Ha a kétféle mddon szimitott regressziofiiggvényt egy koordindta-rendszerben
abrazolndnk, egymdist metszd cgyeneseket kapnank. Azonban, ha a kapcsolat
figgvényszerii, akkor joggal varhatnank el, hogy a kétféle mddon szimitott foggvény
egymastol ne kitlonbodzzon. Faggetlenség esetén viszont joggal varhaté el, hogy a két
egyenes egymasra merdleges legyen. Amennyiben a kapcsolat sztochasztikus - és ez 3
jellemzd -, a két egyenes hegyesszdget zAr be. Konnyen belathaté, hogy a kétféle
moédon szAmitoit regressziés egyitthatdk és a determiniciés egyitthaté kozott az
alabbi kapcsolat all fenn:

= bl{Y!X)bl(Xf'(} (7-48)

A kétféle megkozelitést végiggondolva Snkéntelendl addédik az az otlet is, hogy 3
pontok tivolsigit az egyeneshez viszonyitva merdlegesen értielmezzilk. Ebben az
esetben azt az egyenest fogadjuk el a lehetséges egyenesek kozill, amelyiknek 2
geometriai tavolsiga atlagosan a legkisebb. Az igy szamitott Riggvényt ortogonalis
regresszibfilggvénynek hivjuk. A ortogonalis regressziofiggvény paramétercinek
meghatdrozisa a mar megismert modszemél bonyolultabb algoritmusra éptl, ami
nem képezi tananyagunk targyat. Végezetiil azt kell még elmondanunk, hogy az
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ortogondlis regressziéfiggvény b, egylitthatéjanak értéke a vertikilis illetve a
horizontalis regresszi6 paramétereinck éricke kozott foglal helyet. A fenti
Osszefuggések természetének megemlitése nagymértékben rairanyitja a figyelmet az
ok- és okozati kapcsolatok koriiltekintd meghatirozasara.

7.2 TOBBVALTOZOS LINEARIS REGRESSZIO

Az ¢l6z6 alfejezetben csak két mennyiségi istnérv kapesolatit vizsgaituk behatéan.
A tarsadalmi-gazdasigi jelenségek Osszefitggésci altaldban sokkal bonyolultabbak
annal, amit két jelenség, folyamat dsszefiiggése jelezni képes. A korabban bemutatott
szampéldat atgondolva megallapithatd, hogy az uzletek forgalmara jelentdsen hat az
alapterilet, azonban szamos més tényezd (felszereltség, rekldm, vonzaskorzet,
dolgozoi létszam stb.) is szerepet jatszik. Természetesen a modellezés sordn csak a
Knyeges befolyasold tényezdket kivanjuk és tudjuk megragadni, azokat, amelyek
valéban elsSrendi szerepet téltenek be e jelenségek, folyamatok alakulasaban.

Mivel 2 jelenségek nem elszigetelten, kdmyezetiikbdl kiragadva jatszédnak le,
gyakorta szamolnunk kell az dsszetettebb, tdbbvaltozos vizsgalatok szilkségességével.
A tobbvaltozés vagy t8bbsz8r8s regresszidanalizis médot ad arra, hogy egyszerre
t8bb tényezdviltozénak az eredményviltozéra gyakorolt hatdsit elemezziik. A
tovabbiakban tehat olyan esciekkel foglalkozunk, amikor az egyik vdltozénak az
eredményvaltozonak kitiintetett szerepe van, alakulasat két vagy tobb tényezdvaltozd
segitségével magyarazzuk meg.

A tobbvaltozds regresszidanalizis sordn igen nagy jelentdséget kell tulajdonitani a
Inyeges ismérvek kivalasztdsinak, a Kkapcsolat természetérdl alkotott kép jo
kérilhatarolasanak.

Ezen a helyen szeretnénk szélni a modellépités altalanos menetérdl, ami az alibbi
lépéseket foglalja magaban:
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Adat- ElStanul-
bazis ményok

Specifiké-
¢cid

4

Paraméter-
becslés

l

Hipotézs-
ellendrzés

&

Elemz2és,
elbrejelzés

Verifikacid

7-11. dbra A modellépités folyamatabrija
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A regressads modell épftésének elsd [épése a specifikicid, amin, - mint mar ezt
korabban jeleztilk - a jelenséget leir6 modellben szerepld valtozdk, tényezdvaltozok
kivalasztasit valamint a figgvények konkrét formajanak meghatarozasat értjok, de
ugyanakkor specifikicionak nevezzilk a véletlen valtozd eloszlasara vonatkozd
feltevést is. Ebben a munka-szakaszban a modell szerkesztdje mindenekeldtt a priori
informaciokra tdimaszkodik, eldtanulményokat végez, felhasznalja azokat az elméleti,
szakmai ismereteket, amelyek Osszefiggnek a vizsgdlandd jelenséggel. A modell
szerkesztdjének ebben a szakaszban meg kell ragadni a Iényeges elemeket. Fontos
szerepet jatszk a speciﬁkécib szakasziban az adatbazis, amelynek mindsége, szer-
kezete nagymértékben befolyasolja a specifikicié érdemi munkéjat. Mindig szem eléit
kell tartani, hogy a specifikacié soran tett megallapitasok csupan hipotézisnek
tekinthetdk, amelyek tovabbi ellendrzésre, felitlvizsgalatra szorulnak.

A regresszids modell épitésének fontos munkafizisa a paraméterbecslés, a
regressziofipgvény paramétereinek meghatdrozdsa. Ez mdar tisztan statisztikai
munkafazis, a paraméterck becslése szempontjabél nem Iényegtelen, hogy a
regresszids kapcsolatot két vagy t6bb valtozoval, egy egyenlettel vagy az egyenletek
Osszefiiggd rendszerével kivanjuk leimi. Gyakran felmenilo kérdés az, hogy a modell
megfelel-e azoknak a kulonbdzd matematikai feltételeknek, amelyek a becslési
médszereket (klasszikus legkisebb négyzetek mddszere, vagy egyéb eljarasok)
determinaljak. Végezetdl le kell sz8gezni, hogy a legnagyobb korilltekintéssel
kivilasztott becslési eljarassal is csak olyan ercdményeket kapunk, amelyek
hipotetikus jellegiiek.

A modell statisztikai ellenBrzésének  fazisiban a modellezd alapvetden a
hipotézisellendrzés modszereire tamaszkodik. Ez a2 munkafazis visszahat mind a
Specifikaciéra, mind a paraméterbecslésre. Ebben a munkaszakaszban a modellezd
megallapitja, hogy egy adott megbizhat6ssg mellett mennyire fogadhaté el a modell.
A probikkal nyert informéaciék alapjan dontést hoz a modell esetleges
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megvaltoztatasardl, vagy a becslési modszer modositasardl. Ezek a dontések természe-
tesen visszahatnak a specifikiciéra és indokolt esetben az egész eljaras (specifikicio,
becslés, hipotézisellenbrzés) megismétiését igényethetik.

A regresszibs modelleket alapvetéen két elkllonithetd feladat megoldasara
hasznathatjuk:

a) jelenségek elemzésére, analizisére
b) elérejelzések (ex post, ex ante) készitésére,

azaz adott feltételek mellett a fiiggd valtozd értékének, vagy a paramétereknek a becs-
lésére. Az elsd esetben az un. bazsvizsgalatok kapcsin a valtozok osszefllggéseinek
elemzése a cél, mig a masodik esetben - kiildntsen a prognéziskészitéseknél - mar az
is fontos informaci6, hogy melyek azok a szignifikans elemek, amelyek a jovdben is
jelentds hatst gyakorolhatnak a folyamatra.

A verifikdlas sordn a modellt szembesitjilk valésaggal. Mindez nem csupén egy
technikai eljards. A kétféle feladat jellegének megfelelve kozgazdasigi, szakmai,
logikai kontroll mellett keressitk ebben a szakaszban arra a vélaszt, hogy helyesen vé-
lasztottuk-e ki a problémaval kapcsolatos véltozokat, jol irtuk-e le a vizsgall
jelenséget, folyamatot. Természetesen a verifikacié soran sokszor kapunk olyan
informaciékat amelyek visszahatnak a kordbbi munkaféazisokra, igy a specifikiciéra

IS.

A tovibbiakban a tobbvaltozos modell legfontosabb jegyeivel ismerkedink meg.

7.2.1 A tobbvaltozés linedris modell és a paraméterek
becslése

A tobbvaltozos linearis regresszié a regresszidanalizisnek talan leggyakrabban
hasmalt médszere. Elterjedtsépét alapvetden a jelenségek, folyamatok osszeteft
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jellegével magyardzhatjuk. Tulajdonképpen tiszta kétvaltozds regressziot csak nagyon
ritkin specifikalhatunk, az egyéb relevans valtozok hatisainak figyelembevételérdl
legtobbszdr csak technikai okok miatt mondunk le. Altaldban éliink a kapcsolat
linearitdsanak feltételezésével, amit alapvetden az alkalmazott mdbdszertan
kidolgozottsdga tamaszt ala. El kell mondanunk, hogy a kdzgazdasdgi elemzd munkat
nem érinti kdrosan ez az egyszerisités, a jelenségek, folyamatok természetének
megismerése {gy sem szenved csorbat.

A tobbvaltozos linearis regresszié modellje az alabbi:
Y =B,+BX, +B,X,+...+B. X, +¢& (7-49)

A fenti formula nem kulonbdzik lényegesen a kétvaltozds regresszidtdl, az €
valtozé a véletlen hatdst reprezentalja, amelyr6l a tovabbiakban is feltesszik, hogy
varhaté értéke nulla és fuggetlen a tényezdvaltozdk nagysagatdl; a k szama tényezd-
valtozit rogzitett, nem véletlen valtozonak tekintjitk, amelyek linedrisan kapesolddnak
az eredményvaltozéhoz.

A t6bbviltozds regresszidanalizis problémdja matrixalgebra segitsépével
attekinthetd és konnyen kezelhetd formaba onthetd. A tovabbiakban ezért, ahol
célszeriinek tartjuk gyakran élink majd ezzel a felirdsi moddal. Az eredményvaltozd
megfigyelt értékeit az y vektor tartalmazza:

Y
Y2
y;

Yo
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A tényezdvaltozok megfigyelt értékeit egy nxm tipusu® X métrixban!® foglalhatjuk
ossze, ahol a matrix elsd oszlopa egy n elemii Osszegzdvektor, a tovabbi
oszlopvektorok pedig az X,, X; stb. valtozok megfigyelt értékeibdl épalnek fel. Itt
szdlunk arrél is, hogy az Osszegzdvektor segitségével a regresszidfiggvény f3,
paraméterét becsiiljok.

1 X, Xy 0 Xy

1 X, X2 o Xy
X=

1 X, Xpn o Xy ]

A regresszids paraméterek vektora az alabbi:

B,
B,
B,

B |

A fentiekhez hasonléan irhatjuk fel a véletlen valtozét tartalmazd vektort is;

9Ahol: m=k+1

10Megjegyezzilk, hogy a jeldlés kissé eltér a mitrixalgebraban megszokott modtol, mivel itt
(és az dkonometridban) az X énék elsd futbindexe a tényezdviltozd sorrendjére, mig a
masodik a megfigyelés sorszimdra utal,

122






STATISZTIKA II.

e=y-Xb
A tapasztalati readuumok négyzetdsszege a fenti kifejezésbdl eldallithatd az alabbi
moédon:

n 7-52
Zeiz =e'e=y'y-2bX"y +b"X"Xb (7-52)

A paraméterbecslést a klasszikus legkisebb négyzetek modszerével gy tudjuk
megvalositani, ha az eTe négyzetdsszeg minimumit keressiik.

e'e 7-53
%—) =-2X"y +2X"Xb (7-53)

Amennyiben a (7-53) kifejezést egyenldvé tesszilk nullaval és elvégezzik a
egyszeriisitéseket a normalegyenletek matrixalgebrai felirasdhoz jutunk:

X'y = (X'X)b (7-54)
A (7-54) kifejezés tulajdonképpen az alabbi egyenletrendszert tartalmazza:
Dy =bn+b Y X +b,) X+
Zx,y = baZx, + b,z:x,2 +b,Zx,x2+...
DXy =by 3 Xy +b D KXy 4Dy D X,

Y oxy=..

A megfeleld adatokat behelyettesitve, az egyenletrendszert  megoldva
meghatarozhatjuk a paraméterek szamszerii értékeit. Tobb valtozd esetén azonban
attekinthetSbb és a szimitégépek szamara "érthetdbb” a matrix alakkal felirhatd
megoldds. Tulajdonképpen a (7-54) egyenletbd! kozvetlenill kapjuk 3
paramétervektort, ha az egyeniet mindkét oldalat XTX matrix inverzével szorozzuk. Itt
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Jjegyezziikk meg, hogy amennyiben a fenti inverz nem létezik, azaz a matrix szingularis,
a paraméterbecslés sem végezhetd el.

b = (XX)'X"y (7-55)

A kétviltozds linedris regresszié bemutatdsakor megismert példankat
folytatva jOl tudjuk szemléltetni a tobbvaltozds linedris regresszids filggvény
becslésének menetét.

Tételezzikk fel, hogy a specifikdci6 sordn fontossigot tulajdonitunk - az
alaptertlet valtozdja mellett - a boltokban foglalkoztatottak 1étszimanak is. A
10 nzlet alapteriilete mellett ezért feltiintettitk a létszamadatokat is. Mindkét
valtoz6, természetesen rogzitett, nem véletlen valtozonak tekinthetd. Az
eredményvaltozdt azonban mar, az alapfelevésinknek megfelelben,
valoszinliségi valtozénak tekinthetjik. A kibdvitett szAmpélda alapadatait
tartalmazza az alabbi tabla:

Alapterilet létszam és a forgalom

7-8. tabla
Alapteriilet, m? Létszam, 16 Evi forgalom, MFt
- X, X, Y
100 8 12
150 7 10
200 10 24
250 8 30
300 12 , 26
350 10 50
400 15 41
450 22 60
500 25 80
- 550 . 32 100
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A Kklasszikus legkiscbb négyzetek becslési modszerét alkalmazva a
t8bbvaltozbs regressziofiggvény konkrét formaja az alabbi:

§ = 13,72 +0,0989x, +1,67x,

A tobbvaltozds regressziés modell paraméterei igen fontos jelentéstartalommal
bimak, amelyek a gazdasigi elemzésckben kiemelkedd szerepet toltenek be. A
regresszids egyitthatok értelmezéséhez az alabbi regressziés figgvény szolgél
kiindulasul.

¥ =by+bx, +b,x,+...+bx,

Ha a fenti modellben pl. az x, értékét egy egységgel ndveljilk, mikdzben a 16bbi
valtozd értéke nem valtozik, az eredményvéltozd értéke atlagosan b, értékével
ndvekszik, ugyanis

§=by+b,(x,+ 1} +b,x,+...+b.x, =
=b, + bx, +b, + byx,+...+b, x,

Ez a megéllapitas értelemszeriien a t0bbi valtozora is érvényes. Altalanossigban is
megfogalmazhatjuk, hogy a t6bbvallozos linearis regresszidfiggvény egylitthatéi azt
mutatjadk, hogy egy adott tényezdvaltozd egységnyi ndvekménye Aatlagosan és
varhatéan mekkora valtozast (nOvekedést vagy csokkenést) idéz eld az
eredményvaltozéban, mikdzben a modellben szerepld tobbi tényezdviltozd értéke nem
valtozik. A tobbvaltozés regresszids modellek egytitthatéit - mivel egy-egy ténye-
zbvaltozonak a tobbitdl elszigetelt valtozisdt mutatjdk - parcialis regresszibs
egyiitthatéknak nevezhetjik.

A tobbviltozds lineans regresszids modell b, egyiitthatéjanak értelmezése hasonld
a kétvaltozés esethez. A regresszids fliggvény ennek a paraméternek az értékét csak
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akkor veheti fel, ha a mindegyik tényezdvaltozd értelmezési tartomanyaban szerepel a
nulla is, ellenkezd esetben a paraméter kdzgazdasagi értékelésétdl eltekintink.

Példankban a b, paramétert nem értékeljik. A b, regressziés paraméter azt
mutatja, hogy egy adott azlet alapteriletének egy egységnyi (1 m°)
ndvekedése mintegy 99 EFt-os évi atlagos forgalmi ndvekedést idéz eld,
feltéve a masik tényezd - a létszAm - véltozatlan, azonos szintjét. A b,
paraméter szerint egy tzlet Iétszaméan egy fvel torténd novelése atlagosan
mintegy 1,67 MFt-tal novelheti dzlet forgalmit, feltéve természetesen az
alapteriilet azonos mértékét.

Természetesen a tdbbvaltozds modell esetén is értelmezhetjiik az elaszticitdst, amit
parciilis elaszticitds mutatéjanak neveziink. Ez a mutaté arra ad valaszt, hogy egy
adott tényezdvaltozo egységnyi relativ novekedése varhatéan mekkora relativ valtozist
idéz eld az eredményvaltozoban, a tobbi tényezdvaltozd allandd szinvonala mellett.
Elaszticitisi mérészimot a parcidlis differencalhanyadosbél szirmaztathatunk:

oy X;

I(y,x)=—2—L (7-56)
El(y,x;) o,y

ahol:j=12..k

Az y valtozd helyett, annak a tobbviltozds fliggvénnyel becstlt értékeit
alkalmazva, a j-edik tényezdvaltozd parcidlis elaszticitasi egyiithatéja:

b;x; 7-57)
EN.x;)= i (
(y,x,) b, +b,x, +b,x, +..+b, x,

A parcidlis elaszticitds éricke fugg a tényezdvaltozok adott szintjétdl. Gyakran
haszniljak az claszticitasi mérdszamot, ha valamennyi tényezdvaltozd Atlagos szintje
mellett kivanjak szaimszerisiteni a relativ valtozast.
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(X™X)" = [z,]
ahol a z; a métrix 4ltalinos elemét jeloli.

Mindezek eldrebocsitiasa mellett a j-edik paraméter standard hibajat a kovetkezd
médon hatarozhatjuk meg:

5, = 8z T (1-63)

Altaliban a- paraméterek standard hibait a programcsomagok szolgaltatjiak, igy
nem okoz nchézséget a regresszids egylitthatdk parcidlis tesztelése az alabbi t-
statisztika segitségével:

H, B, #0

(7-64)

t=2t
s.’t
Példankat folytatva a klasszikus legkisebb négyzetek médszerével a
tobbvaltozos regresszidfiiggvényre az alabbi eredményeket kapjuk:

¥ =-13,72+0,0989x, + 1,67x,
(6,7) (0,0431) (0,763)
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A paraméterck alatt zirdjelben a standard hibdk szerepelnek!'. A fenti
szamadatok ismeretében felirhatjuk a t-statisztikdkat is, amelyek sorrendben:
2,05;2,29; 65 2,19.

Példankban az n-k-1 szabadsigfoki t-eloszlist figyelembe wéve,
5 %-os szgnifikancia szinten (1o =2,365) a tényezdviltozdk parcialis
hatAsat kifejezd regressziés egyutthatok nem szignifikinsak. A szignifikancia
szintet 1 %-ra cstkkentve a tényezdvaltozok parcidlis hatisa szignifikansnak
tekinthetd.

A standard hibakat kozvetleniil felhasznélhatjuk - amint azt a kétvaltozos esetben
lattuk - a regresszids egyiitthaték konfidencia intervallumanak eldallitAsira, azaz
intervallumbecslésére. Itt is hangsilyozzuk, hogy a regresszids egytitthatok torzitatlan
becslését kapjuk a klasszikus legkisebb négyzetek modszerével.

A feltételes varhaté érték, illetve egy egyedi ériék intervallumbecslését is
elvégezhetjik a tobbvaltozds linedris regresszidfiiggvény segitségével. A szamitasokat
itt is meg kell el6znie a pontbecslésnek. A becsléshez a rogzitett kiinduld értékeket az
alabbi vektor tartalmazza:

111t hivjuk fel arra a figyelmet, hogy a szamitogép altal szolgiltatott output tAblik 4ltaldban
a fenli informicidkat tartalmazzik. Természetesen az output tdbldk felépitése
programcsomagonként vallozo, azonban {Gbb elemeikben megegyeznek.
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X2 (7-65)

Xyo_

-

Az ‘?D feltételes varhaté értéknek (y) és az egyedi ?J értéknek (') a
pontbecslése x, mellett (aho! b a becsilt paramétervektor):

y=§'=x;b (7-66)

A koribban mar megismert, (7-6!) szenint becsitlt rezidualis szbrds, valamint a
megfeleld vektorok és matrixok segitségével meghatarozhaték a becslés standard
hibai.

A feltételes varhaté érték standard hibéja:
s; = s,/x}(xTJh{)"xo (7-67)

Az adott vektorhoz és igy a kijelolt értékekhez tartozd egyedi érték standard
hibﬂj.;

5,"=sy1+x7(X"X)"'x, (7-68)

Lathatd, hogy az egyedi érték standard hibaja a tobbvaltozbds esetben is meghaladja
a feltételes varhaté érték hibajat.
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Végezeti! szélni kell am6l, hogy a standard hibdkat az t-eloszlas n-k-1
szabadsagfoku értékével megszorozva a becslések hibahatarait és igy végil a
konfidencia intervallumokat allithatjuk ¢l6, adoit megbizhatésigi szint mellett.

7.3 NEMLINEARIS REGRESSZIO

A fuggvénytipus megfeleld megvalasztasa - mint lattuk - a specifikicié fontos
eleme. Sikeres megvalésitasa nagyméniékben figg a kivalasztast megelézd koz-

gazdasagi-logikai elemzestol.

A fuggvénytipust kezdetbcn csak hipotéasként kezeljdk mindaddig, amig a
statisztikai-, és szakmai ellendrzésck valasztas helyességét nem igazoljak.

Tanulmanyunkban eddig eldnyben részesitettik a  linedris  fuggvényt,
megallapitasaink csak erre az esetre vonatkoznak. A gyakorlati elemzd munka sok
esetben elfogadja a linearis modell feltételezését, és amikor nagyon indokolt, a bonyo-
lultabb dsszefliggéseket egyszerii transzformécidk segitségével linearissa alakiljak at.

A pazdasagi-tarsadalmi folyamatok és jelenségek azonban gyakran igénylik a
nemlinearis tipusu fuggvényck kozvetlen hasznalatt is. A regressziés modell-épités
soran a nemlinedris figgvényeknek afapvetden két tipusat killdnbdztethetjok meg.
Ezek a viltozéiban nem linedris figgvények és paramétereiben nem linedris
fuggvények. Az elsé esctben viszonylag konnyebd dolga van a felhasznalénak, mivel
megfeleld transzformécié utan a fuggvény linedrissd alakithaté, és alkalmazhat6é a
paraméterbecslésre a klasszikus legkisebb négyzetek modszere. Természetesen tudni
kell azt, hogy az ilyen atalakitasok a véletlen valtozdra vonatkozé pontosan definialt
feltételezések esetén adnak valdés credményeket, azoknak a transzformacié utan is
értelmezhetdnek kell lenniitk. A masodik esetben a paraméterek becslése a
hagyoményostol eltérd becslési modszerek megvilasztdsit igényli. A véletlen
' valtozora tett feltétel természetesen itt is alapvetd fontossaggal bir, azonban Altalaban
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a priori feltehetjiik, hogy a véletlen valtoz6 additiv médon kapesolédik a modellhez,
eloszlasa normalis. Ilyen esetekben a transzformacié nem jarhato ut és ekkor nyilunk
a bonyolultabb nemlinedris becslési eljardsokhoz, illetve a maximum likelihood
médszerhez.

Az alkalmazhaté figgvény tipusit a gazdasigi jelenségek természete gyakorta
szigorjan behatdrolja. A gazdasagi elemzések soran példanl a vallalatok,
véllalkozisok szintjén néha egy-egy eldrebecslés sordn kifejezetten hamis informaciét
szolgaltatna a linedris modell. (Példiul egy optimdlis kitlsO gazdasigi feltételek
mellett, dinamikusan fejlddo vallalkozas termelési inputjai és a termelés outputja
kozitt az Osszefiggés nem linedris.) A szAmitdgépek elterjedésével sokféle lehetdség

nyilik a megfeleld fuggvénytipus megtalalasira, de mindez csak nagyfoku szakmai
kontroll mellett ad j6 eredményt.

A nemlinearis regressziés modellek részletes tirgyalasa meghaladja tananyagunk
kereteit, ezért a tovabbiakban csak azokkal a leggyakrabban alkalmazhaté
fuggvénytipusokkal foglalkozunk, amelyek a klasszikus legkiscbb négyzetek
médszerével becsiithetdk.

7.3.1 Hatvanykitevds modell

A gyakorlatban sokszor hasznalt nemlinearis modell az alabbi'?;
Y =p,XPe (7-69)

ahol: u -a rezidulis, véletlen viltozd

2Meg kell jegyeznink, hogy itt ¢ = 2,718..., azaz az Un. természetes szAm szerepel a
képletben és ebben a fejezetben a vélcilen valtozd jeldlésére az u-t hasznaljuk,
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A modell sajtos vonasa, hogy a B, az eredményvaltozé X kitevdjében szerepel az
egyes tagok kapcsolédisa pedig szorzatszeri. Az ilyen modellt hatvAnykitevds,
illetve multiplikativ modellnek nevezzitk.

A B, regresszids egyiitthatd azt fejez ki, hogy a tényezdvaltozd egységnyi relativ
valtozasa mekkora relativ valtozist idéz ¢ld az eredményvéltozoban. J6l tudjuk, hogy
az ilyen jellegli kérdésckre altalinos valasz adhaté az elaszticitdsi egyiitthatéval
segitségével. A fenti modellben az elaszticitas alland6. Ennek megfelelve a modellt
szokas konstans elaszticitdsi modellnek is nevezni.

A modell logaritmikus transzformacidval linearis alakra hozhaté:

A logaritmikus transzformaciéval linedris alakra hozott modell nagy eldnye, hogy
a paraméterei mar a klasszkus legkisebb négyzetek médszerével becsiilhetdk. Itt
ugyanis az ercdeti valtozok logaritmus értékei kdzdtt linedris Osszefiiggés van. A
logaritmizilas miivelete nyoman a fenti modellt nevezik még az irodalomban log-
linedris vagy dupla logaritmikus modellnek is.

A logantmikus transzformaciébdl adéd6an, ha a grafikus abrazolas soran mindkét
tengelyen logaritmikus skalat alkalmazunk, a figgvény képe egyenes vonal lesz
Mindez nagymértékben megkonnyiti a multiplikativ dsszefuggések felismerését.

A hatvanykitevds modellt egy egyszerit szampéldaval illusztraljuk. Tételezzilk
fel, hogy egy textilipani villalatnil a rendelésallomanyok elemzése sorin a
rendelések volumenének és az atfutasi iddnek az Osszefiiggéseit vizsgaltak. 20
rendelés adatait az alabbi tabla tartalmazza:
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7.3.2 Féllogaritmikus modell

El3fordulhat a gyakorlatban olyan oOsszefiggés, amelyben az egyik valtozd
természetes értcke és a masik valtozd logantmusa kozott irhatd fel a linearis modell.
Két ilyen esetet kilonbdziethetiink meg:

InY=8,+pX+u (7-71)
illetve
Y=8, +B,(InX)+u

Az egyenes mercdekségét kifejezd regressziés paraméter az elsd esetben az Y
valtozod relativ valtozdsdt X viitozd abszolut viltozdsahoz viszonyitja, mig a
masodik esetben Y valtozd abszoliit valtozasat méri X valtozd relativ valtozdsahoz

képest.

Konnyen belathatjuk, hogy az elsd eset az un. exponencidlis modell linearizalt
megfeleldje, ami eredeti formajaban:

Y =P8, (7-12)

A fenti modell f6 felhasznilasi terblete a trendszimitas!3, mivel nem iddsorokbél
Szirmazd un. keresztmetszeti adatokbdl viszonylag ritkan szdmitunk exponencialis
regressziot. Ugyanakkor el kell mondani, hogy a féllogaritmikus, vagy
szemilogaritmikus regresszidnak szamos egyéb felhasznalési Iehetdségére nyilik méd
kilonbdzd gazdasdgt szamitasokban,

———

BLisd a 8. fejezetet.
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7.3.3 Reciprok regressziés modell

A reciprok regressziés modellt (dltalaban hiperbolat) akkor alkalmazzuk, ha a
kozgazdasigi feltevések szerint az Osszefiggések természete reciprok jellegii
kapcsolatra utal. Az ilyen tipusi modell felhasznlisinak szinte iskolapéldija a
termelési output mint X véltozd és az dllandd koltségeknek az dsszkéltségen belilli
aranya, mint Y valtoz6 kozotti kapcsolatot szamszeriisitd modell. A specifikicié sordn
itt is alapvetd fontossaggal bir a szakmai ismeretek kore, de nem hanyagolhaté el a
filggvény tipusanak felismerése soran a grafikus dbrazolas sem. A reciprok regresszié
linednis modellre wisszavezethetd. A gyakorlatban leggyakrabban haszndle két
hiperbola figgvény az alabbi:

Y= ! +u
B, +B,X (7-13)
illetve

Y=8, +B,(§J+u

Az elsd esetben az 1/Y és X valtozd mig a masodik esetben az Y és az 1/X
valtozok kozott 4ll fenn linedns kapesolat.

Kilon szélni kell a masodik modellben a B, paraméter értelmezésérdl. Ez az érték,
amely felé a Riggvény aszimptotikusan kdzelit, ha X értéke minden hataron tul nd.

tim( B, +8, 7] =B,

A b, paraméter tehat a regresszié minimdlis értékének becsléseként foghat6 fel.
Nem ilyen kézenfekvd a b, paraméter értelmezése, ezért a gyakorlat sokszor eltekint
magyarazatitdl. Megjegyezziik, hogy a hiperbolikus regresszid, nemlinearis jellegébdl
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adédoan igen érzékeny a tényezdvaltozd mértékegységére, annak megvaltozasa az
eredményeket erdteljesen modositja.

A reciprok regresszié szemléltetésére egy épitdipari példat mutatunk be.
Tételezzik fel, hogy valamely épitdipari vallalatnidl egy meghatarozott
iddszakban a kivitelezett munkik szimla szerinti értékét és a szallitasi
koltségek snkoltségen belili arnyat jellemzik az alabbi adatok:

A kivitelezett munkak értéke és a szallitasi koltség aranya

7-11. tabia
Sorszam A munka értéke Széllitasi koltség

(EFt) aranya (%)

1. 150 10,0
2. 260 9,2
3. 400 8,3
4, 520 7,6
5. 800 6,6
6. 1.200 5.4
7. 1.300 5,6
8. 1.400 5,1
9. 1.500 5,0
10. 1.610 4.8
11. 1.700 45
12. 1.900 42
13. 2.000 43
14. 2.200 4,1
15. 2.400 4,0
16. 2.600 3.8
17. 2.700 3,5
18, 3.000 3,6
19. 4.500 3,3
20. 5.000 3,5
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ha x =500 ,§=6,26 %

ha x =1.000 ,§=5,11%
ha x = 4,000 ,§=4,25 %
hax=5.000 ,§=4,19 %

A fentiek alapjan megallapithatjuk, hogy ha a kivitelezett munkak értéke 500
EFt-rél 1.000 EFt-ra nd, a szallitasi koltségek aranya mintegy 1,15 %-kal
csdkken, mig 4.000 EFt-rél 5.000 EFt-ra torténd ndvekedés esetén az ardny
csdkkenése csupan 0,06 %-os.

7.3.4 Polinomiilis regresszié

A nemlinedris regresszié gyakran haszndlt tipusa a polinomidlis regresszié.
Killsnosen a masodfoki polinom, a parabola, illetve a harmadfoka polinom
kdzgazdasigi alkalmazisa gyakori. A parabola alkatmazisit indokolja pl. a
mezigazdasagi termelés sordn a felhasznalt miitrigya mennyisége, amely egy adott
szintig noveli a termésatlagot, majd ezen tul a tobb hatdanyag mar alacsonyabb
hozamot eredményez. A harmadfokd polinom felhasznildsa kilondsen a
hagyomianyos dsszkoltség-gorbe illesztése soran indokolt,

A polinomidlis modell Altalnos alakja'4:
Y =B, +BX+8,X +... +$,X" +u (7-74)
Az Adltalanos felirasbdl lathatjuk, hogy a linedris figgvény tulajdonképpen

felfoghaté a polinomialis fuggvény specidlis esetének. A t6bbvaltozds linearis
Tegresszids modell sordn megismert megoldasi eljarasok a polinomidlis modell

—

144 polinomidlis modell alkalmazasinak fontos feltétele a polinom fokszAménak helyes
Mmeghatdrozisa, aminek sokféle médszere kdzismert. Meg kell azonban mondani, hogy
Mmindegyik eljards csupdn kozcliti a probiéma megoldasat.
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esetében maradéktalanul alkalmazhatéak, ugyanis az X valtozd hatvanyai helyett 1)
valtozdkat vezethetink be, ami tulajdonképpen a problémat linedris esetre vezeti
vissza:
Y =B, +B,Z, +B,Z; +... (7-75)
ahol
Z,=X; Z,=X*stb.

7.3.5 A nemlinearis kapcsolat szorossiga

A valtozok kozdtti  korrelaciés kapcesolatot  kétféle moédon, egyrészt a
transzformalt viltoz6k masrészt az eredeti valtozdk alapjan tudjuk mémi. A
transzformalt valtozok segitségével t8riénd kapcsolatmérés csupén az eredeti véaltozok
kozott fenndlld kapesolat kozelitéseként foghatd fel. Az eredeti valtozdk alapjan
térténd kapesolatmérésben hatékony segitséget ad az un. korreldcids index:

Z(Yi - ?i)2 (7-76)

> -9y

A mutatérél konnyen belathatéd, hogy ériéke 0 és 1 kdzé esik, valamint szembetiind
az a tulajdonsaga, hogy linearis kapcsolat esetén értéke megegyezik a lineanis korrels-

I=J1-

cibs egyitthatoval.

7.3.6 Tobbvaltozés nemlinearis modell

A nemlinedris modellek kézott kiemelt fontossaggal bir a Cobb-Douglas féle
termelési figgvény, ami mir méas kozgazdasagi diszciplindkbol kdzismert. A
foggvény tulajdonképpen egy (0bbvaltozds hatvanykitevds fliggvény, amelyben a
véletlen valtozora tett feltevés "cléggeé specidlis™:
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Y =B,X," X, e (717

ahol:

Y - a termelés outputja,
X, - 2a munkaréforditas,
X, - a tokeraforditas.

Amennyiben  logaritmiziljuk a fenti fiiggvényt, az konnyen kezethetdvé,
becsiilhetdvé valik.

InY =Inp, +,InX, +f,InX, +u (7-78)

fgy mar nincs akadalya annak, hogy a paramétereket a klasszikus legkisebb
négyzetek modszerével becsiljik. Természetesen néha feltételeket, korlatokat is meg
kell fogalmaznunk a kitevokben 1évé paraméterekre vonatkozoan. Ezek a feltételek a
becslési modszerek tovabbi finomitasat igénylik.

Amennyiben a véletlen valtozd nem a (7-77) modellben szerepld mddon
helyezkedik el, a nemlinearis legkisebb négyzetek médszerét , vagy a maximum
likelihood becslést kell alkalmazni.

7.4 A MODELL FELTETELRENDSZERENEK VIZSGALATA

A regresszids modell specifikilisa soran fontos feltevésekkel éliink mind a
rezidudlis valtozora, mind a magyardzd vaitozokra vonatkozéan. Az alabbiakban
Uss2efoglaljuk a linearis regressziés modellek legfontosabb kovetelményeit. Ezek
teljesitlése esetén a klasszikus legkisebb négyzetek médszere segitségével kdzvetleniil
§61 atkalmazhaté becsléseket nyerhetiink, mig ellenkezd esetben vagy mas becslési
mbdszert kell valasztani, vagy kelld knitikaval kell fogadni a kapott eredményeket.
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gazdasagi, tarsadalmi modellek megfigyeléseit azonban nem Kisérlet-sorozatbél
kapjuk, hanem azok t8link fuggetlen folyamat eredményei. Mindez azt is jelenti, hogy
az egyes magyarazd valtozok hatasit az eredményvaltozéra nem lehet kiilon-kilon,
tisztan megragadni, hiszen minden valtozd autoném médon, egyszerre is valtozhat.
Ezek fényében, kicsit tigabban értelmezve a magyardzd valtozok szerepét, azok
szaochasztikus viselkedését is feltételezhetjik. Mindez értehetdbbé teszi a tovabbi
feltételek interpretdlasat.

5. A magyarazd vaitozok fiiggetlenek a hibatényezdtdl, a reziduilis valtozotol.
E(xTe) =0 (7-83)

6. Az X|,X,... X, magyarizd valtozdk linedrisan fuggetlenek, nincs “tokéletes"

vagy egzakt lineans oOsszefiggés a tényezBvaltozok kozott. Nem 1étezik tehat
olyan, nullatdl eltéré c,, ¢, c,...c, konstans paramétersor, amely teljesiti az
alabbi feltételt:

CoHC Xy +C X +... 4+, X =0
ahol: V' x; #0

(7-84)

Amennyiben a fenti dsszefiggés mégis fennall, a modellt multikollinedrisnak
tekinthetjik.

7. A magyardzd valtozék szdmanak kisebbnek kell lennie, mint a tapasztalati
fuggetlen megfigyelések szima (k<n); mas megfogalmazisban az X mitrix
rangja legyen kisebb a megfigyelésck szimanal, praktikusan egyezzen meg a
viltozok szamaval.

p(X)=k (7-85)
ahol: k<n
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A fent emlitett feltételek teljesiilése esetén a regresszids modellt
multikollinearitastdl mentes standard linedris regresszids modellnek tekinthetjik.
Belathatd, hogy ezek a néha igen "szigoni” feltételek, a modellépités alapelvét képak,
amikre a munka soran fokozottan figyelntink kell. Mindez azt jelenti, hogy a modell
konkretizilasa sordn a feltételeket folyamatosan kell ellendrizni, az eredményeket
hipotetikus jetlegiieknek kell tekinteni. Amennyiben a mintabeli adatokkal nem igazol-
haték empirikusan az elméieti varakozasok, a specifikacié modositasira, dvatos értel-
mezésre, illetve sajatos, 1j becslési moédszer megvalasztisara van szitkség, Az elsd ot
feltétel teljesiilése esetén, a klasszikus legkisebb négyzetek modszere segitségével
kielégité becsléseket nyeriink, mivel a Gauss-Maskov tétel alapjan bebizonyithatd,
hogy a klasszikus legkisebb négyzetek madszerének becsléfiggvénye valamennyi
linearis torztatlan esetnél jobb, mivel a variancidja a legkisebb. Itt jegyezzilk meg,
hogy az elsé feltétel teljesiilését tulajdonképpen mar a becslési moédszer helyes
megvalasztasaval garantathatjuk.

7.4.2 Multikollinearitas

A 6. és 7. feliételben megfogalmaztuk azt, hogy altaldban nem lehet lineéris
osszefiggés a tényezdvaltozok kozitt, ellenkezd esetben multikollinedrisnak kell
tekinteni a modellt. Amennyiben a fenti két feltétel teljesiil, egy adott tényezdvaltozo
értékét tetszdlegesen valtoztathatjuk, anélkul, hogy ez a valtozis a tobbi tényezd
hatasat befolyasolna.

A tényezivaltozok kozotti filggetlenség matematikai kdvetkezménye, hogy egy
adott 3, paraméternek a klasszikus legkisebb négyzetek modszerével becsilt b; értéke
fuggetlen a modell tobbi tényezdvaltozojatdl. Masként megfogalmazva, a modell
tényezdviltozdinak, magyarazé valtozoinak karét bovithetjiik vagy sziikithetjiik, a mar
kiszAmitott regresszids egyiitthatdk értékei minderre érzéketienek.
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A tarsadalmi-gazdasigi jelenségek, folyamatok Osszefiiggéseit kifejezd
modellekben a tényezdvaltozok kozotti kolcsonds fliggetlenség azonban nagyon ritkin
nem fordul eld. A vizsgalatok sordn ugyanakkor természetes és jogos az a ¢él, hogy a
komplex tarsadalmi jelenségeket és folyamatokat mind mélyrehatébban ismerjik meg,
amj azt is jelenti, bogy célszerii minél tdbb hatdtényezdnek, magyardzd véltozénak a
figyelembevétele. Igy sok esetben elkerillhetetlenné valik a valtozok kozotti teljes
fuggetlenség elvének a feladasa.

A multikollinearitas két alapvetd formédban jelenhet meg:
1) a magyardzd valtozdk kozott a kapesolat filggvényszerd;

2) a magyarazo valtozok kozott a kapesolat sztochasztikus!S,

Az elsd esetben teljes, vagy extrém multikollineanitasrél, azaz a tényezdvaitozok
kozott egzakt linedris figgdségrol beszélhetink. Eddigi tanulméanyainkbdl vildgosan
kitinik, hogy a b regresszids egyitthatokat a kiasszikus legkisebb négyzetek méd-
szerével csak akkor hatarozhatjuk meg egyértelmiicn, ha az XX matrix nem
Szingularis, azaz egyértelmiien invertilhat6. Ha a matrix szingulars, extrém
multikollineartassal kell szimolnunk.

Az clobbinél gyakrabban szAmithatunk a multikollinearitds “burkoltabb"
formajaval, amikor a magyarazovaltozok kozotti kapcsolat sztochasztikus. Ebben az
esetben a jelenség felismerése és lokalizildsa is bonyolultabb feladat.

Eldre kell bocsatanunk, hogy a multikollinearitds nem specifikdciés hiba, hanem
a felhasznélt adatok, informacidk adottsaga, a minta tulajdonsiga. Ahhoz azonban,
hogy kezelni tudjuk a multikollinearitist, meg kell ismerkednink vérhaté
kovetkezményeivel, feltirasinak, szamszeriisitésének modozataival, és azokkal az

—

13 Ebben az esetben természetesen sztochasztikusnak kell tekinteni a magyardzo véltozokat,

149



STATISZTIKA 1L

eljarasokkal, amiket az ilyen tulajdonsiggal bir6 minték adataibél t8rténd becslések
soran alkalmazni lehet.

A multikollinearitis k3vetkezményei, megitélése

A multikollinearitds sokszor nehezen észrevehetd hatdsa sordn gyakorta kell
szamitani az alabbi kdvetkezményekkel:

A multikollinearits noveli a regressziés egyttthatdk vanancidjat, az egyes t-
préba értékek nagyon alacsonyak lesznek.

Az alacsony t-préba értékek miatt (mivel az egyes paraméterek nem
szignifikansak) gazdasagilag fontos magyardzd véltozokat indokolatlanul ha-
gyunk ki a modellbdl.

A paraméterek értékei mintanként jelentdsen kilonbozhetnek. Erzékenyen
reagalhatnak a paraméterbecslések eredményei a minta és a specifikacio
valtozasaira.

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy a multikollinearitds a modelie] készolt
eldrejelzéseket nem befolyasolja abban az esetben, ha a valtozok kozdtti,
mintdban megallapithaté kapcsolat nem viltozik meg az elBrejelzési
periddusban. Ellenkezd esetben szdmolni kell azzal, hogy az eldrejelzés torzitott
lesz. A modell eredményeinck elemzésre torténd felhasznalhatdsagat azonban
megkérdjelezi a multikollinearitds, ugyanis a fentick értelmében nem tudjuk
etkilsnitent az egyes magyarazd valtozok hatdsat,
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A multikollinearités feltdrésa

Az alabbiakban néhany egyszeriibb-bonyolultabb eljarast mutatunk be.

a) A korrelaciés mitrix segitségével a multikollinearitds viszonylag egyszeriien
felismerhetd. A tényezbvaltozdk kozotti korrelacios matrix altalinos alakja az
alabbi:

1 LIPS T |
r, 1 LEY

R, | (7-86)
RITILY! 1]

Az R, mitrix (mérete: kxk) foatlén kivilli elemei a magyarazd véltozdk paronkénti
linearis korreldcids egyiitthatéi. A multikollinearitas meglétére szamithatunk nagy
eséllyel, ha a két valtozd kozbtti korrelacidt mérd egyitthatd értéke abszohit értékben
tavol esik a nullatél. Itt azonban két gondra kell fethivni a figyelmet: egyrészt ha két
valtozdpar kozott alacsony is a korrelacid, tobb mint két valtozd kozdtt erbteljes
multikollinearitas Allhat fenn, masrészt a “karosnak” itélt szint megallapitasa megiche-
tdsen dnkényes. Az un. Klein-féle hitvelykujjszabaly szerint erdteljesnek kell tekinti
a multikollincaritdst, ha van olyan, a kétvaltozds kapcsolatot mérd korrelacids
egyiitthatd, amelynck értéke megkozeliti a tobbszdrés korrelaciés egyitthatét.
Természetesen a korrelaciés matrix nem tajékoztat kozvetlendl a magyarazéd valtozok
kdzotti 1obbszdrss kapcesolatrél.

b) A multikollinearitas megléte vizsgalhaté az in. globalis mérdszamokkal.
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Egyik ilyen kozelith jellegi mérdszim az M, mutaté. Felépitésének
gondolatmenete az alabbi. Ha a tényezivaltozdk (magyarazé valtozok) linearisan
foggetlenck, komreldlatlanok, a tényezlvaltozdk és az eredményviltozd kozbiti
paronkénti, (totdlis) korreldcids egylithatok négyzeteinek Osszege egyenld a
t6bbszdrds determinacios egyiitthatéval:

R? = z“: r? (7-87)
jul

A fenti médon elallithaté R?, a tobbsz6rds determinacios egyitthatd feltételezett
értékét jelenti, Amennyiben a feltételezett és tényleges determiniciés egyttthatd
értéke nem egyezik meg, a kitldnbség a multikollinearitas 1étét jelz:

M, =R?-R? (7-88)

Masik globalis mérfszam az M mutaté. A determinécids egyiltthatéra vonatkozo
fontos dsszefuggés alapjan - amelynek bizonyitdsatél eltekintlnk -, szamszerisithetjok
az un. parcidlis hatas mértékét, amely azt fejez ki, hogy mennyivel ndvekszik a
tobbszords determinacibés egylitthaté értéke, ha egy adott valtozdt utolsdként
kapcsolunk be a modellbe. A kulonféle lehetséges modon kiszamitott parciilis hatasok
osszege, értelemszeriien megegyezik a determindcids egyiitthatoval, ha nincs mul-
tikollinearitas.
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A j-edik valtozo parcialis hatésa (jele: f}):

fj = Rz = Rz)’u-j—l.}n,l

ahol:
R?-ak szami véltozs alapjan szamitott tobbsz0rds determinéciés egyitthato,

Ry s - 2 jedik valtozd hatésat nem tartalmazé t8bbszords determinécios
egyltthatd

Ha az R%-bdl kivonjuk a parcidlis hatasok o6sszegét, a killonbség az R? -nek azon
része, amelyet a tényezdvaltozok egyiittesen magyaraznak nieg. A multikollincaritast
tehat a tényezdvaltozoknak ezzel a nem elkillnithetd hatédsaval mérjik.

k
M- R2-3F (7-89)
=l

A tobbviltozds modell targyalasa soran megismert példankban, ahol a boltok
évi forgalmit az alapterilet és a létszam foggvényében magyaraztuk,
vizsgaljuk meg a multikollineanitas meglétét az eddig megismert modszerek
segitségével'$! Az analizishez szlikségink van a korrelaciés métrixra:

A modell egészét jellemzd tobbszords determinécios egylitthatd:
R*=0,936

A tényezdvaltozok kozotti korrelaciés egyitthaté (értéke: 0,903) ugyan
kisebb, mint a tobbszords komrelacids egyutthatd (értéke:0,967), azonban a

—

614 a példa kedvéért eltekintiink attdl, hogy a magyardzd véltozok eredetileg nem
valésziniiségi valtozdk, hanem rdgziteut ériékek voltak.
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totdlis korrelacids egyltthatd nagysiga mar felveti a multikollinearitas
fennallasanak veszilyét.

Az M, mutat6 értéke:
R? =0,945* +0,943% =1,7822
M, =1,7822-0,936 = 0,8462

Az M mutaté alkalmazisa feitételezi a parcidlis hatdsok szamszeriisitését.
Példankban - mivel csupan két magyardzd valtozoval van dolgunk - az adott
valtozd hatdsit nem  tartalmazd tObbszdrds determindciés egyltthatd
megegyezik az eredményvaltozd és a mésik véltoz6 kozotti totdlis korreldcios
egyitthatéval.

Az X, valtozo, a létszim parcidlis hatasa:
f, = 0,936-0,945° = 0,043
Az X, viltozo, az alapterillet hatasa:
f, =0,936-0,943% = 0,047
A parcialis hatasok dsszege és az R? alapjan az M mutatdszim értéke:
M=0,936-(0,047 +0,043) = 0,846
A fenti mutatészamok jelzk a modellben a multikollinearités jelenlétét.

A globalis mutatészamok  értékei példinkban megegyenek, mivel
modellinkben csak két tényezdvaltozd szerepel.
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¢) A multikollincantas feltrasa statisztikai prébskkal.

A multikollinearitds jelenlétére kovetkeztethetiink a tényezdvaltozdk korrelacios
matrixdnak determindnsibél is. Igazolhaté ugyanis, hogy amennyiben a
magyarazévaltozok linedrisan fuggetlenck egymastél a modelit ortogonélisnak
tekinthetjik. Az ortogonalis rendszert ieiré matrix determinansa 1-gyel, teljes multi-
kollinearités esetén viszont 0-val egyenld. Ervényes tehat az aldbbi relacio:

0s|R,|s1

A determinansértékek valésziniiségi eloszldsa, egy egyszerli transzformécid utan
megkozelitden y° -eloszlasi. Az igy képzett probafiggvény annak a H, hipotézisnek a
tesztelésére szolgdl, amely szerint a magyarazd valtozok lincarisan fuggetlenek. A
probafiggvény az alabbi:

X = -[n -1- %(Zk + 5):|log[Rk| (7-90)

A fenti foggvényben a tényezdvaltozdk korrelaciés matrixa determindnsianak
(R, }) tizes alapit logaritmuséval szamolunk. A prébafiiggvény szabadsagfoka:

~k(k-1)

Adott szignifikancia szint mellett a % tablaban megkeresstk a megfeleld kritikus
értéket. Amennyiben a (7-90) prébafiiggvény alapjan szimitott érték nagyobb mint, a
1ablab6l vett, szAmottevdnek tarthatjuk a2 modellben a multikollinearitast. Ellenkezd
esetben, H, hipotézis elfogadisa esetén, azonban még nem vethetjiik el teljesen a
jelenség meglétének feltevését, mivel az Osszetettebb kapcsolat kimutatisira nem
kellden érzékeny a médszer. A korrelacids matrix (a valtozdk kozotti olykor eltérd
erejii és ellenkezd eldjelii kapesolatok miatt) ugyanis nem mindig képes ramutatni
arra, ha kettdnél 1obb 1ényezd kozstt all fenn a multikollinearitas.
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modell specifikdcioja helyes, a multikollinearitds csak a megfeleld informacidk
hianyanak tudhat6 be, tehit a minta tulajdonsaga.

Kézenfekvden ad6dik a minta nagysaganak a novelése, amely - mint tudjuk -
informacid-tobbletet eredményez. Erre azonban sok esetben - killdndsen
idGsoros vizsgalatok esetén - nincs mdd, illetve sokszor nem biztosithaté az,
hogy a minta a korabbitdl valéban fliggetlen informéciot szolgaitasson.

A fokomponensek moédszere a regresszi¢-analizis kibdvitését adja azaltal,
hogy az eredeti magyarazd valtozokat a beldliuk képzett linednisan fuggetien
mesterséges valtozokkal helyettesiti. A mddszer hatékonyan csdkkenti a
multikollinearitds hatisat, azonban jelentds informaciéveszteséggel jar.

Az elmilt évtizedekben az un. ridge-regresszié alkalmazisa terjedt el. A
modszer tulajdonképpen egy torzitd valtozonak a modellbe torténd bedpitésével
prébalja megoldani problémat. Segitségével nyert eredmények meglepden haté-
konynak bizonyultak a gyakorlatban. Az igy felépitett modellek torzitott
becslések eredményeként jonnek létre, és a paraméterek interpretalhatosiga
nagyon kérdéscs lesz.

Végezettll elmondhatjuk, hogy a muiltikollincaritis probléméjara megnyugtato
megoldast nem tudunk javasolni, a jelenségge! egyitt kell élni, de hatisanak ismerete
Mmegvéd a félreérthetd informaciok megfogalmazasatol,

7.4.3 Autokorrelicié

A pazdasigi jelenségeket leird regresszids modellek felépitése sordn gyakorta
Mmodelleziink olyan ok-okozati rendszert, amelyben a véltoz0k megfigyelt értékei
idésorokb6l szirmaznak. A dinamikus elemek bekapcsoldsa a modellbe azonban
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tovabbi specialis gondokat vet fel, nevezetesen az autokorrelicid, és rezidudlis
autokorrelacié problémait.

A Kklasszikus linedris regressziés modellekkel szemben tAmasztott 3. szama feltétel
szerint autokorreldlatlannak tekinthetjilk a regresszids modellt, ha a kildnbdzd
megfigyelésckhez tartozé rezidudlis valtozOk korreldlatlanok. Mivel a feltétel-
rendszerilnknek megfelelve az X valtozok nem valésziniiségi valtozok, hanem rogzitett
értékek, és ennck megfelelden egy ismételt mintavétel esetén a kalonbodzd Y, értékek a
véletlen tényezd hatasaként jonnek létre, definidlhatjuk Altalanos értelemben az
autokorrelaciét. Ezek szerint az Y, (Y,) idOsor (adatsor)'® elemei kozott fellépd
sztochasztikus  kapcsolatot  autokorreldciénak, vagy més néven szeridlis
korrelaciénak nevezzilk. Az autokorrelaci6 mértékét az autokorreldcids
egyitthatéval ménik.

A p-ed rendi (p idOegységgel késleltetett) ciméleti autokorrelicios egyltthatét az
egymastol p iddegységnyi tavolsagra 4ll6 elemparok korrclicids egyiitthatdjaként
definiaihatjuk:

1842 autokorrelaciét nem szikithetjilk le csak az idGsori adatokra, a jelenség ugyanis ennél
Altaldnosabb. Mivel az elemek sorrendje itt nagy fontossdggal bir, és ez az id8soroknal
kézenfekv$, a tovibbiakban az iddsoroknil megismert t indexet haszniljuk az eredmény-, és
tényczdvaltozdk jelslésére.
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_ cov(Y‘,Y“p)
) OyOv

ahol:
cov( “p) - az Y, Y,,, valtozok kovariancidja,

Oy, Oy, -2 megfeleld szdrasok

]

Ha p=1, elsbrendii autokorrelacits egyitthatordl beszélink.

Szamos iddbeli adatsor esetén konnyen, logikailag is igazothat6, hogy az iddsor
egyes értékei faggvényei a megeldzd szamérickeknek, és ebben a kapcsolatban ez a
hatds nem helyettesithetd mas magyarazé véltozoval. Példaul a GDP adott évben mért
ériékét determindlja az elozd év (évek) értéke (értékei), az iddsorban egyébként
meglévd Altalanos trendhatason kividl. Ilyen csetben az id6sor egymast kovetd értékei
kozott autokorrelacid 4ll fenn, és az iddsor autoregressziv folyamatot alkot. Az
autoregressziv folyamat egy sajitos regresszios modelinck foghat6é fel, ahol a
véletlen valtozdt egy tiszta véletlen hatas az un. fehér zaj reprezentilja.

Y, = ¢|Y1-|+'-'+¢9Yt-p v, (7-91)
ahol:
¢,...@, - autoregresszids egyiitthatok
v, - fehérzaj

Természetesen az autoregressziv folyamatot - mivel az X viltozd nem

valésziniiségi valtozd - a fenti jeldlésekke! irhatjuk fel a véletlen valtozora, a hibatagra
vonatkozdan is:
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& =Pt FPE,, TV, (7-92)

A gazdasigi id8sorokbd! felépitett regresszids modellek esetén gyakran élink az
elsdrendil autoregressziv kapcsolat feltételezésével. Ilyen esetben az elsdrendii auto-
regressziv egyiithatd (p,) megegyezik az elsdrendd autokorrelécits egyltthatoval

(p1). Mindezek figyelembevételével a gyakorlatban sok esetben hasznalt modell:
E =PE TV, (7-93)

Itt kell megjegyezntink, hogy a magasabb rendil autoregressziv modellek esetén a
paraméterek kozotti dsszefiggés nem ilyen kbzvetlen. Az autoregresszivitis rendjének
pontos meghatarozisa csak a folyamat belsd dsszefliggésének tovabbi vizsgalata utjan
lehetséges, célszerli figgvények alkalmazasa mellett.

Az autokorrelicié megitélése

Amennyiben egy regresszids modellben nem teljesil a modellekkel szemben
megfogalmazhaté azon feltétel, amely szerint a hibatényezd értékei paronként nem
korreldlnak egymdssal, tudjuk, hogy a modell autokorreldlt. Ez arra utal, hogy a
vizsgalt jelenség kapcsan valamilyen specifikacios hibat kovettiink el. A specifikaciés
hiba tipusanak ismerete alapvetd fontossaggal bir a probléma megoldisa soran.

A legegyszenibb feltevés szerint az autokorrelacié csak abbdl ered, hogy 3
rezidudlis valtozdk autokorreldltak, de a modell altal megmagyarazott rész tokéletesen
specifikalt. Ebben az esetben, de csak ebben az esetben, a becslés modszerének
mddositasaval a probléma kdnnyen megoldhaté.
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Sok esetben azonban a valosig ennél bonyolultabb. Eldfordulhat ugyanis, hogy az
autokorrelaci6é oka szorosan kapcsolédik a modell magyardzott részéhez. Kilondsen
hirom ilyen eset!® érdemel figyelmet: kihagyott viltozék esete, fiiggvényforma
helytelen megvilasztdsa, és az adattranszforméciés hiba. A kilonbodzd tipusok
felismerésében statisztikai probak segitik a felhasznal6t, de alapvetd minden esetben a
vizsgalandé jelenség elméleti hatterének az ismerete is. Itt kell megemliteni, hogy az
adattranszformiciés hiba az iddsorokban pl. szezonilis hatasok sziirésénél, illetve
differenciak alkalmazisa kapcsan?® 1ép fel.

Az autokorrelacié jelensége nem sziikségszeriien kotddik az iddsorokbé! képzett
modellekhez, - amint mar utaltunk ra - keresztmetszeti vizsgélatok esetén is felléphet,
azonban fleg a dinamikus specifikaciok esetén kell szaimolnunk hatdsaval.

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy az autokorrelacié jelenléte mellett késztett
paraméter-, és pontbecslések ugyan torzitatlanok maradnak, de nem lesznek
hatdsosak. Kilonosen 6vatosan kell kezelni az autokorrelalt modellt, ha segitségével
eldrebecsléseket kivanunk készteni. Autokorreldlt modellek esetében az egyitthatok
standard hibai torzitottak, igy sem a standard hibakhoz kapcesolédd probak, sem az
eldrebecslésekhez kapesolddd konfidencia intervallumok nem hasznithaték fel.

Az autokorrelacié kimutatasa, valamint “kezelése" illetve hatasanak fi-
gyelembevétele a becslés modszerének kivalasztdsa igen nagy kdriltekintést igényel, A
fejezet tovabbi részében az autokorrelaci6 egyik elterjedt tesztelési modszerével, és egy
hatékony kezelési modjaval ismerkediink meg.

19E2ek az esetek a kovetkezs alfejezetben targyalandé heteroszkedaszticitss problémsjinal
is viszatérnek.
®E2ekkel a fogalmakkal a 8. fejezetben ismerkediink meg.
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Az autokorrelici6 tesztelése

Tananyagunkban csupin az elsdrendG autokorreldcié kimutatisira alkalmas
statisztikai probaval ismerkediink meg. Természetesen itt is fel kell hivini a figyelmet
arra, hogy az autokorrelacié kimutatdsira egyéb eljarasok nagy szdmban talathatdk
az irodalomban.

Tételezziik fel, hogy érvényesil a linearis megkdzelitési méd, és a t-edik idGszak
(idSpont) eredményvaltozdja az alabbi modellel irhato fel:

Vi =x(P+e, | (7-94)
ahol:

E, =pg.,tV, lpl<1 ¢ E(v)=0

A fenti autoregresszivn modellben amennyiben a p  autokorrelaciés
egyitthaténak az értéke eltér nullatdl a regresszios modell autokorrelalt, mig ellenkezd
esetben a regressziés modellben szerepld rezidudlis viltozd megegyezik a tiszta
véletlen hatassal (gyakorlatilag a Un. fehér zajnak felel meg), tehat a modell jol
specifikalt és autokorrelalatlan. Az autokorrelacio tényének elddntése tulajdonképpen
az alabbi hipotézis tesztelésének felel meg:

H,:p=0
H?: pz0 (7-95)

A nullhipotézs elfogadasa azt jelenti, hogy a rezidudlis valtozé véletlen jellegi, a
szomszédos értékek egymastdl fuggetlenek.

A fenti kétoldali probéval természetesen tesztelhetd p pozitiv és negativ ériékének
szignifikancidja is. Az elsd esctben H,:p>0, mig a masodik esetben a
H;:;p<0 a megfeleld alternativ hipotézis. Az autokorreldlatlansdg tényét csak a
kétoldaly préba alkalmazisival bizonyithatjuk megnyugtaté médon. A kulonféle
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alakuldsa vésd soron jelzi a rezidudlis valtozok sorozatanak véletlenszeriiségét, vagyis
az autokorrelaltsagot.

Az autokorreldcié kimutatisira leggyakrabban hasznilt médszer az un. Durbin-
Watson d-préba. A probafiggvény elSallitasihoz elsd 1épésben ki kell szimitani a
tapasztalati reziduumokat (e,), amelyeket 2 klasszikus legkisebb négyzetek
modszerének alkalmazisival nyeriink. A prébafiggvény:

>e -en)’

d=i (7-96)

n
Ze‘z

A d-prébafiiggvény értelmezéséhez hasznos segitséget ad a p autokorrelaciés
egyitthato és a d kozott felirhaté kozelitd dsszefuggés. Mindenckeldtt irjuk fel a p

mutatészamanak becsldfuggvényét!

poimi (7-97)

Eléggé nagyszamu megfigyelés esetén a d prébafiggvény és a p autokorrelaciés
egyltthatd kozott az alabbi kozelitd dsszefiggés frhaté fel:

d=~2-2p=2(1-p) (7-98)

A fenti 0sszefiggésbll nyilvanvalé, hogy amennyiben a modelt autokorrelalatlan
(p=0), a kiszAmitott d=2. Poztiv autokorrelicié erdsddése esctén d éricke kozelit
nullahoz, mig erds6dd negativ autokorrelici6 esetén a 4-hez tart.
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A d-proba elvégzéséhez a mintbdl egy Klasszikus legkisebb négyzetek
médszerével tortént becslés segitségével meghatarozzuk d értékét, majd az egyenletben
szerepld magyarazd valtozok és a megfigyelések sziménak, valamint a préba adott
szignifikancia-szintjének megfelelden megkeressik a Durbin-Watson tablabol a
megfeleld értékeket. A tablazatban szerepldé értékek kozvetlenil a pozitiv
autokorrelaci6 tesztelésére (H,:p>0) alkalmasak, amelyeket d; (alsé) és dy, (felsd)
ériékekkel valésithatunk meg. A negativ autokorrelacié (H,:p<0) tesztelése, illetve a
kétoldalu hipotézisek ellendrzése tujabb értékek kiszamitasat igényli, amelyek d
eloszlasanak szimmetrikus jellege miatt nem okoznak kitlonds gondot:

dl.'= 4 _dU

(7-99)

A proba lehetséges kimeneteleit, a dontési sdvokat jol szemlélteti az alabbi dbra:

bizony- bizony-
+ talansagi talansdgi -
autokorvelicid tartomény tartomény autokorrelacid

elfogadisi
tariomény

3 } 1 i ! 1

1 i I ' 1 1

0 4 d, ) 44, 44 4

7-15. &bra A Durbin-Watson d-préba dontési sivjai

A proba alkalmazasanak viszonylagos hitranya az un. bizonytalansigi tartoméany
megléte, amely a gyakorlatban sok gondot okoz. Az irodalomban tobbféle modon
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igyekeztek a problémat feloldani, amelyek kozill a legegyszeriibbnek tind megoldas
az, amikor a bizonytalansagi tartomanyt az elutasitdsi tartomanyhoz csatoljak.

Az autokorrelacié teszielésének megértését az alabbi szimpélda segitheti.
1970 és 1987 kozott vizsgaltuk a hazai Osszes fogyasztds és az adott évben
megtermelt brutté hazai termék (GDP) kozitti sztochasztikus Osszeflggést,
regresszios modell segitségével. A kiindulé adatokat az alabbi tibla

szemlélteti:
GDP ¢s fogyasztas
7-12, tabla
Ev GDP (MdFt) Fogyasztas (MdFt)
1970 332,2 228,7
1971 362,5 250,3
1973 394,6 266,2
1985 1.012,3 753.9
1986 1.088,8 811,5
1987 1.226,4 9048

Természetes kapcsolatnak tételezhetjiik fel, ha a fogyasztast az adott év GDP
értékével magyardzzuk. A klasszikus legkisebb négyzetek médszerével nyert
regresszi6figgvény az alabbi (zardjelben a standard hibak szerepelnek):

y=-44,17+0,775x
(7,0) (0,009)

A paraméterek a megszokott 5 %-os szignifikancia szinten valdsagos
osszefuggést jeleznck. A d-statisztika meghatarozasihoz szilkséges adatok:
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Munkatibla
Ev y y & e? (et'et-l)2

1970 228,7 2134 15,2 233,88 —
1971 250,3 236,9 134 179,53 3,59
1972 266,2 261.8 44 19,44 8081
1973 285,9 2916 -5,7 3298 103,07
1974 3119 309,9 1,9 3,83 59,30
1975 3353 3292 6,1 37,56 17,39
1976 3592 3649 -5,7 32,68 140,31
1977 3904 406,0 -15,6 243,73 97,92
1978 426,1 4429 -16,8 285,53 1,65
1979 4728 4839 -11,1 124,05 33,17
1980 515,3 514,8 04 0,18 133,69
1981 556,8 566,9 -10,1 102,09 110,84
1982 5993 608,0 -3,7 75,67 1,97
1983 6420 637,5 4,5 19,88 173,13
1984 695,7 690,5 5,2 27,04 0,55
1985 753,9 740,7 13,2 173,06 63,28
198¢ 811,5 800,1 11,4 130,84 2,95
1987 904 8 906,7 -1,9 3,82 179,36

z e ——— -— 1725,80 1203,00

Behelyettesitve a d prébafiiggvénybe a megfeleld szamértékeket:

A tablazatban n=18 mellett, egy magyardzovaitozd esetén 5 %-os

d=

1.203
1.725,8

szignifikancia-szinten a knitikus értékek:

=0,697

dr=1,06 é  dy=1,39

Mivel a tablabeli alsé értéknél a szamitott érték kisebb, a modellt
autokorrelaltnak tartjuk. A két szamérték viszonyabol azt is megaliapithatjuk,
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hogy modellinkben poztiv autokorrelacié van. Az autokorrvelacid tényét
timasztja ald a (7-97) alapjan kiszamithaté becsiilt autokorrelacids
egyiitthat is (p = 0,651).

Becslés autokorreldlt reziduum esetén

Amint a kordbbiakban széltunk réla szignifikins autokorrelacid esetén a klasszikus
legkisebb négyzetek hagyoméanyos mddszerével nyerhetd  eldrebecslésck
félrcinformalhatnak. Amennyiben az autokorrelacié eredete a modellben a nem
megmagyarazott részben taldlhaté, a modell médositasa helyett egy iterativ
paraméterbecslést célszeri elvégezni. Ez a médszer feltételezs az autokorrelacids
egyiltthat elGzetes a priori ismeretét. Az autokorrelicios egyiitthato segitségével egy
egyszerli transzformaciot hajtunk végre, amelynek eredményeként a “"karos" hatis
mértéke csokken illetve az megsziinik. Az eljarast az aldbbiakban foglalhatjuk dssze:

¥i = BY1e1 = bo(1-P)+ by (%1 — PXypy oAby (X4 —PXpem1)  (7-100)

A fenti regressziés figgvény becslése sordn eldzetes feltevést teszink az
autokorrelacids egyitthatéra vonatkozdan. A kiindulé érick meghatdrozisa tobbféle
médon torténhet. Kézenfekvé megoldas, ha elsd lépésben az egyiltthaténak O kezdd
értéket adunk (ekkor a paramétereket tulajdonképpen a klasszikus legkisebb négyzetek
modszerével hatdrozzuk meg!), és az igy nyert egyenlet alapjin nyerhetd reziduumok
képezik az autokorrelaciés egyitthatoé kiszimitasinak alapjat, amit a tovabbiakban
kiinduld értéknek kezelunk. Ezt az egyitthatét egy koévetkezd iterdcids lépésben
behelyettesitjilk az egyenletbe, ismét elvégezzilk, most méar a médositott becslést,
aminek eredményeként 0 paramétereket szamszeriisithetink. Az iterativ eljarast vagy
addig folytatjuk, ameddig a regresszids egyitthaték az egyik Iépésrdl a masikra nem
valtoznak lényegesen, vagy addig, amig a modell mar nem tartalmaz autokorrelalt
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reziduumokat.2! Itt igen jelentds szerep harul, az eljaras soran, a Durbin-Watson féle
d-prébara, amelynek segitségével az autokorrelacié (épésrdl-lépésre tesztelhetd.

A fenti eljarast Altalanositott differencidk mddszereként is ismerik, ami mas
megfogalmazisban - a klasszikus legkisebb négyzetek moédszerénél altalanosabb

paraméterbecslési eljdrdsnak -, az un. az 4ltalinositott legkisebb négyzetek
modszerének felel meg, és a becsiéshez szitkséges p eldallitsa torténik az iterativ

mddszerrel?2,

Tovabbi részletes ismertetés helyett csupdn megjegyezzilk, hogy ez a becslési mod-
szer igen fontos szerepet t16lt be az Skonometria maodszerei kdzbtt.

Az ¢ldzd példankban szignifikans autokorreldciét allapitottunk meg. Ismerjilk
az elsdrendG autokorrelacios egyiitthatd becsilt értékét, (p =0,651), amit ha
behelyettesitiink a (7-100) dsszefuggésbe, és a paraméterbecsiést ismételten
elvégezzilk az alabbi flggvényt snimszeriisitjiik (zardjelben a standard
hibdkat kozdljilk):
y, =24,75+1,27x,
(6,8) (0,03)

Lathatd, hogy a paraméterck szignifikansak.

Mig a b, regresszids egyitthatét kdzvetleniil értékelhetjilk, a b, paramétert at
kell alakitani ahhoz, hogy az eredeti modellnek megfeleljen. Ugyanis
bo(1-p) =24,75
atrendezve
4,75
13(;,651 =70

2 Ezt az eljrast Cochrane-Ourcutt iterdcis eljards néven ismeri az irodalom.
2 4cd! Trodalom [31] 143, old.
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Mindezek figyelembevételével a regresszidfiiggvény:
¥, =70,9+1,27x,

A regresszi6s figgvényt az autokorrelacié szempontjabdl kedvezben ftélhetjok
meg, ugyanis a modositott becslés utin a d-statisztika értéke:
d=1,72
dy=139¢ésd,'=2,6

az elfogadasi tartomanyba esik.

A példa szAmszerii értékei alapjan lathaté, hogy amennyiben az auto-
korrelacid hatdsat nem etttk volna figyelembe, a kozvetlendl kapott
regressziés paraméter a fentitdl jelentdsen eltéme. Természetesen a két modell
kozott a vizsgalat céljanak (clemzés vagy eldrebecslés) ismeretében tudunk
valasztani.

7.4.4 Heteroszkedaszticitas

A klasszikus linedris regressziés modell 2. feltevése értelmében, amennyiben egy
regressziés modell hibatényezd variancidja sllandé, a modell homoszkedasztikus.
Ha ez a feltétel nem teljesul, heteroszkedasztikus reziduumokkal rendelkezik a
modell, becslése killdnbozd problémakat vet fel.

A regressziés becslésekkel foglalkozd szakkonyvek jelentds része megemliti, hogy
a readuélis valtozdk szérasanak allanddsdga a minta egészében nem teljestl a fo-
gyasztds és jovedelem kapcsolatdnak vizsgalata soran. Ugyanis a nagyobb
jovedelemmel (X) rendelkezd haztartasok, egyének fogyasztiasa (Y) tagabb
intervallumban sz6rédik, mint a kisebb jovedclemmel rendelkezoké. A fogyasztas
variancidja ebben az esetben szochasztikus kapesolatban van a  jovedelem
nagysagaval, igy magitdl éntetddik, hogy a fogyasztassal Osszefiiggd
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jovedelemrugalmassag szdrdsa is a magasabb jovedelmi sivokban nagyobb. Ezt a
jelenséget az irodalom heteroszkedaszticitisnak hivja. Megfigyelésére a modell
rezidualis valtozoi adnak lehetdséget. Meg kell emliteniink, hogy a heteroszkedasztici-
tas veszélye elsSsorban a keresztmetszeti adatok felhasznalasa esetén nagy, de - mivel
a rezidudlis valtozok tulajdonsagard! van szé idbsorokban is eldfordulhat. (Sokszor a
probléma gydkere rokon az autokorrelaci6val.)

A heteroszkedaszticitast eldidézd okok sokfélék lehetnek. [Illusztracioként
megemlitiink néhany példit. A mar ismertetett jovedelem-fogyasztas kapcsolata
mellett szAmithatunk a heteroszkedaszticitisra amikor valamilyen munkafolyamat
gyakorlati idejének ndvckedése mellett cstkken a megmunkalasi idd szordsa. Nagy
eséllyel bekdvetkezik a heteroszkedaszticitas, ha nagytdmegili adatbazis esetén, az
adatokat atlagukkal helyettesitjibk (csoportositott adatok), ha helytelenill vélasztjuk
meg a fuggvényformat, kihagyunk relevans véltozokat, vagy ha kilénbdzd
intervaliumban eltérd a jelenség struktiirdja. A felsoroltak egyben azt is jelentik, hogy
a heteroszkedaszticitds gyakorta specifikiciés probléma, igy néha a modell-
specifikdcié revizoja is kielégitd eredményre vezethet.

A heteroszkedaszticitas jelensége esetén a regresszios egyitthatdk becslése ugyan
torzdtatlan, de a paraméterek variancidja mar torzitott, igy a standard hibak hasznilata
megkérddjelezhetd, és a  segitségiikkel elvégzett prébdk és  becslések
félreinformalhatnak.

A heteroszkedaszticitds feltirisa

A tanulmanyaink sordan méar megismerttk, hogy a standard linearis regresszids
modell valtozdira vonatkozd feltevések hipotetikus jellegiiek, amelyek kilonféle
eljdrasokkal vagy megerdsithetdk, vagy elvetenddk. A rezidulis valtozd varianciajara
vonatkozo feltevés is hipotézis-rendszer formajaban fogalmazhatd meg:
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ol = ?
Ho . cl -...—0’”

H,: 30 20} (7-101)
ahol:i#j

A nullhipotézs teljesiilése egyben azt is jelenti, hogy a modell homoszkedasztikus,
mig az alternativ hipotézs a heteroszkedaszticits feltételezését szimbolizalja.

Az aldbbiakban a heteroszkedaszticitas felismerésének néhany elterjedtebb
moédszerét mutatjuk be vazlatosan.

Grafikus mddszer

A heteroszkedasztikus modellt legegyszeriibben a rezidudlis valtozok értékeinck
grafikus abraja segitségével ismerhetjilk fel. Az eljaras feltételezi azt, hogy korabban,
egy célszerlen megvalasztott becslési modszerrel méar meghatdroztuk a model!
paramétereit és segitségikkel elSallitottuk a reziduumokat (e;).

Az alabbi abra néhany tipikus esctet mutat be.
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7-16 dbra A becsilt reziduumok négyzetének pontdiagramja

Az abran a rezidudlis valtozd négyzetét X, illetve Y valtozék fuggvényében
dbrazoltuk. Itt kell megjegyezniink, hogy amennyiben a modell csak egy magyarazd
valtozot tartalmaz a kétféle Abrazolasi méd megkildnbdztetésének nincs értelme, mig
tobbvaltozds modell esetén az eredményvaltozd fuggvényében adbrazolt reziduum a
model] egészére ad informdcidt, szemben a tényezdvaltozok fuggvényében torténd
abrazolassal.

Az a) tipusi pontdiagram esetén, nagy eséllyel feltételezhetjilk, hogy a modell
homoszkedasztikus. A b), ¢) s d) 4bra a heteroszkedaszticitds tényére hivia fel a
figyelmet, illetve esetleg valamilyen specifikdcids hibara utal. Amennyiben c) tipust
az 4bra joggal vélhetjik azt, hogy lényeges valtozé maradt ki a modellbdl, mig a d)
tipus egy helytelendl megvalasztott fuggvénytipus esetére vall (pl. linedris figgvény
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multiplikativ helyett). A ¢) esetben a rezduumok négyzete és a valtozd(k) kazott
linearis a kapcsolat, mig a d) esetben valamilyen négyzetes dsszefliggés all fenn. Ezek
a felismerések a jelenség kiktiszobolésének médjat is behatéroljak.

A fejezet tovabbi részében a heteroszkedaszticitds feltirdsdra kidolgozott
statisztikai probak kdzdl néhanyat bemutatunk vazlatosan.

Goldfeld-Quandt-proba

Paraméteres proba segitségével j& hatékonysagga!l lehet diagnosztizilni a
heteroszkedaszticitast. A Goldfeld-Quandt-préba kiindulé feltevése szerint a reziduélis
valtozd szérasit nem ismerjilk, de feltesszik, hogy az a magyardzd valtozok
négyzetével aranyosan valtozik. A préba menete az alabbi:

. A heteroszkedaszticitdsban felichetden meghatarozd szerepet jatszé X; ma-
gyarazd valtozd ndvekvd sorrendbe rendezett értékei szerint irjuk fel a rezidu-
umokat, és a tdbbi valtozit.

. Kivalasztunk ¢ szimi kozépen elhelyezkedd értéket, amelyeknek megfeleld
valtozok értékeit kihagyjuk a tovabbi szamitasokbél. (Célszer, ha pl. 30
megfigyelés esetén ez a szim nem haladja meg a 8-at!)

. A Klasszikus legkisebb négyzetek modszere segitségével az elsd
(n-c)/2 és az utolsd (n-c)/2 megfigyeléshez kuldn-kitdn regresszids fuggvényt
illesztiink.

. Kiszamitjuk a két regressziéfiiggvény rezidualis négyzetdsszegét:
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Az o, és a, regressziés egyttthatdk szignifikans voltit a t-statisztika segitségével
ellenfrizhetjik, felhaszndlva a paraméterck standard hibdit. Amennyiben egyik
paraméter sem tér el szignifikAnsan nullatol a modell homoszkedasztikus; ha csak az
a, tér el szgnifikinsan nullité! a Goldfeld-Quandt féle tedria érvényestil (azaz a
rezidudlis szérds a tényezdvaltozd négyzetével ardnyos), ha mindkét paraméter
szignifikansan eltér nullatél akkor a heteroszkedaszticitds egy kvadratikus figgvénnyel
jellemezhetd (a rezidudlis sz6ris a tényezdviltozd egy Osszetett kvadratikus

figgvényével aranyos).

Feltételezhetjlk azt is, hogy a rezidudlis variancia a tényezdvaltozo(k)
fuggvényében viltozik. Ekkor az alabbi pétlélagos regresszios modell hasznilhaté fel
az elemzés céljara:

e? =0, + o X;i +v; (7-104)

A levonhaté kovetkeztetések nagy vonasokban megegyeznek a fent leirt
megallapitasokkal.

Természetesen a fenti modellek kiterjeszthetdk egyiddben k magyardzé véllozéra
is. Illyen esetben a modellt az F-proba segitségével teszteljik (szabadsagfokok: k és
n-k-1), és segitségével a heteroszkedaszticitas globalis probajat végezzik el.

Szroeter-féle préba

A heteroszkedaszticitas felismerésének a Szroeter-féle proba egy olyan eljarasa,
amely kotddik az autokorrelacidnak a d-statisztika segitségével 10riénd teszteléséhez.
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Az aldbbiakban felsoroljuk a kiloénféle prébdk esetén szamitott, és a

megfeleld tablabeli értékeket.
A Goldfeld-Quant-préba fuggvényének értéke: 5,57
ugyanakkor F, o = 2,4.

A Glejser-proba esetén a rezaduumok abszolit értékei mellett illesztett

fliggvény paraméterei alapjan szamitott t-statisztikdk:
ty, = -1,3, ts, =4,37, ugyanakkor a t,,=2,03

A Szroeter-féle préba ériéke: h =3,26 ugyanakkor a hb' =4-1,59=241 és

hY=4-1,37=2,63.

Megéllapithatjuk tehdt, hogy mindegyik 4ltalunk hasznalt prébaval szig-

nifikans heteroszkedaszticitast diagnosztizaltunk.

Becslés heteroszkedasztikus modell esetén

A diagnosztizalt heteroszkedaszticitds lehetGséget ad arra, hogy
ismeretében "javitsuk" becslésiinket. Kézenfekvé moéd - ha erve lehetdség
van - a modell Gjraspecifikalasa (valtozOk bevalasztdsa illetve elhagyasa, a
foggvényforma modositdsa). Sokszor azonban a specifikicid modositasa
nem vezet eredményre, ilyen esetben a becslési eljarason kell valtoztatni.
Kalonféle Osszetettebb paraméterbecslési eljarasok, igy példaul az
Altalanositott legkisebb négyzetek médszere, tovabbi az instrumentilis
viltoz6k moédszere igen hatékony, J6 becsléseket eredményez
heteroszkedasztikus modeliek esetén is. Mindezek targyalasa azonban tulnd
tananyagunk keretein.
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8. AZ IDOSOROK ELEMZESE

A szamszerGsithetd tArsadalmi-gazdasigi jelenségek statisztikai elemzése soran -
nagy jelentdsége van az iddbeli dsszehasonlitisnak, a kilénbd23 iddpontokban, illetve
iddszakokban mért ériékek Osszevetésének.

A 2.1 fejezetben a statisztikai sorok kozdtt mar definidltuk az iddsort. Késdbbi
tanulményaink sorin megismerkedhettink a sztochasztikus kapcsolatokkal, igy
lehetdség nyilik arra, hogy az idGben lejitszddé folyamatokat is mint sztochasztikus
kapcsolatot kozelitstk.

Az id3sor felfoghaté Y valészinliségi valtozok olyan sorozatinak, amelyet az
iddkoordinata T értékeihez rendelink.

Az Y, Y, .. ,Y, valtozbkat elméleti idSsornak nevezzilk, amelynek csak
egyetlen realizdcidja ismert, a megvaldsult iddsori értékek sorozata. A
regresszi6szamitassal ellentétben nincs lehetdség elméletileg sem a minta ndvelésére
sem ) mintavételre.

A realizalt iddsori értékeket tapasztalati iddsornak nevezzilk és a tovabbiakban
yevel (t=1,2,....,n) jeloljok!.

Az iddsorelemzésnek két 10 megkozelitési médja ismert.

A determinisztikus iddsorelemzés abbol a feltételezésbdl indul ki, hogy az
idésort tart6s hosszi tavi tendencia (trend), tartésan haté szabélyos jél modellezhetd
hullammozgasok (szezonalitds) hatarozzik meg és ezektdl eseti-egyedi eltéritd hatast

1A t a latin tempus s26b6l szArmazik.
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eredményez a véletlen. A determinisztikus? jelz3t itt mas értelmezésben haszndljuk,
mint a sztochasztikus kapcsolatokndl megismert flggetlenség, sztochasztikus
fuggdség, determinisatikus meghatarozottsig hiarmas Osszefiggését. Tehat az idd
mulasa és az iddsori realizalt értékek kozott dsszefiiggést vélelmeziink.

A sztochasztikus iddsorelemzés abbél a feltételezésbol indul ki, hogy az aktualis
iddsori értékeket korabban realizilodott értékei és a wvéletlen hatds alakitja ki, a
determinisztikus modellezés feltételezte hosszi tavii tendencia befolydsold szerepe
ebben a megkilldnbdztetésben kdzvetlenill nem jelenik meg.

A tovabbiakban részletesebben a determinisztikus modellezéssel foglalkozunk.
Ennek két indoka van:

e torténetileg ez alakult ki elobb, és felhasznilhatésagat nem kérddjelezi meg a
sztochasztikus megkozelités kimunkalasa és elterjedése,

e a determinisztikus elemzés és a regressziészamitds ismerctanyaga,
kiegészitve a sztochasztikus elemzés alapjainak bemutatasaval® - kelld alapismeretet
nyujt a sztochasztikus modellezés szakirodalombdl onképzéssel 16rténd elsajatitasihoz.

8.1 AZ IDOSORELEMZES EGYSZERUBB ESZKOZEI

A tapasztalati id8sor, mint az elemzés adatbizisa, mar egyszerii ratekintéssel
elarul valamit a vizsgalt jelenség idobeli alakulasardl.

2A latin determinatio (be)hatdrolas szébél ered.
3Raviden a 8.6. alfejezetben szdlunk errdl,
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Az iddsorok grafikus megjelenitése - koordinatarendszerben , vagy azon kival -
szemiéletesebbé teszi a tendencidkat, igy segitve az elemzést. Az egyszeriibb elemzési
eszkozok kozé sorothatok a dinamikus viszonyszamok (lasd! 2.2 fejezet).

A bézis-, és lincviszonyszdmok, mint egyszeriien meghatarozhaté mutatészamok,
gyors, eldzetes tajékoztatast adnak a vizsgalt iddsor alakulasarél,

Az egyszeriibb elemzési eszkozdk tovabbi csoportjat alkotjak az iddsorelemzés
tertiletén alkalmazhaté speciélis atlagok.

Az 1.5 fejezetben megismerkedtiink az all6- és mozgd sokasag fogalmaval, illetve
az ezekhez kotddd allapot és tartamiddsorral.

Ha egy iddszakra vonatkozd tartamiddsor atlagos értékére vagyunk kivancsiak,
akkor fenntartasok nélkiil alkalmazhaté az egyszerd szdmtani tlag:

B2
g =2 38-1)
n

Vizsgaljuk meg a magyarorszagi tehéntej-felvasarlas havi atlagos értékét
1991-ben!4,

—

‘Forvas: Statisztikai Havi Kozlemények 1992
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Tehéntej-felvasarlas (millié liter) adatai 1991-ben

8-1. tabla
Hénap A
Januar 157
Februar 135
Marcius 151
Aprilis 151
Majus 169
Junius 167
Jolius 164
Augusztus 156
Szeptember 146
Oktober 139
November 129
December 191

y =%=154,5332155

Tehat a havi 4tlagos tehéntej-felvasarlas Magyarorszigon 1991-ben
155 milli6 liter volt.

Ha a hénapok eltérd hosszit a szAmitas soran érvényesiteni szeretnénk, akkor - a2
iddsor természetétdl foggSen - a hénapok napjainak, vagy munkanapjainak szamaval
silyozott AtlagszAmitast végezhetnénk el. A sulyozds moédosité ereje csekély,
gyakorlati jelentdsége nem til nagy, ezért ritkan alkalmazzuk.

Abban az esetben, ha iddsorunk iddpontokhoz kothetd allapotot fejez ki, vagyis
#llapotidésort elemzink, az ugynevezett kronologikus Atlagot célszeni hasznilni:

o % +Y ety +12m (8-2)

n-1
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D
B = g : - (YI-Yl)+(y! _YI)"'"""(Yu -yn-l) - b b
n-1 n-| n-1

(8-3)

ahol D, =y, —y,_, a valtozisok abszolut nagysaga

Vizsgiljuk meg hazink mivelt mez3gazdasagi terileténck atlagos abszolut
valtozis mutatdjat az 1966-1990-es iddsoron!:

SForras: Statisztikai Evknyv
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8.2 AZ IDOSOROK OSSZETEVO!

Az iddsorok vizsgalatanal a kdvetkezd hatdsokat célszer(i elktloniteni:

Trendhatés vagy alapirdnyzat

A trendhatds olyan az iddsort befolyasol6é fobb hatasok ereddjeként hatdrozottan
jelentkezd tendencia, amely a vizsgalt idszakban Allandéan érvényesil, és stabilitast
mutat. Ha az adott idGintervallumon becsiilt tendencidt extrapolalassal ki akarjuk
terjeszteni a vizsgalt intervallum hatdrain kivilre, ezt csak azzal a feltételezéssel
tehetjilk, hogy ott is érvényesil ez a stabilités.

Periodikus ingadozés

A szisztematikusan jelentkezd hullimmozgassal modellezhetd hatasokat nevezzilk
igy. Az Alland6é periédushosszii hullimzist mutaté iddsorok esetében a
periddushossz szinte kizir6lagosan egy év, vagy ennél rovidebb, amely eset ha fennall,
a jelenséget szezonalitAsnak nevezzilk, Az elnevezés hagyomdnyosan a negyedéves és
hawi bontasos iddsorokra vonatkozk, de haszndlhatjuk a héten belili napi bontasu, és
a napon belili 6rabontasu iddsorokra is. Ezen hullimmozgisok dsszctetten is
jelentkezhetnek, pl. a kilkereskedelmi forgalom, a kozlckedés, az elektromos
energiafogyaszias stb. iddsorain.

A viltozé peridbdushosszi ingadozisok kdré sorolhaté a konjunkturilis
ingadozads, bar utdébbi részhalmaza eldzdnek, szinonimaként is kezelhetd, hiszen a
valtozd periédushosszi ingadozasok vizsgalati médszerei dontben a konjunktirahatas
teritletén szilettek. E terilet elemzési Ichetdségeirdl a prognosztika elnevezési
diszeiplina ad tdjékoztatast.
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Véletlen ingadozis

A véletlen ingadozas alatt sok kisebb jelentdséghi, egyedi, esetenként befolydsolé
tnyezd egylttes hatdsinak eredfjét értjik, amirdl részletes elemzést tartalmaz
jegyzetiink 7.4 alfejezete.

Strukturalis tdrés

Strukturdlis toréseknek nevezzilk az olyan egyszen, jelentds tendenciavaltozasokat,
melyek oly szamottevden befolyasoljak az adott iddszak alakuldsat, hogy kilon
vizsgilatot igényelnek. Strukturdlis torés megléte esetén fontos cél a l[étrehozd ok,
vagy okok feltidrasa, a hatas, vagy hatasok tovagylinizésének, esetleges “elhalasanak”
clemzése. Ha a strukturdlis térések szama ¢&s jelentdsége nagy, akkor a targyalt
determinisztikus idésori megkozelitési méd hatékonysaga megkérddjelezhetd.

Ha a szezondlis hullammozgas kitérései, amplitudé: abszolut értelemben, vagy
relativ (a trendhez viszonyitva) értelemben allandosagot mutatnak, akkor dllandé
szezonalitdsrol, ellenkezd esetben valtozé szezonalitisrdl beszélink.

Az alland6 szezonalitas modellezésének két alapformaéja ismeretes.
Az additiv modell:

i~ yij + s; +V; (8-5)

ahol: y;=a megfigyelt iddsor értéke
¥, = a trendénék
s;" = a szezonalis eltérés
v;" = a veletlen hatas
i=12,....,n=a periddusok (pl.évek) szdma
J = 1,2,....,m= a peridduson bellli idészakok, azaz a
szezonok (p!.honapok,negyedévek) szama

191









STATISZTIKA II.

8.3 TRENDELEMZES
Az alaptendencia szimszeriisitésének két alapvetd modszere terjedt el.

1) Az un. mozgbitlagolasos eljirds a szAmtani atlagszAmitas specidlis iddsori
alkalmazasa.

2) Az analitikus trendszdmités analitikus foggvénnyel irja le a vizsgalt jelenség
tartés tendencidjat, a figgvény paramétereit a tapasztalati iddsorbdl becstli, Az
analitikus trendszamitds gyakorta alkalmazza a regresszifészamitas sordn mar
megismert klasszikus legkisebb négyzetek mddszerét a paraméterek becslésére. A
regresszioszamitas soran etkilonitettik az an. alap-regresszi,- és a minta-regresszid
fuggvény fogalmat, amelyeknek a paramétercit az eldbbi sorrendben f3;, illetve
b j-vel jeloltak. Bar az iddsorelemzésben is megkilonboztettilk az elméleti,- és a

tapasztalati iddsor fogalmat, ezt 2 megkiilonboztetést a jelolésben nem hangsilyozzuk.
Mindez magyarazhaté az X tényezdvaltozd és a t idGvaltozd, mint specidlis
tényezdvaltozd kozotti eltérésckkel, amiket az alabbiakban foglaltunk dssze:

X tényezdviltozéd t idovéltozé
- a minta altalaban bbvitheto, - a vizsgdlt id6tav ritkan bdvithetd:
- jellemzd a tobb minta kivalasztasinak |- csak egy realizicid, egy minta
a lehetdsége; képzelhetd el

- a mintdba kerlit konkrét x értékek |- az idd hatdsat természetes, egész
elsddlegesen, mint egy valosziniségi|szamokkal  jellemzett, rogzitett
valtozo éntékei jelenek meg; sorrendi t valtozd fejez ki

A fentick miatt a paraméterbecslést nem hibahatarral jellemezhetd konfidencia
intervallum becslésként, hanem pontbecslésként értelmezziik, annak ellenére, hogy 2

194



Az IDOSOROK ELEMZESE

hibahatar képzésének technikai feltételei adottak. A becsléses jelleg tehat, csak a
teoretikus, és nem a praktikus megkozelitésbdl adédik.

8.3.1 Mozg6atlagoldsos trendelemzés

A mozgoatlagolasos techmka alkalmazisandl vesszilkk az iddsor elsd k szamu
értékét, majd ezeket Osszegezzitk. Az Osszeget k értékével osatjuk, és az igy kapott
szAmértéket az Osszeget szolgaltatd idBszak kozépsd elemének megfeleltetjik. A
kdvetkezd 1épés az eldzdek olyan médon torténd ismétlése, hogy az elsd dsszegzendd
tagot clhagyjuk, és helyette az iddsor kovetkezd megfigyelését vesszilk, és tjra
elvégezzilk az atlagolast. Ezt a miiveletet addig végezziik, mig az utols6 iddsori értéket
is felhasznaljuk.

Ha k péros, akkor az sszeget szolgdltatd idoszak kozepe két atlagolt érték kozé
esik. Ez esetben egy ismételt k=2-es mozgdatlagolast, mas néven centrirozast végziink,
igy a kétszeri eltolédas miatt az y, és y, értékek mar egymasnak megfelelhetdk. Az

atlagolt értékek jelentik az idésomak az alapiranyzat szerint varhato értékeit, roviden
az y, trendérickeket.

A kovetkezb szampélda a mozgéatlagolasos eljarast mutatja be. Allitsuk efd
k=4-es mozgbitlagolasos modszerrel egy nagyaruhdz 1984-1991-es
dsszforgalmanak trendértékeit!

195



STATISZTIKA Il

Egy nagyaruhaz 1984-1991-¢s dsszforgalmanak adatai (ezer Ft) negyedéves

bontasban
Ev L IL I Iv.
negyedév
1984 96.323 110.081 119.029 156.040
1985 119.019 130.557 138.625 172.903
1986 136.559 139.963 160.600 210812
1987 158.449 158.870 182.098 227.863
1988 176.904 190.627 188.501 235,614
1989 176.757 190.243 189.941 250.006
1990 202.205 191.694 198.541 261.029
1991 247.441 226.908 261.689 307.951
Részlet a mozgdatlagolds munkatablajabo!
Sorszim Megfigyelés 4 tagu atlag Centrirozott
érték
1. 96.323 ) .
2. l 10.081 ‘20,368 -
3. 119.029 128.542 124.455
4, 156.040 133.661 131.101
S. 129.019
6. 130.557

8-5. tibla

8-6.tabla

Elsd 4 tagu atlag = (96.323+110.081+119.029+156.040)/4 = 120.368

Elsd centrirozott ériék = (120.368+128.542)72 = 124.455
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A miiveletsor végeredményét mutatja a kdvetkezd tabla:
A mozgobatlagolasos trendértékek egy nagyiruhdz dsszforgalmi adataira

8-7.tabla
Ev I 1 ML Iv.
negyedév

1984 - - 124.455 131.102
1985 136.111 140.668 143.723 145.847
1986 149.769 157.255 164.725 169.819
1987 174.870 179.689 184.127 190.403
1988 195.173 196.943 197.893 197.827
1989 197.95% 199938 204918 208.280
1990 209.536 211.989% 219.022 229078
1991 241.373 255.132 - -

Kilén megfontolast kivan a mozgdatlagolas k tagszimanak meghatarozdsa. Minél
nagyobb k értéke, anna! biztosabban felszinre kerill a feltami kivant alaptendencia,
annadl eredményesebb a véletlen hatds kiszlirése. Korlatozd tényezd viszont a
szampéldaban is észlelhetd révidilés,

A szezonalitast is tartalmazd iddsorokndl a k megvalasztdsandl még egy
szempontot figyelembe kell venni. Nevezetesen azt, hogy a k tagszim megegyezzen a
szezonok szimaval, vagy az m-nek egész szamui tdbbszordse kell, hogy legyen, a
szezonhatas kiszirése érdckében. Ellenkezd esetben a gyenge, illetve az erds idények
rendre nagyobb sulyt kapnak az Osszegképzésben, igy egy zavar6 hullamzast visanek
be az y, idBsordba. Fentick miatt a negyedéves iddsorok lchetséges k tagszdma 4, 8,

12,..., a havi bontdsu idGsorok esctén pedig 12, illetve 24,. ..
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F——— gt — b — b — |
c.idig‘Edlg‘idlg’-!gd'z‘iilg;u.gii’zgﬂig

8-3, Abra Egy Aruhiz forgalmi adatai 1984-1991 kozott és a mozgbatiagolasu
trend adatok

A bemutatott mozgéatlagolisos modszer sulyozatlannak tekinthetd alapmodszer,
hiszen az y, idbson értékek az atlagolas soran egyforma jelentGséggel szercpelnek.

Megjegyzendd azonban, hogy a paros k-érték esetén alkalmazott centrirozas egyfajta
sulyozisként is felfoghato.

Ismeretesek silyozott mozgdatiagolasu médszerek is. A leginkabb elterjedt
médszer a Spencer-féle, 15 és 21 tagu silyozott mozgbétlagolis. A 15 tagu
mozgdatlagolas sulyai:

Tagszam®:1 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Silyok: -3-6-53 21 46 67 74 67 46 21 3 -5 -6 -3.

Lathatd, hogy a sulyrendszer a kdzépsé tagra szimmetrikus. Ugyanez a 21 pontos
mozgdatlagolasndl is fenndll, ezért elegendd a sulyrendszert a kozépsd tagig kozolni:

6Tagszamon az egyes tagok sorszamat értjik.
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4. Hatvanykitevds fuggvény
¥, = botb'
5. Hiperbolikus trendek

" 1
Y. =b0+blI

- 1 1
Y. =b°+b,I+b2I§'

- {
Y b+t

a 1
Y S, bt 4 b0
6. Tornquist figgvény, telitddési gbrbe

I <
Ve t+b

7. Logisziikus S formaju telitddési gorbe

. K

A felsorolt fuggvénytipusok 1-t6l 6-ig logaritmikus transzformacidkkal, illetve )
valtozok bevezetésével a 7. fejezetben megismert modon linearizalhatok, és klasszikus
legkisebb négyzetek modszerével becsilhetdk. Nézzik a fenli figgvénytipusok

alkalmazasanak néhany indokat!

ad 1. Akkor alkalmazzuk a linedris formulat, ha feltételezhetd, hogy egységnyi
iddvaltozis hatdsdra, a vizsgilt folyamat villozisa, névekedése vagy
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ad 2.

ad 3.

csokkenése, az elemzett idBtadvon abszolit értelemben megkdzelitden
allando.

Altaldban a koézép- és hosszi tAwii gazdasigi és tirsadalmi folyamatok
jellemzésének alapmodellje. Akkor alkalmazzuk, ha feltételezhetd, hogy
egységnyi idOvaltozis hatdsara a folyamat valtozasa relative dlland6, azaz a
vizsgalt iddszakban a megfigyelések az eldzd értékhez képest rendre
megkozelitden azonos szazalékos ndvekedést vagy csdkkenést mutatnak.

Amennyiben az idBsorban tendencia-viltds tapasztalhat, vagyis
ndvekedésbol csokkenésbe (vagy forditva) megy 4t, akdr ismétlédden is, az
id8sor gyakran joI modellezhetd p-ed foku polinommal. Ertelemszerdi, hogy
a fokszam novelése egyre jobb illesztést ad, de megéllapithatd, hogy p>3
fokszam alkalmazisa mar igen nehezen indokolhatd.

. A regressziészamitasban Altalanosan hasznalt hatvanykitevds formula

alkalmazisa esetén az idOvaltozd sajatos értelmezést nyemme. Ebben az
esetben feladnink a t természetes egész szimokkal jellemzett iddvaltozd
ekvidisztancidjat, vagyis az iddt az Gn. gyorsuld idd kategéridjaval
jellemeznénk. Mivel ez a kdzelitési mdd - bar eredményei éntelmezhetdk - a
statisztikai clemzési gyakorlatban nem terjedt el, igy e formula csak
kiegészitd vizsgalatra javasolhatd.

. Gyakran eldfordul, hogy az iddsor aszmptotikusan kozelit egy értéket.

Ekkor trendfuggvényként valamelyik felsorolt hiperbolikus fiiggvény
alkalmazhaté. Az onkoltséget, az 4rak alakuldsat jellemzd folyamatok
gyakran modellezhetdk € mdon.
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ad.6. A formula kevéssé ismert’, igy kozoljik dbrajét:

K

8-4. Abra A Tdrnquist telitddési gorbe

Azon folyamatok jellemezhetdk igy, ahol az iddsor egy felsé hatarértéket gyorsan
indulé, de lasstlé mériékii ndvekedéssel kozelit meg. J6 példa erre egy piacon
bevezetett termék magasabb hasznilati értékiivel t0rténd kivdltasa, pl. a mechanikus
karérak kivaltasa kvarcdraval. A megszabott szolgaltatast helyettesiti egy jobb és
alacsonyabb ari termék, ezért a felfutds a latvanyos kezdeti aresés hataséra gyors.

7A Tomquist modellnek csak egy elemérdl van itt sz0.
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¢

8-5. dbra Az S alaku telitddési porbe

Az alkalmazand6 trendtipus kivilasztisandl a kovetkezd modszereket, illetve

szempontrendszert tartjuk szem eldit:

Szakmai, logikai elemzés
A vizsgilt jelenség szakmai ismeretének birtokdban donthetink a
trendfiggvényként alkalmazaisra kerilld filggvénytipusrél.

Grafikus elemzés:
Alatamaszthatja, vagy kiegészitheti a szakmai clemz2é4st a grafikus abrazolas,
amely felszinre hozhatja az idésorban megmutatkozd valtozasi tendenciat.

Analitikus elemzés:
A k0lonbozd szakmai ¢s logikai elemzés alapjan valaszthaté foggvények
illeszkedését az
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g;,()’; -3y §°;2 (8-17)

2
§ =

n n

rezidudlis szérasnégyzet mutatoval tudjuk mémi. Nyilvanvald, hogy a mutatd
értéke a legjobban illeszkedd fuggvény esetén a legkisebb. A kilonbdzd
fokszamu polinomidlis illesztésnél, illetve mas figgvénytipusokkal térténd
Osszchasonlitdsndl, a szabadsagfokkal korrigalt rezidudlis szorast kell
hasznilnunk, a megfelelé osszchasonlitis érdekében. A komigalt rezidualis
szorasnégyzet formulaja:

Yy o-9) De’ (8-18)
t=| 1=1

n-p-1 - n-p-1

S, =

ahol: p - a fuggvény paramétereinek a szima.

A tovabbiakban részletesen csak a linearis és az exponencidlis trendszamitast
ismertetjiik.

A linedris trend becslése

Acélaz

¥y, =b,+bit

fuggvény paramétercinck becslése, amelyet a 7. fejezctben megismert legkisebb
négyzetek modszerével végezzik.
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A b, paraméter a t = 0 iddpontban modellezett alapiranyzati id8sor értéket
mutatja. A b, paraméter az iddpontrol - iddpontra, illetve idoszakrol-iddszakra mért
Atlagos abszolat valtozdst szAmszerlisiti.

A lineéris trend becslését a hazinkra vonatkozd miivelt mezdgazdasagi terilet
1966-1990-es iddsoran mutatjuk be.

A miivelt mezdgazdasagi terillet (ezer hektar) 1966-1990.

8-8. tabla

Ev t Yt 5’1
1966 1 6.928 6.948
1967 2 6.928 6.927
1968 3 6.903 6.906
1969 4 6.888 6.885
1970 5 6.875 6.864
1971 6 6.855 6.843
1972 7 6.846 6.822
1973 8 6.835 6.801
1974 9 6,782 6.780
1975 10 6.770 6.759
1976 11 6.757 6.738
1977 12 6.730 6,717
1978 13 6.698 6.696
1979 14 6.651 6.674
1980 15 6.627 6.654
1981 16 6.601 6.633
1982 17 6.582 6.612
1983 18 6.570 6.590
1984 19 6.654 6.569
1985 20 6.540 6.548
1986 21 6.524 6.527
1987 22 6.511 6.506
1988 23 6.497 6.485
1989 24 6.497 6.485
1990 25 6.473 6.443

A nomlegyenletck megoldasahoz sziikséges szamitasi eredmények:
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n=25 > t=325 D t'=5525
Dy, =167.394 D ty, =214.8754
167.394 =b,25+ b,325
2.148.754 = b,325+b,5.525
A becsilt trendegyenlet:
§, =6.969,44 — 21,05t

A b, paraméter szerint a fenti linedris trendfiiggvény a magyaf
mezdgazdasagi miivelt termdterilletre 1965-ben 6.969 ezer hektart becstil.

A b, paraméter értelmezése: A trendbecslés alapjan a magyar mezdgazdasigi

miivelt termdteriilet 1966-1990 kozott, évrdl-évre atlagosan 21.050 hektarral
csdkkent,
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8-6. Abra A mivelt mezdgazdasagi terillet 1966-1990. kozbtt és az illesztett
lineéris trend

Az illeszkedés Josaganak relativ mérésére szolgél a rezidudlis szdras mutatdja. Az
elemzéseknél fethasznalt szofiverek Altaldban szolgiltatjdk a regresszidszamitasnal
megismert r linedris korrelacios egyiifthatd értékét is, amely tulajdonképpen a
korrelaciés kapcsolatot méri (példankban r = 0,9926) azonban jé! tudjuk, hogy az
iddsor sajatossaga miatt ez csak egy technikai jellegit mérdszam.

Az exponencidlis trend becslése

Ebben az esetben célunk az

fuggvény paraméterének becslése.
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Az egyenletet logaritmizilva® linearis alakra hozhatjuk:
Iny, =lnb, +tlnb,
legyen Inb,=B, é Inb =B
igy
Iny, =B, +Bt (8-23)

A formula mar becsilhetd a megismert legkisebb négyzetek modszerével. A
normalegyenletek a kévetkezoképpen médosulnak:

D Iny,=Bn+B, >t
Dtiny, =B, > t+B, >t (8-24)

A linedris trend becslésénél bemutatott modon Tt = 0 feltétel biztositasa esetén a
becsld formulik a kévetkezdk:

S Iny, (8-25)
By=&:l— = e = b,
n

= ef= b, (8-26)

8Természetesen barmilyen alapi logaritmus hasznilhaté.
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73,09=17B, +153B,
665=153B, + 1.785B,

B, =4,1366 b, = 62,59
B, =0,0180968 b, =1,018
Az exponenciilis trendfuggvény:
¥,=62,59x1,018

A b, paraméter értelmezése: Az 1973-ra becsilt alapirdnyzat érék, azaz az
ismertté valt felndtt biinelkovetdk becsiit szama 62.590 5.

A b, paraméter értelmezése: A trendbecslés alapjan a felndtt binelkdvetdk
szama évrdl-évre atlagosan 1,018 szeresére, 101,8 %-ra nd, azaz atlagosan
11,8 %-kal novekszk.

8-7. abra Az ismertté valt felndtt biinelkdvetdk (ezer f6) szima 1974-1990. kozott
és az illesztett exponencidlis trend
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A fenti eredmények az exponencialis illesztés realitasat tamasztjak ala. Igaz,
hogy a kilonbség csak igen kis mértékt, azonban a tovabbi szakmai
megfontoldsok is az exponencidlis figgvény mellett szdlnak, ugyanis az
iddsor ndvekedése az utolsd iddszakban szamottevien meghaladja az eldzoket.

8.4 A SZEZONALITAS ELEMZESE

A pazdasagi-tarsadalmi folyamatok alakuldsiban gyakran tapasztalunk szabélyos
ingadozasokat. Havi és negyedéves bontasi iddsorokndl tapasztalhatd, hogy egyes
negyedévekben, illetve honapokban az alaptendencidhoz viszonyitolt szisziematikus
visszaesés mas negyedévekben, illetve hdnapokban rendszeres kiugras tapasztalhatoé.

A szezonalitds 1étrejottében meghatdrozd szerepe van bizonyos természeti
jelenségeknek. Ilyen a f83d forgasa, meghatarozott korforgsa a Nap koril, amely a
napi, havi, évszakonkénti szezonalitisnak 18 okozdja. Alapvetden éghajlati tényezskon
keresztiil fejti ki hatasat, elsdsorban a hdmérséklet és 2 megwvilagitottsag megvaltozasa
révén,

A fentick Osszefiggésében alakultak ki olyan tdrsadalmi gazdasigi életben
megfigyclt jelenségek, amclyek szintén szezonalitast okoznak. A tarsadalmi szokasok,
hagyomanyok, az annepek, a divat jelentds hullamzisokat hoz létre 2
kereskedelemben, a  kozlekedésben, a postaforgalomban, a hirk6ézlésben, az
aramfogyasztasban stb.

Nyilvanvald, hogy a szezonalitis mind a munkacrd, mind a lckdtsit  eszkozok
kapacitds-kihaszniltsiganak vonatkozisiban kiros jelenség. Az okozott karok
tompitdsira kétféle stratégia alkalmazisa képzelhet6 el.
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A csillapitas stratégiija

A szezondlis hulidmzas kikiszobolésére, illetve csillapitasara jelentds torekvések
irdnyulnak. Sok helyen erdfeszitéscket tesznek az "év végi hajra" kikiszobolésére. A
mezigazdasigi termelés az allattenyésztési 4gazatban latvanyosan fuggetlenitette
magit az évszakokhoz kotddd korabbi ciklikussagtol, pl. a hus és a tojastermelés
terilletén. Az épitdipar a paneltechnologis dgazatban nagymértékben figgetlenné valt
az id6jarasi viszonyoktol. A kereskedelem és a vendéglatéipar is megprobalt tompitani
a tevékenysége teritletén jelentkezd ingadozison (akcidk holtidényben, drkedvezmény
a gyenge szezonokban stb).

Az alkalmazkodais stratégidja

Sok esetben a szezonalitdas megvaltozhatatlan adottsagként kezelhetd. Tiyenkor az
erdforrasoknak kell alkalmazkodni hozza. J6 példat szolgaltat crre a vendéglatoipar.
Osszkomfortos szallodik épitése helyett kifizetédobb a csak foidényben, nalunk
elsdsorban nyaron Gzemeltetett, fiités nélkili szallodak, fahadzak fenntartasa azokon a
terlileteken, ahol az egész évi kihasznaltsignak jelentds korlatat vannak.

8.4.1 Az allandé szezonalitas elemzése

Ha a szczonalitds abszolit, vagy relativ Allandosiga (lasd! additiv, illetve
multiplikativ modell) fennall, akkor alkalmazhatjuk az llandé szezonalitas elemzésére
kimunkalt médszertani apparétust.
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A szezonindex-szimitas munkatablija egy nagyaruhaz dsszforgalmi idosoraban

8-11. tabla
Ev I | T m. | 1V.
negyedév
1984 : . 0,95640 1,19022
1985 0,94789 0,92812 0,96452 1,18551
1986 0,91206 0,89003 0,97495 1,24138
1987 0,90639 0,88414 0,98898 1,19673
1988 0,90639 0,96793 0,95253 1,19101
1989 0,89289 0,95151 0,92691 1,20033
1990 0,96501 0,90426 0,90648 1,13947
1991 1,02513 0,88937 - -
Atlag 0,93649 0,91648 0,95297 1,19209
s, 0,93695 0,91692 0,95343 1,19267

Az atlag sorban a nyers szezonindexek taldthatdk, amelyeket korrigalva sajat
atlagukkal (0,99995) nyerjiik az s-vel jelolt korrigalt szezonindexeket.

Az atlagszAm igen kozcl esik 1-hez, ami a korrekcidt tulajdonképpen nem is
indokolja, a miivelet itt illusztracids célokat szolgdl, mivel egy
kiskereskedelmi egységnél elegendd a szAzalékos pontossag is.

Az elsd negyedév kerekitett 94 %-0s szezonindexe ugy értelmezhetd, hogy a
szezonhatds 6 %-kal tériti ¢l az idosor értékét a trendtdl Jefelé. A masodik és
harmadik negyedévben az clmaradas 8, illetve 5 %-os. Mindezek a negyedik
negyedévi mintegy 19 %-os t6bblctforgalomban kompenziloédnak.

Az additiv modell esetében

~ . .
Yi=Y,;ts; +v,

a szezonhatasnak szezondlis eltérés az clnevezése. SzAmszerisitése az
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« 1 & a .
§; =;;Yij—yij (8-29)

formulaval torténik.

Itt is ellendrizniink kell, hogy a kapott nyers szezonilis eltérésnck nevezett
értékek megfelelnekea »_s;” = 0 feltételnek. Ha ez nem teljesil, akkor képezzik az

i=l

s; értékek 4tlagat,

is (8-30)

1
m3

amit az s; értékekbdl rendre levonva biztositjuk a fenti feltétel teljesilését. Gyakran
eldfordul, hogy alkalmas kerekitésse! is elérhetjik célunkat.

Ha 2 szikséges korrekcid jelentds mértékd, akkor modell-specifikdcids
problémakra is gyanakodhatunk. Eléfordulhat, hogy csak a valtozd szezonalitast
feltételezd modell (lasd! 8.4.2 alfejezet) alkalmazasa szolgaltat hatékony elemzési
eredményeket.

Additiv modellt feltételezve az elozd példa adatblzisin végezzik el a
szezonalis eltérések szAmitasat is! Adatainkat a 8-5. tdbla és a 8-7. tbla

millié Ft-ra kerckitett értékeibdl nyertik, amelyek az alapiranyzattél additiv
médon (y,, — ¥,) tisztitott értékek.
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4. lépés:

Nyilvanvalo, hogy a szezonalitds szamszerisitése szilkségessé teszi a
trendhatas kikdszobolését az alabbiak szerint:

S =b-r Sup = by = 3r
Su=by~2r Sy=by-4r

Ebben a 1épésben a mar bemutatoit szezonkorrekeid kovetkezik. Ez a
miivelet formailag ugyan azonos az ott bemutatottal, tartalmaban
azonban jelentdsen eltér. Mig az alapesetben sokszor jelentéktelen
korrekcié adddik, itt az utolsd idény bazisardl a trendbdzisra torénd
attérés miatt a korrekcid aitalaban lényegesen nagyobb mériékben hoz
ériékmodosulast.

Nézzik meg alappéldinkat, a vizsgalt nagyaruhaz forgalmi idésora alapjan a
Pearson-féle lancindex moédszer gyakorlati alkalmazisat. Az alapadatok a

8-1.

tablaban taldlhaiok.
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Az s; énickek atlaga, azaz a korrekcids tényezd: 82,94 %. Ennck alapjan a
korrigalt szezonindexek (s]) a tabla utolsé soraban taldlhaték (példaul az elsd
negyedévben: s, =77,32/0,8294 = 93,2%).

A Pearson-féle lancindex mddszerrel kapott szezonindexck értelmezése az eltérd
szarmaztatasi mod ellenére megegyezik a mar tdrgyalt klasszikus szezonindexekével,
és mint lathatd, szamértékeik is ktzel allnak egymashoz.

A szezonalitds szamszerusitése linedris regresszioval

A t6bbvaltozds linearis regresszid segitségével is meghatarozhatdk a szezonalitds
paraméterci. Ebben az csetben a szezonalitds paramétereinek meghatarozisa

érdekében in. mesterséges valtozékat kell bevezetnink.

Tételezzitk fel, hogy egy ncgycdéves iddsorban linedris trend érvényesiil, 2
szezonalis cltéréscket az 1. negyedév bazisan fogjuk értelmezni, ezért a II, I, IV,
negyedéveket az x,, x,, x, mesierséges valtozoval jellemezziik'®. Ezck a valtozok 0
vagy | éniéket vehetnck fel a példaul a kévetkezd modon:

1042 elsd negycdévet a teljes multikollincaritis miatt (l4sd! 7. fejezet) kell elhagyni és
ennck bazisin énelmezziik a t6bbi negyedévet.
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X, (Tl n.év)

1984. 1. 0
I I

111 0

V. 0
198S. 1. 0
II. |

11 0

Iv. 0

X, (IIL. n.év)

Q= OO —OO

X, V. n.év)

L= IR = I o B e et Y ]

Ha a modell konstans tagot, a t iddvaltozdt és harom - a negyedéves szezonalitist
jellemzd - mesterséges valtozdt tartalmaz az X tényezdvaltozdk mdtrixa a

kovetkezdképpen irhaté fel:

1 1 000
1 2 100
1 3 010
1 4 00 1
1 5§ 00 0
1 6 100
1 7 010
1 8 00 1

1 nxm 0 0 1]

Az y vektor tartalmazza az iddsor megfigyelt éntékeit. Az
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a szezonAlis eltérések értékei pedig a kovetkezok:

s, =-10.283
sy =-15.234
Sy =- 8.758
sy = 37317

- Lathat6, hogy a fenti médon nyert szezonalis eltérések igen kézel allnak az
additiv modellel kapott eredményekhez.

8.4.2 A valtoz6 szezonalitas elemzése

Bér a szezonalitast étrehozd okok dllandénak tlinnck, mégis gyakran eléfordul,
hogy megkérddjelezhetd a szezonalitas allandésiga. Az okok Allanddsaga mellett az
arra reagdlé emberi beavatkozas, illetve tevékenység (lasd! a csillapitas stratégiaja)
olyan hullammozgasokat is eredményezhet, amikor sem a szezonalitas abszolit, sem
relativ allandésiga nem tételezhetd fcl. Mindenképpen célszeri, hogy legalabb
bevezetd ismereteket szerezziink a valtozd szezonalitds modszertanardl, hiszen e
médszerekkel az 4llandé szezonalitas is - mint specialis eset - jellemezhetd,

A viltozd szezonalitds modellezésére tobb modszer ismerctes. Most roviden
bemutatjuk a Census II. moédszer alkalmazisinak alaplogikdjat. Az idésori
alapadatokon tobbszdr végziink salyozott mozgéatlagolast a tendencia
szamszeriisitésére. Tobb 1épésben kikiisz8bdljik a mozgoatlagolasbol szarmazd
rdvidilést. Az extrém értékek kiszdrése utin azokat a szomszédos adatok atlagaval
helyettesitjiok. A fenti milveletcket 10bb fazisban atkalmazva elBallitjuk a nyers, majd
ismételt korrekciok utin a végleges viltozd szezonindexeket. Ezek jeldlése, mivel

minden periédus minden szezonjahoz kildn-kildn paramétert rendeliink a korabbi s,
helyett s, A modszer szamszeriisiti az alapirinyzat ¥, értékét is. Egy évre lehet
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elbrejelezni 2 médszerrel mind az alapiranyzat, mind a viltoz6 szezonindexek varhato
alakuldsat.

A moédszer havi bontasos iddsorokra kimunkalt véltozatit, és négyidényes
valtozatat a szakirodalomban talalhatja meg az olvasé.

Hlusztrativ példank Dél-Dunantil villamos energia fogyasztdsanak egy
idBsorat elemzi A vizsgalt iddsor a Dél-Dundntili Aramszolgaltaté Vallalat
(DEDASZ) adott havi csucsterhelési adatait tartalmazza a magan és az un.
kozileti fogyasztdkra egyittesen.

Villamos energia csicsterhelés a DEDASZ-nal megawattban
1972-1987 folyaman havi bontdsban

8-14. tabla
Ev Ll o m| v ov| vi| vio|vim| x| x| x1} xu

hénapok

1972 192| 185| 185] 181 182| 176] 185| 190} 186 194 195} 205
1973 290| 267| 268| 261 261| 255] 259( 266| 276| 284] 280 291
1974 288| 284] 293( 282] 278} 281| 285| 296 307| 312| 321| 324
1975 318 319 329 319 316| 309 306| 349] 340] 335 358 350|
1976 357] 355 351| 344 335| 332 348| 353] 369 375| 386 390
1977 368 379 370| 365| 355| 351] 361| 371| 378] 385| 389 398
1978 35| 3891 384] 382| 374| 376] 393| 405| 404] 426} 432| 435
1979 431| 439 432| 432| 420 420] 423) 4351 452] 455] 457 469|
1980 464| 469| 459| 454| 455 447 462} 468| 472| 499 520{ 510
198) 504] S05| 493| 483( 484| 460 484| 474| 470 486] 492| 498
1982 494] 494| 4861 486( 446 440| 459) 462| 466] S04| 410| $32
1983 530| 534 521 490 462| 460] 476| 484| 500[ 532 s567| 556
1984 578| SB1| 580 564| S521| 493| sos| $09| S$31| S54| 557| 568
1985 563( S86| 566{ S56] 514| 515| S12| 519 S49) s67| $98| 610
1986 604 611] 60 S575| 521 523| 532| 545| 551| 602 619} 620
1987 625] 638| 622| 578| S538| S543| 540| S42( 549 622| 648 628
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A minden egyes megfigyeléshez rendelt, t5bb lépésben meghatarozott valtozd
szezonindexeket tartalmazza a kodvetkezd tabla:

A viltoz6 szezonindexek értékei a DEDASZ idésoran

— 8-15. tabla .

Ev L o | s e v v [w |vm. lx _tx_ b lxll
1972 Ly fror  liow  Jossa Joss lowm h-hﬁ:_s 09% Jooss 11002 Joee |ron
L1973 froes Frose Jiow loow losrs losas Josw Josss Josse liose Jaois o
1974 Quosz  lioar  Jross losse looss Joow Jooas |ooea Joess Jrow Jiode Jrow |
1973 1.03) 1027 ).024 ] 0984 0999 0934 0.958 0.976 0103 1.013 1.04) ).041
L1t Jioo  Jaom 11012 Jooms Josss  |oosr Joses jooss ooz liore |iods | uoas
1977 Jroma |rom Jioos Jooss Jo9s6 losey Jooso Jooss jroos iy |roxe |uoss
L1978 | 104 1.004 1.000 0.983 0.957 0.947 0.970 0.989 1001 vo26 | 1037 1,044
1879 Jiois 11027 |ioon  Jooms Joost losaz Josn Joore Jooes |io23 Jiox | 104
L1980 1023 Jros2 |ioos |oom |ooeo Fooas Joomt Joore Josmz liozz Jroar | 1046
198 11033 Jroer Jrowe lose jossz_ Jooxs losss Jooss Joerz troie Frosm  fios
192 Jroer  lros2 l1ewe |ioo4 foose Josra lossr Jooss Joses liore fuos | rose
1983 ) 033 ) 063 1041 1.000 098 0.917 0 942 0943 0.067 1.017 1.046 1034
1984 1.053 1.069 1.040 1.013 0.93% 0913 0.92% 0938 0060 1010 1.048 1.057
1983 ).058 ).076 1.05) 1.009 0928 0918 0923 0.933) 0.964 1.021 1.056 1,060
198 | 1.060 1079|1083 lioos Joon losiz  Joon ooz 10953 103 | 1064 1.060

et Jiosy lross Jioss Jooss Joos Jowmo Joom Voot Joos Jross Jrere |ios7

A modszer egy Osszetett trendszimitdssal alapiranyzat-becslést és eldrejelzést is
Végez, valamint felismeri a valtozd szezonindexekben havonként a valtozis
tendencijat és egy évre eldrebecsilli annak értékeit. Az eldrebecsalt trendértékek és
valtoz6 szezonindexek segitségével hatékony cldrejelizés is végezhetd.
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A DEDASZ iddsoranak 1988-ra vonatkozd eldrebecslése

8-16. tabla

H6 Trend Szezonindex Eldrebecslés
I 596,9 1,064 635,3
IL 5982 1,083 648,1
IIl. 599 4 1,056 633.,5
Iv. 600,7 0,992 5964
V. 602,0 0,913 5499
VL 603,2 0,921 556,1
VIL 604,5 0,921 557.1
VIIL 605,38 0,929 563,2
IX. 6070 0,937 569,3
X. 608,3 1,042 634,1
XI. 6095 1,079 657,7
XIl. 6108 1,056 6453

A vallozd szezonindexek alakulasa j61 jellemzi a szezonalitis modositd
hatasanak szisztematikus valtozasait. Ha példaul a januari szezonindexcket 3
vizsgalt iddszak soran végig nyomon kévetjik, akkor a januari szezonalitasbd!
kovetkezd tobblet ¢értek 1978-ig tartd csokkenését, majd ecgyenletes
novekedését tapasztaljuk.

Az 1972. januéri 1,117-es szezonindex ugy értelmezhetd, hogy e hénapban 3
szczonhatds koOwvetkeztében a trendhez képest 11,7 %-os t6bblet-
dramfogyasztas észlelhetd. Ez az énték 1978-ra 1,4 %-ra csokkent, majd
1987-re 6,3 %-ra ndtt. A kapott eredmények eclemezhetdk abbol a
szempontbdl is, hogy a szezonalitas jelentosége éviol-évre hogyan valtozott.
Ha egy adott év 12 vaAltozd szezonindexébdl szérdsmutatét szamolunk, gy
egy olyan atlagszamot kapunk, amellyel jol jellemezhetjilk adott évben a
szezonalitas erdsodésérdl, vagy tompulasarél. Ezen sziméntékeket tartalmazza
a kovetkezd adatsor;
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8.5 IDOSORI ELOREJELZESEK

Az idOsorelemzés alapvetden kettds, de egymassal szoros dsszefuggésben 1évo célt
tiiz ki maga elé. Az egyik a milt feltdrdsa, tdmoOr jellemzése. E céit szolgaljdk a mar
megisment egyszenibb eszkdzok, a trendszamitas és a szezonalitds vizsgidlatinak
médszerei. A mozg6 atlagolasos trend adatsora is jellemz a vizsgalt iddsor multbeli
értékeit.

A milt megismerésébBl szrmazd ismereteink kozvetve segitik az iddsori
elemzéseck masik céljanak elérését, a jovd megismerését. A multbeli tendencidk
elbrevetitése alapul szolgalhat a vizsgélt folyamatok jovdbeni értékeinek hatékony
becsléséhez.

Ebben az alfejezetben osszefoglaljuk eziranyu ismereteinket. A mar megismert
modszerek mellett bemutatunk egy kifejezetten az iddsori eldrejelzést szolgald
modszert is.

Exponencidlis simités

Az eldrejelzés mddszerei clkdlonithetdk olyan médon, hogy a kordbbi iddsori
megfigyelések egyforma jelentBséggel bimak-¢ az eldrebecsiilni kivant iddsori értékek
kialakulasdban, ifletve azzal a feltételezéssel éliink, hogy az eldrejelzés iddpontjat,
illetve idGtartamat kozvetlendl megeldz3, mar realizilt iddsori értékek nagyobb
befolyasold erdvel rendelkeznek, és ez a befolyasold erd idSben visszafelé haladva
fokozatosan csdkken.
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Konnyl belatni ezen utdbbi érvelés logikajat. A szakirodalomban széleskdril
modszertani lefrast tallunk kdlonbozd tipusi iddsorok fenti szempontu elemzésérel4.

Jelen esetben csak a legegyszeriibb simitd eljarast a kismértékii trendhatast
tartalmazd idészak elemzésére alkalmas exponencidlis simitas modszerét mutatjuk
be.

Az eldrebecsld formula a kdvetkezd:
YM-I = ayn + a(] - O')Yn-l + a(l = a)2 Ya—z +. -*-a(I - a)l‘l ynil-k (8'32

ahol: & = az un. kiegyenlitési konstans, melyre igaz, hogy 0<a £ .

k = a sulyozott tagok tagszama.

Az o kivdlasztasandl - bar 1éteznek statisztikai modszerek az optimalis értékének
meghatarozasara - elsdsorban elméleti megfontolasokbdl indulunk ki. 1-hez kdzeli o
nagyobb sulyt ad az utolsd megfigyeléscknek, csokkentése pedig a kordbbi
megfigyelések befolyasold erejét ndveli, ami nem véltoztat azon a tényen, hogy a
korabbi megfigyelésekhez tartozd sulyok minden esetben a mértani sornak
megfelelden csdkkennek.

A k megvilasztasa osszefigg az o értékével is. Modszertani kdvetelmény, hogy a
sulyok Usszege egyhez kozelitsen. A

éa(l —a)* =1

kifejezés tarja fel az a és k viszonyat.

141gen elterjedt a gyakorlatban a Brown- és Winter féle exponencislis kiegyenlitési eljars.
(1asd! Irodalom).
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A gyakorlatban a = 0,5 koriili értékekkel és minimalisan k=5 értékkel célszerli
szamolnunk. Megjegyzendd, hogy az exponenciilis simitds nemcsak a klasszkus
ériclemben vett ex ante elfrejelzésre (a realizilt iddsoron kiviil, jovdbeni iddsori
értékekre), hanem az ex post elérejelzésre is alkalmas, értelemszeri modositasokkal.
Az ex post elorejelzés azt jelenti, hogy méar realizilédott iddsori értéket becsilitnk
korabbi megfigyelésekkel. Ilyen médon az exponencidlis simitds a trendszimitasi
modszerekhez is csatolhatd.

Vizsghljuk meg a 8.3.2 fejezet szAmpéldajan a mavelt mezdgazdasagi terdlet
(ezer hektar) iddsordn az exponencidlis simitdssal tdrténd eldrebecslést.

Legyen.a=0,5ésk=7

Munkatabla
8-17. tabla
Ev Yt Suly
1984 6.554 0,007813
1985 6.540 0,015625
1986 6.524 0,031250
1987 6.511 0,062500
1988 6.497 0,125000
1989 6.484 0,250000
1990 6.473 0,500000

Exponencidlis simitassal végzett elbrebecslés 1991-re:
¥, =0,007813 x 6.554 +0,015625 x 6.540+...40,5x 6.473 =

=6.433,829 = 6.434 ezer hektar
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Az el6z0 harom eredményt dsszevetve megallapithatjuk, hogy jelentdsen eltémek
egymastdl. Egyértelmi hatékonysigi rangsort - azon tal, hogy a trendbecslés
hatékonyabb médszer a D mutatonal, hiszen minden egyes megfigyelést bevon a
vizsgalatba - a szakirodalom nem allit fel, igy csak az adott iddsor alapos, szakmai
ismeretekkel kiegészitett elemzése adhat valaszt arra, mi a végsd allasfoglalisunk az
eldrebecslést illetden. Célszeri a matematikai-statisztikai elSrejelzéscket szakmai
kontroll ald venni, és ha szikséges, akir feldlbirdlni. Inkibb értékes kiinduld
adatbazist, mintsem megfellebbezhetetlen végeredményt jelentenek ezek a becslések.

Folytassuk az el0rejelzések targyalasat az exponencialis trendbecsiés és az dtlagos
relativ valtozas Osszehasonlité eclemzésével. Mivel a modszer a relativ véltozas
alland6sagit vélelmezi, igy értelemszerii osszevethetdségik.

Az eldrebecslés az Atlagos relativ valtozds mutatdja (1) a kovetkezd képlettel
végezhetd el:

Vit = Yo x1° x| (8-35)

A 832 fejezetben vizsgllt ismertté valt feindtt binelkdvetdk adatsoran,
1991-re eldrebecslésiink a kovetkezd:

¥5 = 63x1,0293'7 = 100 x 1,0293 = 102,93 ezer {3

Az exponencidlis trendfilggvény alapjan az eldrebecsiés a kovetkezd képlettel
végezhetd el:

gup(ml) = bob?” = ;’nbl (8-36)

A vizsgalt iddsoron a 8.3.2 fejezetben az eprnenciélis trendre vonatkozdan a
kovetkezd egyenletet kaptuk:

=62,59-1,018'
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az eldrejelzett érték 1991-re
Ve = 62,59 x 1,018" =85x 1,018 ~ 86 ezer 6

A kétféle eldrejelzés nagymértékben eltér egymastdl. Ha megfigyeljitk az iddsort,
lathaté, hogy az utols6é év ugrdsszerli ndvekedést hozott magival. Ha a jelenség
ismeretében ezen erdsodd novekedést tendencidzusnak véljitk, akkor az 1 -on alapuléd
eldrejelzést, ellenkezd esetben a trendbecsléses eldrejelzést fogadjuk el attdl
fuggetlenil, hogy a trend-eldrebecslés hatékonyabbnak tekinthetd, hiszen az Osszes
megfigyelést bevonja a vizsgilatba.

Eldrejelzések szezonalitas esetén

Vizsgdljuk meg, hogyan alakul az ¢idrejelzés a szezonilis hullimzést mutatd
id8sorok esetén. Természetesen az alapiranyzat valtozatlansiga mellett feltételezziik a
szezonalitas valtozatlansigat is az elbrejelzési iddszakban.

Az eldrejelzés multiplikativ modell esetén a j-edik szezonra:
Vi X8 = Vo 837
illetve additiv modell esetén a j-edik szezonra

Fin +5; = Faasioe (8-38)

A 8.3 és 8.4 fejezetben megismert nagyaruhizi forgalom elemzését most
egészitsik ki egy linedris trendbecsléssel. A hatasos eldrejelzés érdekében
ugyanis eldre kell becsiiniink a kovetkezd év negyedéves bontdsi forgalmi
értékeit, és tananyagunkban nem targyalunk olyan eljardst, amelyik
mozgdatlagolassal ¢lbre tud becsiilni,
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8.6. SZTOCHASZTIKUS IDOSORI MODELLEK

A szochasztikus idGsori modellezés leggyakrabban alkalmazott eljarésai
amelyeket mar sok szAmitdgépes programcsomag tartalmaz - az integralt
autoregressziv és mozgéatlag (ARIMA) modellek néven ismeretesek. E modellek
elméleti tulajdonsigainak, és a modellek illesztésével kapcsolatos eljdrasoknak
egységes rendszerbe foglalisa G.E.P. Box és G.M. Jenkins nevéhez flizddik. Ezért
szokas ezeket Box-Jenkins médszernek is nevezni.

Mivel a sztochasztikus iddsori modellezés ismeretanyaga messze meghaladja ¢
tananyag kereteit, ebben a fejezetben csak a sztochasztikus folyamatokkal kapcsolatos
fontosabb fogalmakat, illetve az ARIMA modellezés folyamatinak - szimitégépes
outputok alapjan torténd - bemutatasat tudjuk megtenni.

Eldszdr az ARIMA modellek tipusait, illetve a modellkészités menetét roviden
ismertetjilk, majd a modellezés egyes fazisait, illetve az ezckhez kapcsolddd
fogalmakat és eljarasokat targyaljuk.

8.6.1 Az ARIMA modellek tipusai, a modellkészités menete

Az autoregressziv (AR) modell az id3sor t iddszaki értékét (Y -t), sajat korabbi
t-1, t-2,.....t-p idbszaki értékeinck linedns kombinacidjaként és egy véletlen ingadozast
reprezentalé e, valtozdval fejea ki:

Y. =Y., +¢,Y,, +"'+¢9Yt—p +g, (8-39)

ahol: p az autoregresszivitas rendjét jelsli.
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A mozgodtlag (MA) modell az iddsor t iddszaki értékét (Y t) a t, t-1, t-2,.... tq
id6szakokhoz tartozd véletlen valtozok linearis kombinacidjaként allitja eld

Y =g +Og,  +0:6, ,+.+0.¢ (8-40)

ahol: q a mozgdatlag-folyamat rendjét jeloli.

Az autoregressziv és mozgbitlag (ARMA) modellek a fenti AR és MA
modellekbdl 16 (p,q) rendii vegyes modellek

Y =Y, +. . +4,Y,_ +€, +Or,_ +.. . +O¢,_, (8-41)

A fenti modellekben szerepld e, véletlen véltozdkrél feltételezzitk, hogy varhaté
értékik nulla, szérasnégyzetitk konstans, és autokorreldlatlanok, azaz

E(e,)=0 vare,)=0’ p,=0 (k=12,.).

E feltételek teljesiilése esetén teljesen véletlen folyamatrdl, un. fehér zaj (white
noise) folyamatrdl beszéliink.

Az autoregress2iv ésfvagy mozgbatlag (AR, MA, ARMA) modellek alapvetden a
stacionarius id§sorok elemzésére alkalmasak, amelyck egy konstans atlagszint kor(l
ingadoznak, alland6 szdrassal.

Mivel a gazdasag), tdrsadalmi idésorok tdbbsége jelentds fejiodést mutat, Altalaban
jellemzd rajuk az emelkedd, vagy csokkend tendencia ahhoz, hogy ezen iddsorokhoz a
fenti modellek illeszthetdk legyenek, ezért valamilyen eljdrdssal staciondriussa kell
tenni azokat. Ezen eljarasok jelenthetnek pl. differencia képzést, vagy az Y, iddsor
logaritmikus transzformécidjat.

A differencia képzéssel staciondriussi tehetd un. integralt (I) iddsorokra felirt
ARMA modelicket ARIMA modelleknek nevezzik. E modellek dimenzidit az
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elnevezések sorrendjében az autoregresszivitis rendjével (p-vel), a differenciaképzés
fokaval (d-vel) és a mozgdatlag folyamat rendjével (q-val) adjuk meg, a kévetkezd
médon: ARIMA(p,d,q).

A gyakorlati alkalmazisok szerint az iddsorok nagy része jol kdzelithetd olyan
modellekkel, melyeknél az autoregresszivitas - és a mozgéatlag folyamat rendje (p és
qQ), illetve a differenciaképzés foka {(d) alacsony. Altaliban mindhirom dimenzié - a
(p), a (d), és a (q) is 0, vagy 1, vagy 2 értéket vesz fel.

Olyan iddsorok elemzésére, melyek szezonalis ingadozast is tartalmaznak, az un.
szezonilis ARIMA modellek alkalmasak, melyekkel pl. havi adatsorok (s=12), vagy
negyedéves adatsorok (s = 4) elemezhetdk.

Az eddig elmondottakbdl lathatd, hogy a sztochasztikus modellezés kiindulépontja
annak megallapitasa, hogy a vizsgalni kivant iddsorunk stacionarius-e, illetve, ha nem,
akkor az, hogy alkalmas transzfommdacidval stacionériussa tchetd-e. Ezzel eldontottik
azt, hogy az adott iddsorhoz illeszthetd-c ARIMA modell, ha igen milyen (d)
dimenzidval rendelkezik. A kovetkezd fontos kérdés annak megvélaszoldsa, hogy AR,
MA, vagy ARMA modell iliesztésével prébidlkozzunk-e, és milyen legyen az
autoregresszivitas (p) és/vagy, a mozgéatlagolas (q) rendje. Erre a kérdésre a vélaszt
az id8sorok korreldcios stuktirdjinak feltdrasa adhat. Ez az iddsorokban meglévd
belsd oOsszefuggések wizsgdlatat jelenti, amely az Y,, Y., Y,_,,. Valtozdk
sztochasztikus kapcsolatainak megallapitasival wvégezhetd el. E sztochasztikus
kapcsolatok az autokorreldciés egyiitthatékkal mérheték. A modellezés ezen fazisat,
modell azonositdsnak (identifikdciénak) nevez a szakirodalom.

Ezutdin a modellezés 1épései alapvetden megfelelnek a méar ismert linearis
regressziés modellezésnek. A valasztott modell paraméterbecslése utin a modell
ellendrzése kovetkezik. Ezutén dontink arrél, hogy felhasznilhaté-e az illesztett
modcll elemzésre, eldrejelzésre, vagy mas modell valasztasaval kell probilkomunk.
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Mivel a sztochasztikus modellezés az idbsorokban meglévd Osszefuggések
feltarasan alapul, rovid iddsorok nem alkalmasak a modellezésre. Legalabb 30-50,
illetve szezonalis modellek esetén legalabb 100 elem(i iddsorra van sziikség.

8.6.2 A staciondrius idosor fogalma;
a stacionaritds biztositasa

Elészdr azt nézzlk meg, hogy miért szlikséges a stacionaritds feltétele a
sztochasztikus modellezés soran.,

A sztochasztikus modellezés adatbazisat jelentd y, (t= 1,2,....,n) tapasztalati id3sor
- mint ismeretes- az elméleti idésort alkkotd Y, (t = 1,2, ..., T) valosziniliségi
valtozoknak egyetlen realiziciéja. igy a tapasztalati iddsor csak akkor tekinthetd egy
olyan n elem{i mintanak, melybdl az elméleti idGsort jelentd sztochasztikus folyamat
jellemzBi becsiilhetdk, ha az elméleti iddsor jellemzdi (varhatd értéke, szérasnégyzete,
autokorrelacios egyltthat6i) idében Allanddéak, azaz figgetlenck a t valtozétdl. Az
ilyen tulajdonsagokkal rendelkezd idGsorokat stacionariusnak nevezzik.

A staciondrius iddsort alkot6é valtozék varhat6 értéke, szordsnégyzete és a k-ad
rendii autokorrelaciés egyttthatdja a kovetkezoképpen irhaté fel:

Y, E(Y,)=p Var(Y,) =0’
Y, E(Y,)=p Var(¥,) =¢’ (8-42)

Y, E(Y)=p Var(Y)=c?

_CovY,, Y,

P ]
k 02

k=12..K (8-43)

ahol:
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CovY,, Y., = E[(Y, —u)Y.cy - 1)]

o’ =0,x0,,, mvelo, =0, , =0

A stacionarius iddsorok tchit nem tartalmaznak trendhatist, az iddsor ériékei
egy allando atlagos szint kordl ingadoznak, allandd szbrassal. Az alland6 széras azt
jelent:, hogy az ingadozdsok intenzitdsa idSben nem véltozik (nem novekszik vagy
cstkken). Mindezek altalaban a tapasztalati iddsor dbrdja alapjan megallapithatok.

Ezenkiviill a stacionarius idGsorokra jellemzd az, hogy az iddsorban lévé belsd
osszefiggéscket reprezentélé p, autokorreliciés egyiitthaték iddben Allandéak,

nem figgnek t-t8l, csak a véltozdk egymas kozotti tavolsagatdl, k-tl. A p,

autokorrelacios egyitthatok k = 1, 2, ..., K figgvényében az an. autokorrelaciés
filggvényt alkotjak. Pl. k = 1 esetén, p, az elsdrendd autokorrelacids egyitthatéd az
egymas utan kovetkezd iddsori €rtckek, k = 2 esetén p, a masodrendii autokorrelacios
egyltthatd, az egymastél két iddegységnyl tavolsdgra Iév0 iddsori értékek
korrelacidjat mutatjak. Az autokorrelacios fuggvény értékei a k késleltetés kilonbozd
ériékeihez rendelve, az alabbi médon foglalhatok dssze:

k 1 2 3 .. K
P P P, P o Py

A stacionarius iddsorok gyakran tartalmaznak r8vid tdvi autokorreliciét, amely
pl. azt jelenti, hogy p, értéke viszonylag magas, p, értéke is szignifikinsan
kilonbdzik nullatdl, de k novekedésével a p, énékek nullahoz tartanak.

A staciondrius iddsorok jellemzdi a tapasztalatai iddsorbdl, a mar ismert
becslofiggvények segitségével becsillhetdk. Az id8sor p varhatdé értéke és
o? szérdsnégyzete a tapasztalati iddsor 4tlaga és szorisnégyzete alapjan becsiilhetd:
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Z Y
P (8-44)
" .

it

) le(yt -9)’

n

s ? (8-45)

y
Az ¥ adja meg azt a konstans szintet, mely korill a tapasztalati adatok ingadoznak,
8, szdrassal.

A p, autokorreliciés egyitthatok becslése a tapasztalati idGsorbél a

kovetkezOképpen torténik (a linedris korrelaciés egyitthatd - r - szamitasanak
megfelelden):

2y -y -9)
r, = k! k=12,..,K (8-46)

(I‘l - k}syz ’

A késleltetés klonbdzd értékeihez (k = 1,2......K) rendelt becstilt autokorrelacios
egyltthatok autokorrelacids figgvénye is felirhat6 az alabbi médon:
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A becsilit elsd-, masod-, és harmadrendii autokorreldcibés egyiitthatd szimitasi
modja a kovetkezd:

;(y. Ve -7)
SR

?;;(y. -¥NYe2 - V)
T (a2,

AR )
SO

Lathat6, hogy r,, az egymés utdn kovetkezd iddsori értékek, r,, az egymastél két,
az 1, pedig az egymastél hirom idbegységnyi tavolsagra 1évd iddsori értékek
korrelaciés egyitthatdi. A magasabbrendi (pl. k = 4,5...) autokorrelacids egyiitthatdk
a fentieknek megfelelden szimithatok.

Annak megallapitisa, hogy a vizsgélt iddsorunk staciondriusnak tekinthetd-c, 3
tapasztalati idésorunk grafikus abrdja alapjan tdrténhet. Ha azt tapasztaljuk, hogy az
idésorunk egy konstans atlagszint koriil ingadozik, megkozelitbleg allandé szorassal,
akkor stacionarius id3sorként kezeljik.

Korreldlatlan Y, valtozokbdl 4ll6 staciondnus iddsor esetén p, =0, bamilyen

k=1,2,.., késleltetés esetén.llyenkor az r,, r, ... becstlt autokorrelacios egyuitthatok
egyike sem kolonbdzik szignifikinsan a nullitdl. Amennyiben az ¥ konstans

atlagszint sem kulonbozik szignifikinsan a 0-t6l és allandé a szdrds, az elméleti idBsor
- melybdl tapaszalati idésorunk szirmazik - véletlen azaz, fehér zaj folyamatot
kovet.
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Mivel a stacionérius idbsorok gyakran tartalmaznak révid tavu autokorrelaciét, a
tapasztalati iddsorbdl becsilt r, autokorrelacios egyatthatok k fuggvényében torténd
gyors csdkkenése is jelzi a vizsgdlt idBsor stacionaritasat. Példaul az r, és r, még
szignifikans, az r,, r,, I;,... éri¢ke méar nullanak tekinthetd.

Az r_ becsilt autokorrelaciés egytthatdk szignifikancia-vizsgalata, az egyitthaték
standard hib4ja és konfidencia intervalluma alapjan végezhetd el, melynek
ismertetésétdl eltekintank.

A trendhatist tartalmazé iddsorok nagy részébdl differencia képzéssel a
trendhatas kisziirhetd. Amennyiben az alapiranyzatra a polinomialis véltozis jellemzd,
az id6sor elemeinek megfeleld foka differencidi egy konstans szint korill ingadoznak.
Pl. lineéris tendencia esetén ez az elsd differencidk esetén teljesil.

Egy iddsor elsd differenciai (d = 1) az iddsor szomszédos adatai kdzotti
kiilonbségeket jelentik:

AY, =Y, -Y,, (847)
A masodik differenciak (d = 2), az elsé differenciakbol szamithatok:
AY, =(Y, =Y ) - (Yo - Y,)=Y, -2Y, +Y,,  (848)
és igy tovibb.

Amennyiben iddsorunkbdl megfeleld foku differenciaképzéssel a trendhatést
sikerilt kiszimi, és az igy létrejott differencia sor szdrasa allandd - tehat
stacionariusnak tekinthetd iddsort nyertiink -, akkor a tovabbiakban ez a differencia
sor képezi a modellezés adatbazisit. Ezutan a differencia sorbdl becsiljitkk az
autokorrelacids egyiitthatdkat (r,, ahol: k=1,2, ...)
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t

8-8. dbra A mozilatogatasok szamanak alakulasa (ezerben)
1957-1987-ig (t = 1,2....,31)

Elsd foku differenciaképzéssel prébaltuk meg stacionariussd transzformalni
az iddsort, melynek eredményét a 8-9. dbra tartalmazza.

8-9.4bra A moziatogatasok szamanak elsd differencia sora
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A 8-9. dbra alapjan megallapithatd, hogy az els6 differencidk megkdzelitdleg
egy Aatlagos szint kordl ingadoznak, elég jelentds, de szabalytalan
hullimzassal. Elfogadva a szérds allandésdgara tett feltételezést, az elsd
differencidk iddsordnak atlagos értéke: -2.586; atlagbecslés standard hibija:
913; a t-préba értéke: -2,83. Ez azt jelenti, hogy a vizsgdlt idSsorunk varhatd
ériéke 5 %-os szignifikancia szinten kdldnbdzik nullatdl. Az elsd differenciak
iddsora tehat AY, .= -2.586-0s Atlagos szint koril ingadozik, megkozelitaleg

konstans szbrassal, azaz stacionariusnak tekinthetd.
Az autokorrelacié fuggvény értckeit abrdzolva, az iddsor korrelogramjat

kapjuk. A 8-10. 4bra, az ¢lsd differencia sor korrelogramjat mutatja, melyben
az r, autokorrelacio6s egyitthatdk konfidencia intervallumat is feltintettik.

04T L R
o) +
S
02 +
o 1 I,
.
0 - N i " E"'"! N - N " "
1 LI—J L’—] ] $ é 7 l I I 3 , 10
o0+ .
42 ¢
4.‘ B
———
e ———

8-10. dbra A mozlatogatasok szAmabél képzett elsd difTerencia sor korrelogramja

A komrclogram az els§ tiz autokorrclaciés egyiitthaté becsiilt értékét
tartalmazza (r,, k = 1, 2, ... 10). Az &bran l4thaté konfidencia sivon beldl
helyezkednek el az r, értékek, igy egyikik sem kilonbozik szignifikinsan a

250



AZ IDOSOROK ELEMZESE

nuﬁél, 5 %-os szignifikancia szinten. Ez azt jelenti, hogy a transzformalt sor
a AY, =-2.586-0s érték koritl véletlenszerlien ingadozik, azaz a modell

AY, =Y, -Y,,=-2586+¢,
Az elsd differencidk, azaz az egyik id8szakrél a mésik idSszakra torténd
valtozAsok egy konstans értékkel és egy véletlen értékkel viltoznak.
Atrendezés utdn az alibbi egyenletet kapjuk:
Y, =Y, -2586+¢,

A konstans érték (-2.586 ezer, azaz kb. 2,6 millid) jelentése hasonlé a linedris
trend b, paraméteréhez, az idSegységenkénti valtozds atlagos nagysagit
mutatja. Esetilnkben a mozlatogatasok szima évenként 4tlagosan mintegy
2,6 millibval csokkent 1957 és 1958 kozott. A fenti modell a linedris trend
sztochasztikus megfeleldje.

8.6.3 A modell azonositisa

Miutan meggydzadtiink arr6l, hogy iddsorunk staciondrius, illetve valamilyen
médon stacionariussa alakitottuk, a modell azonositasa (identifikacid) kévetkezik. Ha
a tapasztalati iddsorunkat valamilyen transzformaciéval (logaritmalassal ésfvagy
differencia képzésscl) tettik stacionerré, akkor a modellezés adatbazisat a
tovabbiakban ez a transzformalt idésor képezi. Amennyiben differenciaképzés tortént,
az idésorunk integralt (T), amelynek ismert a d (differenciaképzés foka) dimenzidja. A
modell azonositas azt jelenti, hogy megprobaljuk megkeresni azt az MA(q), AR(p),
vagy ARMA(p,q) modelltipust, amelynek jellemzdire leginkibb hasonlitanak a
tapasztalati iddsorunkbdl szamitott empirikus jellemz6k. Ehhez ismemiink kell a
kilonbszd modelltipusok elméleti jellegzetességeit, melyek részletes leirasa a
szakirodalomban megtaldlhaté.
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A legfontosabb informéciét a modell azonositisdhoz az  autokorreliciés
faggvény értdkei (p,, k = 1, 2, ..., K), illetve az ezck alapjan meghatirozhaté
parcidlis autokorreliciés figgvény értékei adnak. (A parcidlis autokorrelaciok
targyaldsitol eltekintink; lényegét tekintve megegyemnek a  tObbvaliozos
korrelaciészamitasban megismert parcialis korrelaciés egyitthatokkal. )16

A mintabdl becsiilt autokorrelaciés (€s parcidlis autokorrelacids) egyitthatok
grafikus 4brdja, a korrelogram alapjan lehet a legkdnnyebben az autokorrelacios
cgyitthatok visctkedését - a késleltetés (k) figgvényében - tanulmanyozni. Ugyanis a
r, becsillt autokorrelicids egyiitthatok konfidencia intervalluma alapjan kézvetleniil
megéllapithatok a nullatél szignifikinsan kilonbozd r, értickek. Ezek a konfidencia
savon kiviil helyezkednek el.

A modell azonositids bemutatisira - a két legegyszeriibb modellel leirhatd
folyamat - az MA(1) és az AR(1) folyamat autokorrelacié fiiggvényét nézzik meg.

Az MA(1) folyamat
Y, =¢,+0¢ (8-50)

mindig stacionarius, autokorrelicié figgvényére pedig az jellemzd, hogy csak az elsd
(p,) érték nem nulla.

Az MA(1) folyamat autokorrelacios egyiitthatéi a ©, paraméterbd! nyerhetdk:

©,

=2 ha k=I
PETre? 3 @51
P =0, ha k>

16A killonbozd modelltipusok autokorrelicids és parcidlis autokorrelicids fuggvényének
sajilossigait foglalja Ossze a fejezet végén 1¢v Filggelékben szerepld tabla.
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Autokorrelicié filggvénye exponencidlisan csokkend, ha ¢, pozitiv érték
($, > 0), és csillapod6 szinusz gdrbe szerint csokken, ha ¢, negativ érték (¢, <0). Az
AR(1) folyamat autokorrelacids egyutthatdi a ¢, paraméterbdl szirmaztathatok:

=% k=12,..,K (8-53)

Legyen példaul a) ¢,= 0,5 és b) ¢,= -0,5, akkor az autokorreldcié fuggvény
ériéket:

k 1 2 3
a) Py 0,5 0,25 0,125
b) [ 0,5 0,25 -0,125

A megfeleld korrelogrammokat a 8-12. bra tartalmazza.

JooR J e

8-12. dbra Az AR(1) folyamat korrelogramja
a)¢, =05 é b)) ¢, =-0,5esetén

Ha a modell azonositds sorin azt tapasztaljuk, hogy csak az elsd becsilt
autokorrelaciés egyitthato (r,) értéke szignifikans, akkor feltételezhetd, hogy elméleti
idésorunk MA(1) folyamatot ir le. Ilyenkor MA(1) modell illesztésével célszerii
prébalkozni. Ha azt tapasztaljuk, hogy az r, értékek exponencialisan, vagy csillapodd
szinusz gdrbe szennt csdkkennek, AR(1) modell illesztése tiinik megfeleldnek.
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Nézziink az elmondottakra példit! A mozlatogatisok szimdnak iddsora
alapjan képzett elsd differencidk korrelogramjaban (lasd! 8-10. 4bra.) az elsd
becsit autokorrelicios egyiitthaté (r)) a legnagyobb érnékd, igy ez egy
MA(1) tipusi modellre "hasonlit” legjobban (bar latszik, hogy a szokisos
5 %-os szignifikancia szinten ez sem szgnifikans.) Az MA(1) tipusi modell
illusztralisa érdekében ndveljdk meg az 5 %-os szgnifikancia szintet
10 %-ra! A konfidencia sav igy kozelebb keril az x tengelyhez és igy az elsd
becsiilt autokorrelaciés egyitthaté (r,) szignifikinsan kulonbodzk a nullatol
(8-13.4bra).

023

0z +
Qs +
o) ¢
008 1

008 1

a1 +

.18 {

43 T —

8-13, Abra A mozlitogatasok transzformalt iddsordnak korrelogramja médositott
szignifikancia szinten
A 8-13. ibra alapjan - mivel csak az r, szgnifikdns, - MA(I) modell
illesztésével célszeril probalkoznunk.

Misik példinkban a szarvasmarha allomany (czer db) alakulasat vizsgaljuk
1956 és 1987 kozott. A 8-14. 4bra alapjan megéllapithatd, hogy a trendhatdst
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nem tartalmaz0, staciondriusnak tekinthetd iddsor, az ¥=1.924 ezer db-nak
megfeleld atlagos érték kori! ingadozik.

175 +

1700 4
P8y a8 WS Tl RN D MDD N YR
t

8-14. dbra A szarvasmarha dllomény (ezer darab) iddsora 1956-1987.
t=12..,32

Az iddsor korrelogramja (8-15.4bra) az 1, értékek megkozelitSen
exponencialis csokkenése alapjan, AR(1) tipusi folyamatra utal. gy az
AR(1) tipusu Y, =Y, +¢, modell  illeszkedésével
prébalkozhatunk.
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Mindezek mellett specidlis tesztelési eljardsok alkalmazisira is sor kerdl,
amelyeket a szamitogépes programok is tartalmaznak.

Amennyiben a valasztott és szimszerlisitett modelliink megfelel mindazon
feltételeknek, melyekkel az illesztett modell "josdgat" ellendrizhetjik, a modell
felhasznalhaté elemzésre és a tulajdonképpeni legfontosabb felhasznélasi teriiletére, az
elbrejelzések készitésére. Ha modellink nem felel meg a fenti feltételeknek (nem
szignifikinsak a paraméterei, vagy az €, idosora nem wéletlenszeriien alakul) a
modellazonositds fazisatél wjra indulva, mas modelltipusok alkalmazisaval
prébalkozhatunk.

Becsiilt modelljeink az eldrejelzett ?‘ (t=n+1, n+2,..) éntiékek megallapitasihoz

egy-egy rekurziv elbrejelzési formulit szolgaltatnak, amelyekhez kilonbodzd
valosziniiségi szinteken konfidencia intervallumok is rendethetdk. Az eldrejelzések
folyamatosan készithetSk ugy, hogy az uj megfigyelt adatokkal - a modcllszerkesztés
és az eldrejelzések ismételt etvégzése nélkil - az eldrejelzések javithatok, egy egyszerii
korrekcids szamitas alapjan. Ezt az elorejelzések korszertsitésének nevezik.

Szemléltetdsiil nézzilkk meg, példiul az AR(1) modell alapjan milyen rekurzyv
eldrejelzési formula adédik! Az yy (t=1,2,....,n) id6sorra felirt AR(1) modell 4ltalanos
alakja:

Y, =¢,Y,_, +¢,
Felirva ezt az iddsor n-edik iddszaki ériékére:

Y, =¢Y,., +¢,
El8rejelzést készitve az iddsor (n+1)-edik értekére,

Y. =Y, (8-54)
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az (n+2)-edik ériékére

¥ Y, Y, F

V.. =6.Y,.,=6,(6,%,)=4Y, (8-55)
az (n+3)-dik értékére,

?nd = ¢l?n+2 = ¢I’Yn (8-56)

A szamitégépes programok az illesztett modell alapjan az eldrejelzett értékeket is
szolgaltatjak, azok standard hibajaval egylitt.

8.6.5 Szezondlis ARIMA modellek

A szezondlis ARIMA modellek - az iddsorban érvényesild kettds foggdségi
rendszer miatt - jéval bonyolultabbak. Lényegében két ARIMA modell
Osszevonasabél nyerdk az Altaldnosan haszndlt in.  multiplikativ szezondlis
ARIMA modellt, ARIMA(p,d,q)(P,D,Q); dimenzidkkal (aho! P,D,Q a modell
szezondlis részének dimenzidit, s pedig a szezonok szimét jeldli.)

A szezondlis ingadozast is tartalmaz6 iddsorok modellezésére nézzilkk meg az
élveszilletések szAmdanak alakuldsat 1980. januartdl 1993. decemberéig.
(Forras: Statisztikai Havi kdzlemények). A megfligyelt 102 tagh iddsor
grafikus abrajan (8-16. abra) l4thatd, hogy az iddsor nem staciondrius, ezért
elsd foki differenciaképzést végeztiink (y, - y,.,) (8-17.4bra). Ez az iddsor mar
egy konstans szint korill ingadozik, de a szdrasa nem allandd, a szezonalitas
miatt. Ezt egy ujabb differenciaképzéssel probéljuk kiszimi, azaz az
{y, - ¥..2) szezondlis differencidkat is képezzitk. A kétszeres (szezondlis és
nem szezonalis) differenciaképzéssel nyert iddsorunk (y,-y,.,2) = (¥, *¥.13) mar
staciondnusnak tekinthetd (8-18.abra).
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- v e e o e e wr ew e

8-16. &bra Az élvesziletésck szdmanak alakuldsa 1980-1993.
1500 1
1

1000 +

AR,

~e =2
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______________
t

21

8-17. dbra Az élvesziiletések szamanak elsé differencia sora
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1300 4

1000 4

———————————

8-18. Abra Az élveszitletések szamanak kétszeres (szezondlis és nem szezonalis)
differencia sora

Kéleltetés rend]e (k)

8-19. abra Az élvesziiletések szima kétszeres differencia sordnak korrelogramja
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A modell azonositishoz a stacionarius sor korrelogramjat mutatja a
(8-19. dbra) Ak =1, k = 12, k=18 és k=26 késleltetéssel szimitott r,
autokorrelaciés egyttthatd szignifikins, mely "kétszeres" mozgbatlag
folyamatra utal, azaz olyan MA modell illesztése latszik célravezetOnek,
melyben a  szezonalitis figyelembevételére is becsillink mozgditlag
paramétert.

A modell felirasatd) tovabbiakban eltekintlink, mivel célunk csak a sztochasztikus
modellezés alapelveinek bemutatasa volt.

Osszefoglalasul kozoljik az iddsori modellkészités folyamatabrajat,
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I

Transzforméciok
(differencia
kép24s,
logaritmmizélés stb.)
Modell azonositisa
(identifikacio) a p,q értékének
magallapitdsa
ARMA (p,9)
Paraméter-
becslés
NEM A modell
modositisa
IGEN
Elemzés,
elbrejelzés

I

8-20. Abra Az id8sori modellkészités folyamatdbréja
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FUGGELEK

Az autokorrelicids és parcidlis autokorreliciés egyiitthatok
értékeinek alakulasa killinbdz8 tipusi ARIMA modellekben

Modelltipus . Parcidlis autokorrelicids egyatthatdk
ARIMA (p.d.q) Mﬂ&w(pk) (¢ )
kk
Exponencidlisan cadkken, ba
(l.dio) py > 0, caillapods azinusz gorbe o k=1
AR(D) szerint catkken, be py <0 0 Xk>1
2,4,0 Exponencidlisan éa/vagy csillapodé ¢ k=1
AR (2) srinuxz gdrbe xzerint csdkken
$2 k=2
0 k>2
0.4,1) Exponencidlisan, vagy csillapodé
MA(1).had=0 m hak=l szinusz gorbe szerint csdkken
vagy IMA(d. 1) 0 mak>l
0,4,2) P ha k=1 Exponencidlisan &sfvagy csillapodd
MA(2),had=0 szinusz gorbe szerint csdkken
vagy IMA (4, 2) py ha k=2
0 hak>2
(1.41) Exponencidlisan, vagy csillapodd Exponenciklisan, vagy csillapodd
ARMA (1, 1) ha d = 0, vagy szinusz gOrbe azerint csbkken & wzinusz gocbe szerint csdkken a
ARIMA(1,d, 1) mésodik érickidt kezdddien misodik értékid} kezdddden
(1,42 Exponenciklisan &ivagy csillapodd

ARMA (1, )had=0
vagy ARIMA (1, 4. 2)

Po =1 és p) utén exponenciklisan
csdkken

szinusz gorbe szerint csdkken

E\zitdﬂl?(z. Dhad=0 ¥ i““‘"”“"ﬁ"’“‘ 411 =Py & $3; ulin

- szinusz, gdrbe szerint en o
vagy ARIMA (2,4, 1) exponencidlisan csdkken
vy RO Po = 1 utin exponenciflisan [ 4, = p; utn exponencidlisan
vagy ARIMA (2,4, 2) csBkken éstvagy csillapodd szinusz gdrbe

2ennt
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TABLAZATOK






Taiblazatok-A: Standard normalis eloszlds

Standard pormalis eloszlds kritikus értékei elore adott szignifikancia-

szinten
0,1000 | 0,0500 | 0,0250 0,0225 | 0,0100 | 0,0050
1,282 1,645 1,960 2,000 2,326 2,576







Tabidzatok-A: Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlasfiiggvény szignifikancia-értékei

0,010.500]0.496|0,492|0,488)|0.484/0,480|0.476/0,472|0,468{ 0,464
0,1{0.460{0.456|0,452/0,448|0.4440,440(0.436{0,433)0,429(0,425
0,2{0.421;0.417|0.413]0.40%|0,405|0,40110,397/0.394/0.390{0.386
0,3]0.382]0,378|0.374/0.37110.367|0,363}0,359(0,356(0,352{ 0,348
0,4/0.345/0.34110,337/0,3340.330(0,326|0.323{0.319{0,316|0,312
0,510.30910,305$0.302}0.298]0,295{0,291|0,288:0.284]0.28 {0,278
0,60,274(0,271}0,268|0,264|0,261]0,258(0,255]0.251(0,248{0,245
0,7)0.242}0.239]0.236/0,233|0,230/0,227(0,224|0,221{0,218;0,215
0,80,212{0.209(0.206(0.20310,200|0,198|0,195(0,19210,1890,187
0,9]0,184(0,18110,179(0,176(0,174(0,171|0,169{0,166{0,164|0.16 1
1,810,159(0,156]0.154}0,152;0,1490.147(0,145}0,142|0,1400.138
1,1/0.136|0,133/0,131(0,129(0.127}0,125{0,123)0.1210,119{0,117
1,2]0,115]0,113|0.1110,109(0,107[0,106{0,104{0,102(0,100} 0,099
1,310.097]0,0950,093(0,092(0,090{0,089{0,087!0,085:0.084/ 0,082
1,4}0.081(0,079(0.078{0.076|0,075(0,074/0.072{0,071}0,069|0,068
1,5]0.067(0.066{0,064|0.063[0,062|0,061(0,059;0,058,0,05710,056
1,6{0,055{0,054|0,053]0,052(0,051|0,04910,048(0.047)0,046/0.046
1,7[0,045/0.044|0,0430.04210,041(0,040{0,03910,038(0,038|0,037
1,8}0.036]0.035|0,034|0,034{0,033(0,032{0,031{0.031]0,030/0.029
1,9]0.029(0.028|0.027(0,027{0,026(0,026(0,025{0,024|0,024{0,023
2,0/0.023(0,022{0.022{0,021{0,021|0,020{0,020{0.019/0.019{0.018
2,1{0,018{0,017{0,017}0.017|0,016/0.016[0,015{0.C15[0.015;0,014
2,210,014{0.014/0.013]0.013]0,013{0,012(0,012{0,012{0,011]0.011
2,3(0,011)0.010{0,010(0,010(0,010|0,009{0,009}0,009|0.009(0,008
2,4/0,008/0.008(0,008|0.008(0,007|0,007}0,007|0.007,0,007{0.006
2,5(0.006]0.006{0,006(0,006|0,006/0.005(0,005{0.005,0.005{0,005
2,6(0,005}0,005|0,004(0,004|0,004(0,004{0.004|0,004|0,004{0,004
2,710,003]0,003{0,003{0,003/0,003]0,0030,0030,003(0,003)0,003
2,810,003]0,002(0,002{0,002]0,002(0,002|0,002}0,002|0.002(0,002
2,9(0,002(0.002[0,002{0,002{0,002(0,002(0,002}0,001{0.001|0,001
3,0{0,001|0,001(0,001]0,001]0,001|0.001{0,001]0.001{0.001{0,001
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Tablazatok-B: Student-féle t-eloszlds

A Student-féle t-eloszlas kritikus értékei eldre adott szignifikancia-

szinten
Szabadsig- a
fok 0.100 0.050 0,025 4.010 0.005

1 3.078 6.314 12.706 31.821 63,636

2 1,386 2.920 4,302 6.96.3 9,925

3 1,638 2353 5,182 4,541 5.841

4 1,533 2.132 2,276 3,747 4.604

5 1,476 2,015 2.571 3,365 4,032

6 1.440 1,943 2,447 3,143 1707

7 1415 1,895 2,363 2,998 3.499

8 1397 1,360 2,306 2.396 3,358

9 1.383 1,833 2,262 2.831 3,250
i0 1372 1.812 2228 2,764 3,169
11 1.363 1,796 2201 2,718 1,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,058
13 1.350 1,771 2,160 2.630 3.012
14 1.345 1,761 2.145 2,624 2977
15 1.341 1.753 2.131 2.602 1947
16 1,337 1,746 2120 2,583 21921
17 1,333 1,740 2110 2,567 2.398
18 1.330 1,734 2.101 2,532 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2.539 2.861
20 1.325 1,725 2,086 2,528 2.845
21 1,323 1.721 2,080 2,518 2,331
22 1.321 1,717 2,074 2,508 2.819
23 1.319 1,714 2.065 2.500 2.307
24 1318 LNy 2,064 2492 2.797
25 1,316 1,708 2.060 2485 2,187
26 1,315 1,706 2,056 2479 2179
27 1,314 1,703 2,052 2473 2,77
28 1.313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1.311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1.310 1,697 2,042 2457 2,750
40 1,303 1.684 2.021 2423 2,704
S0 1,299 1,676 2.009 2403 2,678
60 1,296 1.671 2000 2.390 2,660
70 1,294 1.667 1,994 2381 2,648
80 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639
90 1,291 1,662 1.987 2,368 2.632
100 1,250 1,660 1,984 2364 2626
150 1.287 1,653 1,976 2351 2,609
200 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601




Téablizatok-C: yi-eloszlds

Példa

l

A y2-eloszlds kritikus értékei elére adott szignifikancia-szinten

2
Xva

Keressilk a v=3 szabadsdgfoki x2-eloszlds «=0,05 azaz 5 %-os

szignifikancia-szinthez  tartozé  kritikus
ellenhipotézis esetén (H,: ¢ > op) :

A300s = 7,815

értékét  egyoldalu

Keressiik a v=3 szabadsdgfokd y2-eloszids o=0,05 azaz 5 %-os

szignifikancia-szinthez  tartozd  kritikus
ellenhipotézis esetén (H;: 6 < Gg) :

X:;o.ss = 0,352

ériékét  egyoldald

Keressiik a v=3 szabadsigfokd x2-eloszlds a=0,05 azaz § %-os

szignifikancia-szinthez  tartozé  kritikus
ellenhipotézis esetén (H): o # qp)

x::oms =9,348
x;.osn =0216

C-1

értékeit  kétoldalu



Tabldzatok-C: y2-eloszlds

A y2-eloszlds kritikus értékei eldre adott szignifikancia-szinten

Szabadsag- a
{ok 3,995 0.990 0,975 0.950 0.05Q 0,025 0.010 2.005
L 1 0.000 3.000 0.001 0.004 1841 5.024 6.635 7.879
l 2 0.010 0.020 0.051 0,103 5.991 7378 9.210 10.597
| 3 0.072 0.115 0.216 0,352 1315 9,343 11,345 12,833
L 4 0.207 0.297 0,384 0,711 9,488 11.143 13.277 14.860
| 5 0412 0.554 0.831 1,145 11.070 12.832 15.086 16,750
| 6 0,676 0,872 1,237 1635 12,592 14,449 16,812 13,548
| 7 0.989 1239 1,690 2,167 14,067 16,013 184725 20,278
| 8 1,344 1,647 2,130 2.733 15,507 17,535 20.090 21,955
_ b 1,735 2,033 2.700 3,325 16,919 19.023 21,666 23,589
| 10 2,156 2.558 3.247 3,940 18.307 20,483 23,209 25.188
| 11 2.603 3.053 3.8316 4,575 19.675 21.920 24,725 26,757
| 12 3.074 3571 4404 5.226 21,026 23,337 26217 28,300
L 13 3,565 4,107 5.009 5,392 22362 24,736 27,688 29.819
__ 14 4.075 4,660 5,629 6.571 23,685 26,119 29.141 31.319
L 15 4,601 5,229 6262 7261 24,996 27,488 30.578 32.801
L 16 5,142 5.812 6,908 7,962 26,296 18,843 32.000 34,267
L 17 5.697 6.408 7564 2,672 27,587 30.191 33,409 35,713
L 18 6,265 7.015 231 9,390 28.869 31526 34,305 37,156
. 19 6,334 7,633 8,907 10,117 30,144 32,852 36,191 38.582
L 20 7434 8,250 9,591 10,851 31410 34,170 37,566 39,997
L 21 8.034 8.397 10,283 11,591 32,671 35479 38,932 41401
L 22 B.643 9,542 10,982 12,338 33,924 36,781 40,289 42,796
23 9.260 10,196 11,6389 13.091 35472 38.076 41,638 44,181
L 24 9,386 10.856 12401 13,848 36415 39,364 42,980 $5.558
S 25 10,520 11.524 13,120 14.611 37,652 40.646 44,314 46,928
- 26 11,160 12,198 13,8344 15.379 33.885 $1.923 45,642 48,290
27 11,308 12,878 14,573 16,151 40,113 43,195 46,963 49,645
L 28 12,461 13,565 15.308 16,928 41,337 44,461 48,278 50.994
L 29 13,121 14,236 16.047 17.708 42,557 45,722 49.588 52,335
S 30 13,737 14,953 16.791 18,493 43,773 46979 50.892 51672
L 30 20.707 22,164 24,433 26.509 55.758 59,342 63.691 66,766
L 50 27.591 29.707 32,357 34,764 67,505 71420 76,154 79,490
L 60 35.534 317485 40482 43,188 79.082 83,298 88,379 91,952
L 70 43,275 45,442 48,758 31,739 90,531 95.023 100,425 104.215
S 80 351,172 53,540 57,153 60,191 101,879 106,629 112,329 116.321
. % 59.196 61,754 63,647 69,126 113,145 118,136 124,116 128299
. 100 67.328 70,065 74222 77.929 124,342 129,561 £35.807 140,170
e 150 109.142 112,668 117,985 122,692 179,581 185,300 193,207 198,360
L 200 152,241 156,432 162,728 , 1682791 233,994 241,058 249.445 233,264
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Tdbldzatok-D: F-eloszlas

Az F-eloszlas kritikus értékei 5 %-os szignifikancia-szinten

Ner. Sthmlilé scadedsaglokn
ni.lz)a]ss1:ylolnuuulszommsu[m
1 1165419950 25,7 224.8] 230.2] 234,05 236.8] 2389 240.5( 2419 243.0] 243.9{ 24,7 743,41 243 9] 243.0} 250,1 251.1( 251 8] 253.8
2} 1830 3900 193 193] 193] 193] 194 194 194 194 194 194] 19.4] 19.4] 19,4 194 193] 195 19.5] 19.5
3 | 100] 955 928 9.1 901 8.54) 889 885 8317 879 878 8.7<] £.73] 8.71] 8.70 8.66] 8.62] 3.59 8.58] 2.5
4| 771 654 65K 639 628 6,16 609 6.04] 6.00 336 594 5SI] 3.89) 537 534 580 375 579 6.70| 5.664
s | 561 $79] sail 519 s.05] 255] 438 432 47N 474 120 s68] 4.66] .65 62 56 450 336 a3 <3l
6 | 539 sad] 478 433 «59 e.28[ 221 s3] 4400 406 403 40O 398 396 39% .87 381 3,77) 375 3.0
7 {58 T T3 AT 57| 383 379 373 368 164 3600 357( 335 353 331 344 33§ 334332357
s | 533 eas] +.7| 38 2,65 3.38] 3300 334 339 335) 331 324 326] 324 327 3.3 3.08] 3.05[ 302 157
¥ | S1 326 136 303t d.48 2071 329 323 38 334 310 307 3.05 3.03 301 294 86 233 280 2.6
16 | 356 2000 3,71 3.48] 333 3.2z .3 307 3,04 298] 2340 291 239 286 28% 277f Tt 66| 2.84] 259
11 | 334 39%] 3.59 336 3.20] .09 3.01] 295 290 233) 282 279 278 204 273 265 237) 253 51| 2.
12 | 473 339 349 326f 3.01] 3.000 291f 283 28 L75F 272 269 266 o 2,62 234 2.7 243 240 3¢
13 | 287] 381 33| 338 3.03 293 233t 237 71| 267 263 .60 2.58 238 253 2.6 28| 2.4 31| 2264
14| 480 374 334 303 296 285 276 70f 265 260] 257 233 2311 248 244 239 3| 227 4| 20
15 | a.54) 3,68 125 3.06] 2904 2,79 271) a6 259 2354 251| 248 235 22 2.0 233 22| 220 203 20
16 | $o% 363 324 3.01 283] 2747 266 259 2540 239 226 3.2 2400 137 353 228 209 245 20 0%
17 | 443] 339 3200 2.96] 281 2700 2.61] 2.55] 2.9 233] 281 228f 233) 223] 231 223 214 2:00 208 2.0
18 1 e 385 30 293 277 266 258 25| aed 24l 23 234 231 229 227 249 | o8 .04 193
19 | a38] 353 303 250 279 o3t 254 va8| 247 238 234 231) 23| 108 2. a6 207 203 260 1.94
20 | 4335 .49 300 287 2.71] 260 2.5t wa8| 23K 228 231 228 z28] 223 220 203 208 199 197 191
{32 547 307 234] 2.68] 257] 249 24 237 232 228 228 2220 220 208 2100 201 19§ 194l :.sﬁ
22 | 430 34 308 133 766 o8| 248] 240 23«4 230( 226 2230 2300 207 209 207 198 194 191] i35
33 | 423 28z 303 230 ~6d 23| 244 227 207 227 224 220 218 zas| 203 205 196 191 1.38] a3
24 |26 30 301 278 262 1| 287 228 230 2290 22 28] 203|213 21| 203 194 T35 146 180
AR EEEREEEEEE EEEE R ERNEI I
26 | s23] 337 293 274 155 247 209 23 227 22 s 20| 207 209 207 199 (56 13 13y 104
27 | a210 239 25d 273 257 248 2a7] 2] 225 2206 a7 213 210 208 206 197 188 184 131 1,74
I EEREEEREEEEEE 2.1(3"Tu 213 109 206 2.0a 196 1.87] 182 13 1.73
29 | 23] 333 299 270] 255] 243 235 2.28] 222 28] 214 2ol 2.08) 205] 203 194 125] 1A 173f 1
i) a.n] 137 29y 6% 333 243 233 2.77) 221 2.16] 2030 509 so6] 0sf 201 193 188 17295 1,78 1708
a0 [ o8] 323 284 261) 2.e5f 234 225 28] 20 2.08] 0sf 2.00{ 1.9 1,93 1.99 1841 1.73[ 169] 1.664 (S
50 | a.03] dasp 279 se| s4nf 2.29( 220 223) 207 203 199 195 1.9% A9 1.8 159 1.6 1.65] 1.60] 1<
s | 200 3.a5) 25¢ 253F 23 aas| 207 2000 204 199 195 1.9 19 Laef 88 1.5 165 159 1356] 14w
70 ) LM a3 23 TR 238 2.2 el 207 ol 19 w33 19 v3s] 1.34] 131 150 950 157 153 1.8
80 | 3980 YU} 7Y N 233 saul 223 206 2000 193] 1ot 188] 184 1.3 (79 oo 16K 1.54] 131 {43
90 | 395 30| 271] 2.57) 2324 2.20] 203] 204 195 19¢] 130] 1.86) 1.83] 1.80] 5.8 1.69 1SH 153 1.9 1.41
W0 | 334 30N 230 248 231) 249 200 203 109 153 189 183] 139 179 19| 168 157 154 13| 19
150 | 2500 106 2.6 23] T2 IT6] 207 2000 134 139 183] 1.8 179 174 17 hee TSI el 10
200 | 345 304 285 2328706 204 20e] 198) 193 1.88] 18] 1808 173 L] 1IN e 157 144 141] 13




Tibldzatok-D: F-eloszlis

Az F-eloszlas kritikus értékei 2,5 %-os szignifikancia-szinten

Nev. Srildlé sxabadsagioks
m.l]:sasls'rx&no 1) 12 13[11 BIERERES so[wu
1 [647.3]799.5) 8642 899.0] 921.3] 937 1] 948,2] 956.6] 9633 963.6{ 973.0 976.7] 979.8) %¥3.5{ 984.9 993.1( 1001( 1005 1008] 1013
3 J38.51]39.004 3907 39.23] 39.30] 39331 39.38) 59.37) 3939 39.4Q] 39.61{ 3241 39.42] 39,43 39,47 39.45[ 39,48 39.47 39.43] 39,49
3 117840 16,09 1594 15.10] 1488 14.73] 14,62 1458 14,47 1442 14,37 14.34] 1430} 15.28] 1828[ 1.5 7] 14.08] 1 8.04] 14.01' 13,94
4122201068 998 9.60) 936 9200 9071 3.98] 800 8.3¢] 379 8.75) 23X v.68] 806 3.6 8.46 851 BoE| 3.5
§ proof 343 7d 7,390 05| 698 685 678} 6,68 6.62 557 <42 649 646] 633) 6.33] 6.23| 6,18 514 608
§ | 331 726 s6d 8.33] S99 38 570 550 55 S8 sl ST 53f S30 52 sa3] 507 501 9% 29
7] 307 654 S8 S3% 529 SAY 499 490 €2 376] 471 46N 263 .60 33N 3471 +06] .31 4281 420
[ 4 TSI 608 547 505 183 465 453 .43 436 30 324 420 406 L1013 <X 4.00] 149 384 21} 374
$ | 72y s soy 433 s8] 43y 420 €10 403 396] 391 383 383 330 LI 367 356 35 7] 34
10 | 694 sasl 243) 4a3%] a24] 07 399 335 3.7 372 366 3.67 358 335 357 342 3310 126 3an 1.9
11 ] 672 526{ 463 428f +04] .38 376 3.66] 359 3_61’1.41 3430 309 338 33¥ a3 307 306 .03 134
12 [ sss|osaop a4 sl 389 37y 38| 350 s 337 332 328( 3za 32 303 3.07] 296 291 237 230
13| sl 497 23] 400{ 33 veo] am[ 339 31| 325 3200 5[ 3.1 308 308 295 zaAd 278 244 1487
W | e30l 238 424 .89 et 3300 38| 32 3] 3 109 305 301 298] 299 284l 2.731 267 264 259
15 6200 477 418 330 3581 341] 3¢ 3206 A1 3.08] 301 294 29 239 284 276t 264 259 255 247
t6 | 642 289 408 373 3300 324 3.2 302 308 299 293 229 288 283 2o 268 2571 251] 287 .40
17 S04 482 4,01] 3661 34 328 118 106 2 297 137 287 2.7'5'7.75 239 164 23 24| 241 332
18 1 508 4360 395 261 328 3.2 210 300 :.93| 287 x| 22 1| 200 265 256 244 238 235 237
19 | 5539 451 3500 336 333 347] 303 296 2368 23 276 23Y 2688 265 267 251 24N 233 2300 224
20 | 537 44 334 51| 329 3030 2.01] 29 284 2m 2.7 208 264 260 257 246 225 229 223 2171
3U | s8N w3 33N 3.43) 25| 309 257] 287 23R 73| Z.68] 264 260 256 183 ed Z3i 23| 2a1 203
2 3790 438 LY 3ay 32 303 2930 134 279 270 68 260 258 233 1509 A9 22 220|107 1.09
ha ST 435 78 341} ag| 302 2 28| L7 28 2.6 257 253 2300 247 236 224l 208 2,14 2.04
24 | 573 433 017 3 18] 299 287 278 270 26 19] 23472500 247] 2l 233 221] 2,13 ZJY 203
351 sn¥ e29 269 338 303 29 zas] LS| 268 261 236 251 2.48f 24a] st 230 .08 212 2.08 2,
26 1 68 4270 .67 3.33) 210 294 237 27| 268 285 254 239 45| ez 239 228 a6 209 2.05 197
3| ses( a2e YEY 331) .08 Z9A 230 70| L6 257 21| 257] 243 239 206 23] 233 207 2.03 1.4
s | osef 423 8y 329 .08 2 278) 269 2.81] 255 24K 238) 2.31] 237 234 223 211 203 2.01] 1.4
| 39 4200 36l 32 ).0«] 283] 2,76 2,67 23K 233 248 2.43) 239 236 237 223 2.04 2.03| 1.99 1.904
30 4 337 408] 2.5 328 03} 237 27sf 283 257 | 248 24| 237 238] 231 2.20] 2.07 201 1.97] 1.8
007 542 405 def 303 2900 374 16 2.39| 23 239 1AW 22 2280 220] 208 207 154 138 133 1.4
S0 334 297 33 308 taN 263 rs) tas] 234 232 2260 223 0% 9] L[ 199 187 180 173 1.69
60 | 529 393 304 0] 379 28 2] zail 23y 22 223 a7 LIS 2.09) 206 (9«] 187 T4 1.90] 1.6
70 | s2sf 39 3] 297 a8 19 a7 238] 2300 224] 208 204 IO .06 203 191 1.8 L.71] 1.66 134
30 S 386 38 295|233 3F[ 24N 2a5[ 228 22| 208 I s0M 203 .00 123 135 1.68] 183 153
%0 S2U 3ee 32& 293 27f 255 243 234 226 U9 Lu4 209 205 20N 1.98] 184 1.73( 1.66] 1.6) ldq
w00 | sast I3[ 328 299 200 234 2.2 23 z24f 298] oY 108 2oal 2000 197 145 1.73] L.oa] 159 1.8
150 | 533 378 3200 137 285 239 237 228 220 203 208 2,000 199 195] 199 130 1,671 159 154 147
00 | 530 3.761 318 233 263 :.nl 138 2.:6{ z.lq 2 2068 2,01 190 193] 159 tos j.eM 156 151 1099

D-3



Tablazatok-D: F-eloszlas

Az F-eloszlas kritikus értékei 1 %-os szignifikancia-szinten

Nev, Ntamiélé seabudsupfoke
s, 1 2 3 q 5 5 7 l ] 9 10 ] 11 13 14 1520 ] 30| 40 | 50 | 100
1 { a052f 2999] 5a04] s3] s7ea] sas sols] susil o022 e0SE 0B3] 6107 6126 6133 6157 6209 62600 6286 6202] 6314
2 [ 9.5 99.00] 59.16] ¥9.25] 0%.30( 99.33] 99 36] 99,38 9.3 99,40 99.41[ 99,421 90,221 99.43] 99,43 99,45 49.57] 99 48] 09,4K] 9y 44
3 | 3402]30x 2986 28.7)| 28.24] 27.91] 27.67] 27.40f 27.34f 27.23f 2703 27.05[ 26,98 26,92] 26,87] 26,69] 26,50 26,41{ 26.35] 26,24
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Tabldzatok-E: Wilcoxon-préba

A Wilcoxon-préba kritikus értékei eldre adott szignifikancia-szinten

Pelda

Keressilk 15 elemd minta alapjdn végzett hipotézis-ellendrzés esetén,
a a=0,01 azaz 1 %-os szignifikancia-szinthez tartozd kritikus értéket:

wu;o,ol =20
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Tibldzatok-E: Wilcoxon-préba

A Wilcoxon-préba kritikus értékei eldre adott szignifikancia-szinten

Minta o
nagysag | 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005
4 1 0 0 0 0
5 3 1 0 0 0
6 4 3 1 0 0
7 6 4 3 1 0
8 9 6 4 2 1
9 11 9 6 4 2
10 15 il 9 6 4
11 i8 14 11 8 6
12 22 18 14 10 8
13 27 22 18 13 10
14 32 26 22 16 13
15 37 31 26 20 16
16 43 36 30 24 20
17 49 42 35 28 24
18 56 48 4] 33 28
19 63 54 47 38 33
20 70 61 53 44 38




Tabldzatok-F: Mann-Whitney-Wilcoxon-préba

A Mann-Whitney-Wilcoxon-prdoba kritikus értékei elGre adott
szigoifikancia-szinten

Példa
t5, illetve 18 elemd mintdk alapjan 5 %-os szignifikancia-szinten
kivanjuk tesztelni a Hy:pu, —p. =0 nullhipotézist, egyoldald

alternativ hipotézis esetén (H :u, — u, <0). A kntikus énék:

Ta = Tisuso0s = 89

a

15, iletve 18 elemi mintdk alapjin 5 %-os szignifikancia-szinten
kivanjuk tesztelni a Hg:p, —p, =0 nuithipotézist, egyoldald

alternativ hipotézis esetén ( Hy:p, = W, > 0). A kritikus érték:

nn, = T, = 153X 18 ~ Tjj 40,5 = 270 - 89 = 18]
15, illetve 18 elemd mintdk alapjdn 5 %-os szignifikancia-szinten
kivinjuk tesztelni a H g, —u, =0 nullhipotézist, kétoldali

alternativ hipotézis esetén (Hy:p; — 1, # 0). A kritikus értékek:

Tm = Tu,xs;o,m =81
nn, ~ T, =15x18 - Tls,xs-,o,ozs =270 -81=189

Amennyiben valamelyitk minta elemszima nagyobb mint 20, akkor
alkalmazhard a kévetkezd kozelités:

n,n, nn,(n, +n, +1
T, = + um\/

=2 12
Péida
20, illetve 40 elemd mintdk esetén a krtikus érték S5 %-os
szignifikancia-szinten:
nyn, n,n,(n, +n, +1) 20 x 40 + s 20X 2002040 D) _ o
Tapso0.01 = "2_' + Up 04 12 Y . 12 ’
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Tibldzatok-F: Mann-Whitney-Wilcoxon-préba

A Mann-Whitney-Wilcoxon-préba kritikus értékei 5 %-os
szignifikancia-szinten

n, 13

20 3 4 5 6 7| 8 9] 10 11} 12 13 14| 15 16 17| 18] 19| 20

20 O O O 1 1 i 2f 2@ 2 21 31 3 4 4] 4 4 5 5 5
3 O u i 2! 3 31 4f 5 5| 6 6 7 8 8 9 10{ 1o 11 12
4 O Yy 2 3 4 S5 o 71 8 9 10[ 11 12| 13| 15} 161 (7| 18] 19
5] 1f 21 31 5 6 71 9 10 12| 13| 14| 16| 17} 19| 20{ 21 23| 24| 26
61 1} 3| 4 6 8 9| t1] 13| 15 17| 18 20[ 22} 24| 26{ 27 29} 31| 33
o1 30 5[ 7 9 12| 14] 16] 18 20[ 22| 25 27) 29| 31} 34{ 36} 38| 40
8 2] 4 6| Of 11] 14| 16| 19| 21 24] 27) 29| 32| 34{ 37| 40| 42| 45| 48
9 2 5| 7| 10f 13t 16| 19| 22| 25 28| 31| 34| 37| 40t 43| 46| 49] 52| 55
10§ 2 5| 8 12{ 15 18| 21f 25 28] 32| 35| 38| 42| 45{ 49| 52| 56| 59| 63
11 2} 6] 9| 13] 17] 20| 24| 28| 32 35] 39| 43| 47! 51} 55| 58} 62| 66{ 70
12| 3y 6| 10| 14 18] 22) 27| 31| 35| 39| 43| 48| 52| S56{ 61| 65t 69| 73| 78
13§ 31 7] 11] 16] 20y 25| 29| 34| 38| 43| 48| 52| 57| 62| 66| 71 76| 81f 85
14f 4 8| 12| 17] 22| 27 32| 37 42| 47] 52| 57| 62 67 72| 78] 83| 88 93
15 41 8] 13[ 19] 24 29| 34| 40| 45| 51| 56| 62| 67| 731 78] 84; 89| 95101
16{ 4] 9| 15| 20] 26 31| 37| 43 49| 55| 61] 66 72| 78} 84| 90| 96| 102{ 108
| 17) 4] 10| 16 21| 27} 34| 40 46| 52| 38| 65 71| 78| 841 90| 97,103| 110{ 116
188 5{ 10| 17| 23| 29| 36| 42| 49| 56| 62| 69| 76| 83| 89 96/103[110[117]124
19] 5] 1] 18| 24 31| 38| 45| 52 59 66| 73| 81! 88| 95)102[110[ 117|124 131
20] 5[ 12] 19] 26| 33| 40 48| 55 63| 70| 78| 85| 93(101] 108|116 124] 131}139




Tablizatok-i*. Munn-Whiney-Wilcoxon-proba

A Mann-Whitney-Wilcoxon-prdba kritikus értékei 2,5 %-os
szignifikancia-szinten

m ny .
20 3 40 st 6 70 8 o 10] 1] 12 13 14] 15] 16| 171 18] 19] 20
2l 0o of ol o of of 1 if 1f 1] 2f 20 2l 20 2 3@ 3 3 3
3 o of of i 2 20 3] 3 4 4] 5 s| 6 6 7 7 8 9
$ o of 1 2] 31 4 5| s{ e 71 8 9 10 1y 120 12f 13] 14 15
sp o uf 2 3l 4 6 71 8 9f 10] 12| 13| 14 15} 16{ 18] 19 20{ 21
of OF 20 3| <] 6l 70 9] 11 12] 14} 15[ 17] 18] 20} 22{ 23] 25} 26] 28]
7t of 20 4 e[ 71 9] 11l 13 15[ 17] 19l 21 23{ 25| 27] 29] 3 33{ 3
8 U 3] 5 7l 9 11 14] 16| 18] 20 23] 25| 27| 30| 32| 35] 37| 39 42
o) t[ 3 5 8 1] 13) 16] 18] 21| 24[ 27| 28] 32| 35( 38| 40] 43} 46[ 9
w4 6] 9l 12) 15] 18] 21| 24] 27| 30] 34] 37] 40| 43} 46| 49] 53] 36
1y 1 4§ 7] 10] 14| 170 20 24 27 31| 34| 38 41} 45 48] 52| 56| 59| 63
12 2t s{ 8] 12f 15) 19) 23] 27| 30 34| 38 42| 46] s50{ 54| 58] 62 66[ 70
130 20 5 9f 13] 17] 21 25{ 29| 34 38 42} 46] 51| 55| 60| 64 68| 73] 77
14 20 6] 10| 14 18] 23[ 270 32 37] 41] 46f 51| 56| 60j 65 70| 7S] 79| 84
150 2 6f 11 15{ 201 25 30| 35| 40{ 45 S0 53| 60| 65| 71 76 8i| 86{ 91
16 2| 7 12 16] 22] 27| 32} 38| 43] 48} 54 60] 65 71| 76{ 82 87 93( 99
17{ 3] 70 12 18] 23] 29[ 35[ 40| a6 52! 58| 64] 70| 76| 82{ 88} 94| 100 106
18] 30 8 13] 18] 25 31| 37 43| 49f 56 62 68 75{ 81| 87 94| 100] 107} 113}
19] 31 8 14| 20{ 26] 33 39| 46| 53] 59 66| 73| 79| 86| 93)100[ 107|114} 120]
200 31 9] 15| 21} 28] 35[ 42} 49 56| 63| 70 77| 83 91| 99]106{ 113 120] 128]
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Tablizatok-F: Mann-Whitney-Wilcoxon-préba

A Mann-Whitney-Wilcoxon-préba kritikus értékei 1 %-os
szignifikancia-szinten

ny na

20 31 4 s[ e 7] 8 9f 10| 11 120 13] 14] 15[ 16] 17] 18] 19] 20
20 of o of ¢ o o o o o o of o 1f 1 i 1 21 2
3 o of o of o 1 i 20 2] 2[ 3 3] 3 4 4] s 3| 5| s
4l o of of i 2[ 2 31 4o 4] 5[ & 6 7 8 9o 9 1of o] 11
si of o 1} 20 31 4 s} sl 7 8 o 1o 11] 12 13| 4] 13| 18] 17
6f of O 2| 3] 4 s{ 7[ 8] 9 1of 12f 13 14| 16] 17] 19] 20| 21| 23
71 of il 2| 4 5| 70 8| 10} 12 i3] 1s{ 17 18] 20 22| 24f 25 27| 29
8| of i 3| 5| 7] 8 1o 12] 14} 16} 18] 21] 23] 25 27 291 31| 33t 35
9 of 21 4 e 8] 100 2| 15| 17} 19] 22} 24] 27| 29[ 32[ 34] 37] 390 41
10] of 21 4 7 9| 12] 14| 17] 200 23] 25 28] 31| 34] 37| 39| 42| as| 8
1] of 2 5[ 8} 10] 137 6] 19] 23] 26| 29| 32| 35{ 33] 42| 45| 48] 51| 54
120 of 31 6| of 12 15] 18] 22| 25| 29[ 32] 36} 39| 43| 47} so| s4] 57 61
13) 1] 31 ol 10] 13] 17] 21| 24| 28] 32 36| 40| 44 48] 52| s6] 60| 64| 68
14 1) 30 7] 1] 4] 18] 23] 27] 31] 35] 39| 44| a8 s2f 57 61l 66| 70[ 74
15 1] 4 8 12| 16| 20| 25] 29| 34] 38| 43| 48] s2f 57| 62| 671 71| 76| 81
160 [ 4 8 13 17 22] 271 32| 37| 42] 47 sz 57 62| 67| 72f 77| %3] 83
170 il S| o] 14] 19) 24] 29§ 34] 39| 45| so| se| 1] 67 72| 78] $3[ 89 94
18] | 5| 10 15[ 200 25] 31 37| 42| 48] s4] 60| 66| 73 77| 83| 89[ 95| 101
19] 2] 5| 10| 16 21| 270 33} 39 45| sil 57| 64] 70| 76{ 83| 89| 95{102]108
20] 2| 6] 11] 17] 23] 256 35] atf 48] 54| 61| 68 74| 81] 88 94101} 108115
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Tablazatok-G: Kolmogorov-Szmirnov-préba

A Kolmogorov-Szmirnov-préba kritikus értékei elére adott
szignifikancia-szinten

Példa
Keressiik a 20 elem( mintdhoz és 5 %-os szignifikancia-szinthez
tartozé kritikus értéket:

D.poes =0.294

Keressitk a 80 elemid mintdhoz és 1 %-os szignifikancia-szinthez
tartozé kritikus értéket:

1,63

Digom = -\/_8_5 = 0,182






Tablazatok-H: Durbin-Watson-préba

A Durbin-Watson-préba kritikus értékei 5 %-os szignifikancia-
szinten

=1 k=2 k=3 k=4 k=5

n gy dy dy dy dy dy dyp dy dy dy
15 } 1.08 1136 [ 095 | 1.54 | 0.82 [ 1.75 } 069 | 197 | 0.56 | 2.21
16 ¢ 110 [ 137 | 098 | 1.54 | 0.86 [ 1.73 { 0.74 | 193 | 0.62 | 2.15
17 113 1 138 1 1.02 | 154 ) 090 [ 1,71 } 0.78 | 190 | 0,67 | 2.10
18 1116 [13911.05) 1.53 093] 16910821 1.87] 071 206
19 | 1,18 | 140 { 1.08 | 1.53 | 097 | 1.68 { 0.86 | 1.85 | 0.75 | 2.02
20 120 ) 141 ) 110§ 154 | 100 1681090 185 ) 0.79 | 1.99
21 11221142 [ 1054 154 [ 1.03 ] 1.67 [ 093 | 1.81 | 083 | 1.96

22 ] 134 1143 | 1151154 | 1.05 ] 1.66 1 096 | 1.80 { 0.86 | 1.94

23 {1261 1,44 ] 1,17 { 154 | 1.08 | 1.66 | 0.99 ) 1,79 | 0.90 | 1.92
24 {127 | 145 ] 1,19 [ 1,55 | 1.0 | 166 | 1.01 ) 178 | 0.93 | 1.90
25 1129 [ 1451 121 {155 [ 112 4 166 | 104 § 1.77 1 0.95 | 1.89
26 | 130 | 146 } 122 | 155 ) 1.14 { 1.65 | 1.06 | 1.76 | 0,98 | 1.88
27 1132 | 147 {124 | 1.56 § 116 | 1.65 ) 1.08 § 1,76 | 1.01 | 1.86
28 133 )1 148 1126 | 1561 1.18 [ 165 ] 1,10 { 1,75 ] 1.03 | 1.85
29 1134148 | 127 | .56 | 120 | 1651 112 [ 1.74 | 1.05 | 1.84
30 {1,351 149 [ 128 ) 1,57 [ 821 | 1,65 1.14 | 1.74 [ 1.07 | 1.83
3t 91364 150 [ 130 ) 157 [ 123 ] 165 116 [ 174 ] 1.09 | 1.83

32 1137 1150 | 1311157 | 124 ) 165 ) 118 [ 1.73 | 1,11 | 1.82
33 1138 151 | 1,32 ¢ 1,58 [ 1.26 | 165 | 1.19 ] 1.73 | 1.13 | 1.81
34 $139 1151 ] 1334158 (12711651 12117311 1,15 1.81

35 [ 140 [ 152 | 134} 158 | 1.28 1 1,65 | 1.22 [ 1,73 1 1.16 | 1.80
36 |14l 1152 ] 1351159 (1291 165 ) 124 ) 173} 1.18] 1,80
37 1 142 | 133 11361 1,59 | 131 166 | 1,25 | 1.72 | 1.19 | 1.80
38 114311541 1371159 ) 132|166 1.26 ] 1.72 | 121 | 1.79
39 114371541138 (160§ 1331166 [ 127 ] 1721122 1,79
40 [ 144 ] 154 (135 [ 160 | 134 [ 166 | 1.29 ] 1.72 1 123 | 1.79
45 1148 1157 |1 143 | 1,62 | 138 [ 1,67 | 134 | 1.72 | 1.29 | 1,78
SO0 | 150 ) 1.59 { 146 | 1.63 | 142 [ 167 | 138 | 1.72 | 1.34 | 177

55 1 1.53 | 1.60 | 145 | 1,64 | 145 [ 168 | 141 | 1,72 ] 1.38 | 1,77
60 | 155 { 1,62 | §.51 [ 165 [ 1.48 | 1,69 | 1.44 | 1,73 | 141 | 1.77
65 | 157 } 1.63 | 154 [ 1.66 | 1,50 ] 170 | 1,47 | 1,73 | 1.44 | 1.77
70 | 158 § 164 [ 1551 1.67 | 152 [ 1.70 1 1.49 | 174 | 1.46 | 1.77
75 1160 1 165 | 1.57 ] 1,68 | 1,54 | 1.71 | 151§ 1.74 | 1.49 | 1,77
80 f 161 | 166 | 159 | 1.69 [ 1.56 | 172 ) 1353 ] 174 [ 1.51 | 1.77
85 J 162 | 167 | 160 [ 170 [ 1,57 {172 1.55 ) 175 [ 152 [ 1.77
90 {163 | 168 | 161 ] 1,70 | 1.59 | 1.73 | 1.57 ] 125 | 1.54 | 1.78
95 {164 | 169 ) 1621 1,71 [ 1.60 | 1.73 ] 1.58 | 1.75 | 1.56 | 1.78
100 {165 | 169 | 1634 172 | 161 [ 1741159 [ 176 [ 1.57 | 1.78
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Tébldzatok-H: Durbin-Watson-préba

A Durbin-Watson-préba kritikus értékei 1 % -0s szignifikancia-
szinten

15 1081 [1.07 10701251050 [1.46 (0491170 ] 039 ) 1.96

16 | 084 109|074 125 ] 063 (144 (053] 166 | 0.44 | 1.90

17 ] 087 ! 1.10 [ 077 { 125 | 0.67 { 1.43 { 0.57 | 163 | 0.48 [ 1.85

i 0.90 | 112 1 080 | 1.26 [ 0.71 ] 142 | 0.61 | 1.60 | 0.52 | 1,80

19 1093 [ 113 ) 083 | 126 | 0.74 | 1.41 | 0.65 | 1.58 | 0.56 | .77

20 1 095 [ 1.15 { 0.86 { 127 | 0.77 | t.41 [ 0.68 | 1.57 | 0.60 { 1.74

21 | 097 | 1.16 { 0.89 { 127 [ 0.80 | 1.41 | 072 | 1.55 | 0.63 | i.71

22 1100 [1.17 1 091 | 128 [ 083 [ 1.40 | 0.75 | 1.54 | 0.66 | 1.69

23 | 102 ) 1.19 1094 )1.29 1086 {140 | 077 | 1.53 | 0.70 | 167

24 1104 | 120096 ) 130 | 0.88 | 1.41 [ 0.80 { 1.53 | 0.72 | 1.66

25 1105|121 1098 | 1.30 | 0.90 | 1.41 | 0.83 [ 1.52 | 0.75 [ 1.65

26 1 1.07 | 1.22 ] 100 ] 131 ) 093 1 (.41 [ 085} 1521078 [ 1.64

27 | 109 112311021132 0951 t41 1088 ] 1511081 (163

28 | 1,10 ) 124 1 104 | 1.32 | 097 [ 1.41 { 0.50 | 151 | 0.83 | 1.62

29 102 | 125 1105 11331099 1,42 ]092 1 1.51 [ 085! 161

30 1113 1126 1107 1134 | 101 7 1427094 | 1.51 [ 0.88 | 1.61

31 1115 (127 | 1.08 | 134 § 1.02 { 142 [ 0.96 | 1.51 | 090 | 1.60

32 | 116 | 128 § 1.10 | 1.35 1 1.04 | 1.43 | 098 | 1.51 | 0.92 | 1.60

33 0117 | 129 ¢ 111 1 1.36 1 105 | 1.43 | 1.00 | 1.51 [ 0.94 | 1.59

34 | 1,18 [ 130 | 1,13 } 1.36 | 1.07 | 1.43 | 1.01 | 1.51 { 0.95 { 1.59

35 | 119 1131 (1,14 | 137 | 108 | 1,44 | 103 | 1.51 | 097 | 1.59

36 | 121 | 132§ 115 ) 138 1 1.10 | 1,44 [ 1,04 | 1.51 [ 0.99 { 1.59

37 ) 122 [ 132 ] 116 | 138 | 1.i1 | 145 | 1.06 | 1.51 | 1.00 | 1.59

38 1123 ) 1.33 ) 1,18 § 139 | 1.12 } {45 { 1.07 | 1.52 | 1.02 | 1.58

30 13124 | 134 11,19 139 L 144 | 145 | 109 | 152§ 1.03 | 1.58

40 1125 [ 134 ) 1.20 1 140 ] 115 [ 146 0 110 [ 152 | 1.05 | 1.58

45 1129 | 138 | 1.24 | 142 | 120 | 148 | 1,16 | 1.53 | 1.11 | 1.58

S0 1132|140 1.28 | 145 | 124 [ 1,49 | 1.20 [ 1.54 [ 1.16 | 1.59

55 1136 [ 143 | 132 | 147 | 128 | 1.51 ( 1.25 [ 1.55 [ 1,21 [ 1.59

60 | 138 | 1.45 ]| 135|148 ) 132 | 152 ( 1,28 | 1.56 [ 1.25 | 1.60

65 ) 141 | 147 | 138 | 150 | 1,35 | 1.53 } 1.31 | 1.57 [ 1.28 | 1.61

70 843 | 149 [ 140 | 152 { 1,37 [ 155 ] 134 | 1.58 | 1.31 | 1.61

75 145 ) 150 | 142 | 153 ) 1,39 | 1.56 | 1.37 | 1.59 [ 1.34 | 1.62

80 [ 147 [ 152|144 | 154142 [ 1571139 | 1,60 [ 136 ] 1.62

85 1 148 | 1,53 | 146 ) 1.55 ) 1,43 | 1,58 | 1,41 | 160 [ 1.39 [ 1.63

90 §1.50 | 154 (147 | 156 | 1.45 | 1,59 | 1.43 t 1,61 | 1.41 [ 1,64

95 | 151 | 155 {149 | 1.57 [ 147 | 1.60 | 1.45 { 1.62 | 142 | 1,64

100 ) 1.52 [ 1.56 { 1.50 ] 1.58 | 1.48 [ 1.60 | 1.46 | 1.63 | 1.44 | 1,65
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