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1. Bevezetés

A disszertaciéban harom kiilonbozé kérdéskort vizsgalok. A ko-
z0s motivum ami ezek mindegyikében megjelenik, a permutacio
és SU(d) szimmetridk osszjatéka. Az els6 két projektben erdsen
szimmetrikus magneses rendszerek alapallapoti problémaéit vizs-
galom, a harmadikban pedig megoldom a kvantumos megosztha-
tosag probléméjat két kiillonbo6z6 kétrészi kvantumaéllapot csalad
esetére.

A maéagneses rendszereket elméleti szemszogbdl kozelitem meg
abban az értelemben, hogy olyan modelleket keresek amik elég
egyszertiek ahhoz, hogy lehetséges legyen egzakt allitasokat tenni
az alapallapotaikra vonatkozoan; ugyanakkor mégis elég altalano-
sak ahhoz, hogy az eredmények tagabb értelemben is hasznosnak
bizonyuljanak. A modellek egyszertiségét a permutécié szimmet-
ria megkovetelése adja. Az igy kapott modellek atlagtér elméletek-
nek is tekinthetéek. A kapcsolatot az atlagtér elmélet kozismert
értelmezése, és e permutacié-szimmetrikus értelmezés kozott a de
Finetti tételek kvantumos altalanositésai teszik formalissa [5H8].
A permutaci6 szimmetria, és a kolcsonhatésok SU(d) szimmetriai
egylitt lehetévé teszik a Hamilton-operatorok egzakt diagonalizé-
lasat a Lie-csoportok abrazolaselméletének felhasznélasaval.

Mikor lehetnek egy Osszetett kvantumrendszer atfedd rész-
rendszereinek korrelacioi egymassal kompatibilisek? A kvantum-
mechanikénak ez az alapvetd kérdése a kvantum marginalis prob-
léma. A disszertacié utolsd témakore, a kvantumos megoszthato-

sag, ennek a probléméanak egy permutacié-szimmetrikus részesete.



Az altalam vizsgalt SU(d)-szimmetrikus kvantumallapotok meg-
oszthatosigi probléméaja, matematikai értelemben szorosan kap-
csolodik a disszertacidban vizsgalt magneses rendszerek alapalla-
poti probléméihoz. Tulajdonképpen, fel lehet fogni az egyik ilyen
probléma magasabb dimenziés altaldnositdsdnak egy alternativ

nézépontbol megfogalmazva.

2. A bilinearis-bikvadratikus modell teljes

grafon

Ebben a projektben egy harom-szinti, SU(2)-szimmetrikus két-
test kolcsonhatéssal ellatott, permutécié-szimmetrikus spinrend-
szer alapallapotait tanulmanyozom. Ez a Heisenberg-modell egyik
lehetséges harom-szintii altalanositasa. A kéttest Hilbert-tér SU(2)
transzforméciok alatt felbomlik a 0, 1 és 2-es spinek &ltal cim-
kézett irreduciblis alterekre. Ennek megfelelGen, a legaltalano-
sabb, elGirt szimmetridkkal rendelkezé kolcsonhatas elGallithato
az identitas, és két masik SU(2) invarians, linearisan fiiggetlen
kéttest operator linearis kombinécidjaként. Ezt a két operatort
az SU(2) és SU(3) csoportok kvadratikus Casimir-operatorainak
valasztom a kétrészecske reprezentacioban. Az igy eredményiil ka-
pott kdlcsonhatas normalas utan egyediil a 0 szabad paramétert
tartalmazza.

Hy; = sin(0)C5 Y + cos(9)Cp P (1)



Ez a kétrészecske kolcsonhatas régota ismert a szilardtest fizi-
kaban bilinearis-bikvadratikus (BLBQ) kolcsonhatas néven. A ha-
gyomanyos alakjaban Casimir-operatorok helyett két masik SU(2)-

szimmetrikus operatorral fejezik ki,
H;j = cos()S;S; + sin(’y)(SiSj)Q. (2)

A BLBQ kolcsonhatas azutan keriilt elsének a figyelem ko-
zéppontjaba, hogy Haldane a 80-as években felfedezte, hogy az
1-es spinti Heisenberg-lancoknak, az 1/2-spintiekkel ellentétben,
lehet gapes gerjesztési spektruma [9, [10]. Ez a figyelemre mélto
kiilonbség a BLBQ kolcsonhatas fazisainak behat6é tanulményo-
zésat eredményezte, elsGsorban a lanc esetében.

A teljes permutéacié szimmetria egy kéttest-kolesonhato spin
modell esetében azt jelenti, hogy a spinek kapcsolatat egy racs he-
lyett a teljes graf irja le. A teljes grafon értelmezett klasszikus spin
modellek, példaul a Sherrington—Kirkpatrick [11], vagy a Curie—
Weiss modell, fontos szerepet jatszanak a statisztikus mechaniké-
ban. Ennek az oka, hogy az ilyen permutécié-szimmetrikus mo-
dellek kénnyen kezelhetSek, ugyanakkor mégis jo becsléseket ad-
nak a megfelel§ kolcsonhatéasok tulajdonsiagaira magas-dimenzios
racsok esetén. Az atlagtér elméletként vald hasznosithatosag mel-
lett, az ultrahideg atomokkal végzett kisérletek lehet&séget adnak
a teljes grafon értelmezett SU(d)-szimmetrikus modellek kisérle-
ti megvalositasara is, példaul abban a forméaban amit [12]-ben
inditvanyoznak.

A modell teljes permutécié szimmetridjanak kévetkezménye,
hogy az egész rendszert leir6 Hamilton-operatorban a ?7. egyenlet

két Casimir-operatoratoranak N-részecskés abrézolasai jelennek



meg,
Hpipg = sin(6)Cy ¥ + cos(9)Cy . (3)

Ennek a Hamilton-operatornak az alapallapotéat az SU(2) és SU(3)-
szimmetrikus tagok kozotti versengés hatarozza meg, a sajatérték
problémaja pedig megoldhat6 tisztdn csoportelméleti moédszerek-
kel. Mivel a[3] egyenlet Casimir operatorai kommutalnak, és a saj-
ataltereik az N-részecske Hilbert-tér SU(2) és SU(3) irreducibilis
alterei, Hprpq sajataltereit egy SU(2) és egy SU(3) irreducibilis
abrazolasbol (irrepbdl) allo parokkal tudjuk cimkézni. A sajatér-
ték probléma megoldésanak kulcsa annak a meghatarozasa, hogy
mik az egyméssal kompatibilis SU(2) és SU(3) irrepek. Az SU(2)
csoport 1-es spind abrazolasanak képe egy részcsoportja SU(3)-
nak. Ebbdl kifolyolag, amikor megszoritjuk erre a részcsoportra,
minden SU(3) irrep felbomlik valamilyen SU(2) irrepek direkt
Osszegére. A kompatibilis irrep-parokat ennek a felbontasnak a

meghatarozasan keresztiil taldlom meg.

3. Kollektiv SU(3) spinrendszer kétrészii per-

mutacié szimmetriaval

Ez a projekt, egy tijabb variaciéja a korabbi témanak. Itt is a
Heisenberg-modell egy altalanositaséat vizsgdlom egy erésen permu-
tacid-szimmetrikus felallitasban. A kiilonbség az, hogy a spinek
most egy SU(3)-szimmetrikus kicserélédési kolecsonhatéassal hat-
nak kolcson; és ahelyett, hogy a korabbi modellhez hasonlbéan,
megtorném az SU(3) szimmetriat, a permutéacié szimmetriat to-

rom meg részlegesen azzal, hogy a rendszert két, egyenlé nagysagu



alrendszerre bontom, és csupén ezeken beliil kovetelek meg per-
mutacié szimmetriat. Ez azt jelenti, hogy a rendszert két, kiilon-
b6z6 csatolasi allandoju kicserélédési kolesonhatas jellemzi. Egy
a részrendszereken beliil, egy pedig azok kozott hat. Egy ilyen
kétrészi struktiura bevezetése egy atlagtér modellbe érdekesebbé
teszi a fazisstruktarat, mivel relaxalja a teljes grafban megjelend
extrém frusztraciot, és megnyitja a lehet&séget a kétrészi kicse-
rélgdési szimmetria megsértésére. Mint kidertiilt, a két csatolasi
alland6 megfelel§ ardanya mellett valoban megjelenik egy, a két-
részi kicserélési szimmetriat sérté alapallapot. Figyelemre mélto,
hogy mar ebben az egyszert, hosszatava kélcsénhatéast tartalma-
z6 modellben megjelenik egy ilyen szimmetriasérts fazis amire, az
eddigi ismereteink alapjén, nincs példa réovidtava kélcsonhatésok
esetén.

Hasonléan a teljes grafon értelmezett bilineédris-bikvadratikus
modell esetéhez, a permutacié szimmetria lehetévé teszi, hogy a
teljes rendszer Hamilton-operatorat Casimir-operatorok lineéris
kombinaciojaként fejezziik ki. Ebben az esetben SU(3) kvadrati-

kus Casimir-operéatora jelenik meg, a teljes rendszeren (C’i%(3)),
és a részrendszereken (C’iU(?’), CEUB)) vett szorzatabrazolasok-

ban, a normélt Hamilton-operator pedig egy szabad paramétert

tartalmaz,
Hepg = sin(@)Ci[é(s) + cos(0) (CiU(s) + C;U(3)> . (4)

Ebbdl az a fizikai intuicié nyerhets, hogy a megfelels paraméterek
a rendszer leirasahoz val6jaban nem a részrendszereken beliili és
azok kozotti kolecsonhatéasok erdsségei, hanem a Cig(s) altal lefrt

uniform ,hattér’ kolcsonhatés eréssége, valamint az erre ratevéda,



CiU(B) és CEU(B) altal leirt részrendszereken beliili kdlcsonhatas
erdssége.

A |l egyenletben megjelens Casimir-operatorok ismét lehetd-
vé teszik az alapéallapoti probléma egzakt megoldasat abrazolas-
elmélet segitségével. Hopg sajatértékeit SU(3) irrepek harmasai-
val lehetséges cimkézni. Ezek koziil ketts az alrendszereknek felel
meg, egy pedig a teljes rendszernek. Azt hogy harom tetszéleges
irrep kompatibilis-e egymassal az SU(3) csoport fuziés szabalya,
az ugynevezett Littlewood-Richardson szabaly hatarozza meg. Ez
egy Young-diagramokkal megfogalmazott kombinatorikai algorit-
mus. A disszertacioban felhasznélom a Littlewood—Richardson al-
goritmus eredményének, Schlosser altal meghatarozott [13], zart
alaku kifejezését arra, hogy megoldjak egy az algoritmussal 6ssze-
fligg6 kombinatorikai probléméat. A megoldas segitségével lecsok-
kentem az alapéllapoti probléma véltozoinak szamat két SU(3)
irrepre, ami lehetévé teszi a hatramaradt egyenletrendszer meg-

oldésat.

4. A Werner- és izotropikus allapotok meg-

oszthatbésaga

A kvantumos megoszthatosagi probléma lényege a kovetkezd: Aliz
és Bob kapnak egy-egy, na illetve ng mérettd, kompozit kvan-
tumrendszert, amik ugyanannak a Hilbert-térnek a masolataibél

allnak. Lehetséges-e, hogy a kett§jlik Osszetett rendszere olyan



kvantumaéllapotban legyen, ami mellett minden kétrészd alrend-
szer, aminek egyik része Alizé a masik pedig Bobé, ugyanab-
ban a p kvantumallapotban van? Ha egy adott p kétrészi kvan-
tumaéllapotra ez lehetséges, akkor p-t na-np megoszthatéonak ne-
vezzik. Egyrészt a tiszta, dsszefonddott allapotok nyilvanvaldéan
nem, vagyis a terminolégiank szerint csupan 1-1 megoszthatoak.
Maésrészt pedig, a szeparabilis allapotok pontosan megegyeznek a
tetsz6legesen, vagyis oo-oo megoszthaté allapotokkal. Altalaban
véve azt lehet elmondani, hogy egy allapot minél jobban Gsszefo-
noédott, annal kevésbé megoszthato.

Abbdl a célbol ,hogy a problémat némileg megkozelithetEbbé
tegyem, lesztikitem a lehetséges p kvantumaéllapotok halmazat két
U(d)-szimmetrikus allapotcsaladra: A Werner-allapotokra, amik
invariansak a globalis unitér transzformécidkra, valamint az izot-
ropikus allapotokra, amik invaridnsak az U @ U™ alaku transzfor-
méaciokra, ahol U € U(d), és * a komplex konjugalast jeloli. Mind-
két allapotcsalad fontos szerepet jatszik a kvantum-osszefonddas
megértésében, kiilondsképp a Werner-allapotok, amiket eredeti-
leg ugyanabban a cikkben definidltak mint magét az Gsszefono-
dast [14]. A megoszthatosagi probléma inherens kétrészi permu-
taciés szimmetridjanak, valamint az altalam vizsgalt allapotok
unitér szimmetriajanak koszonhet&en, lehetséges a probléméat ab-
razolaselmélet segitségével megoldani. Korabban ugyanebbdl a
megkozelitésbdl indult ki Johnson és Viola [15], akiknek sikeriilt
sziikséges és elégséges feltételeket megadniuk a Werner- és izot-
ropikus allapotok 1-ng megoszthatésdgara. A munkam soran ezt
az eredményt kiterjesztem na és ng tetszéleges értékeire.

A tézisben megmutatom, hogy az na-ng megoszthaté Werner-



és izotropikus allapotok meghatéarozasa ekvivalens bizonyos, afd] e-
gyenlet Hamilton-operatordhoz hasoné, linearis operatorok ext-
remaélis sajatértékeinek megtalalasaval. A korabbi, kétrészi spin-
modell alapéallapoti probléméjahoz hasonléan, ezeknek a lineé-
ris operatoroknak a sajatértékeit is Young-diagramok hérmasai-
val lehetséges cimkézni. A diagramok kompatibilitdshoz sziiksé-
ges feltételeket pedig ismét a Littlewood—Richardson szabaly ad-
ja. Az extremalis sajatértékek megadasahoz a kétrészii spinrend-
szer alapallapoti problémajanak megoldasahoz hasznalt médszert
terjesztem ki tetszGleges dimenziéra. Ehhez kiilonosen fontosnak
bizonyultak Lam [16] és Azenhas [17] eredményei amik meghata-
rozzak a Littlewood—Richardson algoritmusban megjelend Young-

diagramok parcialis rendezését.

5. Tézispontok

1. Egzaktul diagonalizaltam az 1-es spind, teljes grafon értel-
mezett bilineéaris-bikvadratikus modell Hamilton-operéatorat
(3l egyenlet), és elemeztem az alapéllapot fazisait a kiils§
kontroll paraméter, 0 fiiggvényeként. Arra jutottam hogy a
modellnek négy, kiillonb6z6 szimmetria szektorokhoz tarto-
z6 alapallapoti fazisa van: Egy ferroméagneses fazis, egy gap-
nélkiili részlegesen méagnesezett fazis amiben a kvantumsza-
mok amik leirjak az alapéllapotot folytonosan valtoznak 6
fiiggvényeként, egy permutaci6é szimmetrikus SU(2) szing-
let fazis, és egy fazis amiben az alapallapot egyszerre SU(3)
és SU(2) szinglet. Errél a témarol a Journal of Physics A
folyoiratban jelent meg egy cikkem [IJ.



2. Egzaktul diagonalizaltam a kollektiv, kétrészii kicserél6dési
kolcsonhatas Hamilton-operatorat egyenlet) a termodi-
namikai limeszben, és tanulmanyoztam az alapallapot fazi-
sait a kiils§ kontroll paraméter 0 fliggvényeként. A modell
alapallapotanak 6t kiillonbo6z§ fazisa van: Egy ferromagneses
fazis, egy Néel-tipusu antiferroméagneses fazis ferromagnese-
sen rendezett alrendszerekkel, egy SU(3) szinglet fazis, egy
gap-nélkiili részlegesen magnesezett fazis amiben az alapal-
lapotot leiré kvantumszamok folytonosan valtoznak a 6 pa-
raméter fliggvényeként, valamint egy a kétrészi kicserélési
szimmetriat sérté fazis, amiben az alrendszereken kiilonbo-
z6 SU(3) reprezentaciok jelennek meg. Errgl a témarol a

Physical Review B folyoiratban jelent meg egy cikkem [2].

3. Meghataroztam a sziikséges és elégséges feltételeket az SU(d)
Werner- és izotropikus allapotok na-ng megoszthatosaga-
hoz na, ng és d tetszdleges értékei esetén. A disszertacio ira-

sanak idején errdl a témarol egy preprint cikk érhets el [3].
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