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1. fejezet

Bevezetés

Ha biztonsdgosan akarsz kozlekedni,
be kell tartanod a fizika torvényeit.

Ha nem - akkor is.

Ebben a disszertaciéban targyalt eredmények két csoportra oszthatok. Az elsé csoportba
a kvantumallapotok megkiilonboztetésével kapcsolatos eredmények tartoznak. Ezek egyré-
szl kvantumrendszerekkel kapcsolatosak, legaldbbis abban az értelemben, hogy nem vizs-
galjuk az allapottér esetleges tenzorszorzat szerkezetét. A mdsodik csoportba olyan ered-
mények tartoznak, amelyeket kétrész(i kvantumrendszerek viselkedésének vizsgalata moti-
valt. Az alkalmazott megkozelités a kétrész(i rendszerek statisztikai viselkedésének olyan
tulajdonsagait vizsgdlja, amiket altalanos elvek (példaul a fénysebességnél gyorsabb kom-
munikacié tilalma) hatdrozhatnak meg, nem a rendszer (hardver) konkrét fizikai felépitése.
Ezeknek példdul az eszkozfiiggetlen kriptografidban van nagy jelentésége.

A régébta és rendkiviil alaposan kutatott kvantumallapot megkiilonboztetés teriiletén egy
eddig nem vizsgalt megkozelitést alkalmaztunk. A klasszikus statisztikdbol ismert ROC (Re-
ceiver Operating Characteristic) gorbe diszkrimindtorok sokasdganak jellemzésére szolgal.
Bevezettiik ennek kvantum valtozatdt, és vizsgaltuk egyes tulajdonsdgait. Ennek eredmé-
nyeképp a gorbét szamos kvantumos mennyiséggel tudtuk osszefiiggésbe hozni, szemléletes
képet nyerve azok Osszefiiggéseirdl. Ezen kiviil talaltunk egy, a ROC gorbe alakjabdl termé-
szetesen adéd6 mennyiséget, a kvantum-Bhattacharyya-egytitthatét, ami kvantumallapotok

hasonlésaganak szamszersitésére szolgdlhat.
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A kétrészli rendszerek nemklasszikus viselkedésének vizsgalata a kvantuminformatika
egyik kozponti kérdéskore. Mind elméleti (pl. Tsirelson-sejtés), mind gyakorlati (praktikus
kvantum titkosit6 eszk6zok) téren kiemelkedd jelent6ségli. Ezen beliil egy viszonylag tj ku-
tatasi irannyal: a jatékelméleti megkozelitéssel foglalkoztunk. Bayes-i jatékok egyenstlyai
és a kétrészii korrelacidk kapcsolatat vizsgalva modszert taladltunk nemklasszikus elénnyel
rendelkezé jatékok konstrudldsara. Kiilonboz6 egyenstlyfogalmak felhasznaldsaval feltar-
tuk a Bell-egyenl6tlenségek bizonyos strukturalis tulajdonsdgait is.

A dolgozat felépitése a kovetkez6: A |2l fejezetben attekintjiik az eredmények szem-
pontjabdl 1ényeges elSismereteket, médszereket és a kutatds elézményeit. A[2.1] részben a
klasszikus és kvantumos bindris klasszifikacié témakorét tekintjiik at és bemutatjuk a ROC
gorbét. A részben a kétrészli korrelacidk témakorével foglalkozunk. Ez tartalmaz
a politépokkal kapcsolatos diszkrét geometriai attekintést, a lokalis és nemjelz6 politépok
és a kvantum halmazok definici6jdt, és részletesebben foglalkozunk a CHSH elrendezéssel.
A[2.3|rész tartalmaz egy altalanos jatékelméleti attekintést és a mi szempontunkbdl lényeges
Bayes-i jatékokat bemutato részt.

A[3] fejezetben a sajat eredményeket irjuk le. A[3.1] részben a ROC gorbék kvantum-
allapotok megkiilonboztetésében lehetséges szerepét mutatjuk be, és a segitségével beve-
zetett Uj mennyiség, a kvantum Bhattacharyya-egyiitthaté tulajdonsagait vizsgaljuk. A
részben a jatékelméleti eredményeket ismertetjiik. Szisztematikus modszert mutatunk be
kvantumel6nnyel rendelkez6 jatékok szerkesztésére, részletesebben vizsgaljuk a 2-2-3-3 el-
rendezést, és Vértesi-Bene jatékkal mutatunk egy példat, ami eltér az dltaldnos mintdzattol.

A4, fejezetben roviden Osszefoglaljuk a dolgozat eredményeit és kitekintést adunk a
lehetséges és mar megvaldsult tovabbi kutatdsi irdnyokra. A dolgozat a szokdsos modon
tézisekkel fejezet), angol nyelv(i 6sszefoglaléval (6] fejezet) és koszonetnyilvanitdssal

fejezet) zérul.



2. fejezet

Elozmények

2.1. Kvantumallapotok megkiilonboztetése

A mindennapi életben és a tudoméanyos, mérnoki, orvosi feladatok végrehajtasa soran
is gyakran iitkoziink a klasszifikdcié problémdjaba, amikor valamirél a rendelkezésre 4llo
informdcidk alapjan el kell donteni, hogy (véges lehet6ségek koziil) micsoda.

A bindris klasszifikacié esetén két lehet6ség koziil kell valasztani. Példaul:

* Egy pdciensrdl el kell donteni, hogy egy bizonyos betegségben szenved-e vagy nem.
» Egy vadlottrdl el kell donteni, blinos, vagy artatlan.

» Egy radarjelrdl el kell donteni, ellenséges repiilégéphez tartozik-e vagy nem.

Az érdekes (és nehéz) esetekben a dontéshez csak korlatozott informacié all rendelkezésre, a
tokéletes dontéshez sziikséges minden adat valamiért elérhetetlen, példdul a rendelkezésre
allé pénz, ido elégtelensége, etikai, jogi akaddlyok miatt, vagy a hidnyzé informaécio elvileg
is elérhetetlen.

Amikor egy ilyen helyzetben az idedlis megoldast keressiik, egy 1ényeges része a dolog-
nak azt megvizsgdlni, hogyan tudnank még tobb informdaciéhoz hozzdjutni, de ez helyzetrol
helyzetre kiilonb6z6, ezért amikor altaldnosan vizsgaljuk a bindris klasszifikacié probléma-
jat, ugy kell venniink, hogy a rendelkezésre all6 informdciémennyiség rogzitett.

Ezért a tovabbiakban mindig ugy vessziik, hogy a klasszifikdland6 rendszer két teljesen



ismert allapot egyikében van, ahol az dllapotok teljes ismerete azt jelenti, hogy egy klasszi-

kus valdészintiségeloszlassal vagy egy kvantumallapottal irhato le.

2.1.1. Binaris klasszifikacio

A klasszikus alapesetben azonos eseménytéren 1év6 valdszintiségi valtozé két kiilonb6zé
valOszinliségi mérték szerinti eloszlasat kell megkﬁlénbéztetn A megkiilonboztetés szem-
pontjabol a valészinliségi valtozd konkrét értékei nem jelentdsek, a lényeg az, hogy a mérés
(a valtozé mintavétele) utdn a kapott érték alapjan be tudjuk hatarolni az eseménytér va-
lamely tartoményat. Példaul egy kockadobds esetén az eseménytér egytdl hatig az egész
szamok, a mintavétel (kockadobas) utan a valdszintiségi valtozonk értéke a kockadobas ér-
téke. De amikor két valdszinliségi mértéket akarunk megkiilonboztetni (mondjuk cinkelt
kocka — szabalyos kocka) akkor a konkrét értékek, vagy példaul a hatos nagyobb mint az
egyes, nem szamitanak, a 1ényeg, hogy van egy hatelem( eseményteriink, és a kockadobas
ennek egyetlen elemét jeloli ki. Tehdt a rendelkezésre all6 mérésekbdl csupan az eseménytér
behatdroldsi képességiik érdekes.

Most vizsgaljuk meg kozelebbrdl két valdszintiségeloszlas megkiilonboztetését. ElGszor

vegylnk két bindris valtozot.

Két binaris valtozé Tegylik fel, hogy van egy bindris véletlen valtozonk (vagyis egy klasszi-

kus bit) aminek lehetséges értékei: 0 és 1. A valtozo két lehetséges eloszlas egyikét koveti:

ahol p,q € [0,1]. A Kkét eloszlas elére ismert. Azt szeretnénk eldonteni, hogy a valtozoé az
elsé eloszlast koveti-e. Ezt az eseményt PB-vel (mint pozitiv) jeloljik, mig a komplementer
eseményt 91-nel (negativ). Ezen kiviil Pr(f) = A € [0, 1] szintén legyen elbre ismert. (Ez
utébbi kovetelmény implicite azt is feltételezi, hogy létezik a ,,valdszintiségeloszldsok valo-
szintiségeloszlasa”, tehat hogy ténylegesen az els6 vagy masodik eloszldst kdveti-e a bindris

valtozonk, az is egy ,,meta” valdszin(iségi valtozo.)

LA valészintiségi valtozé fogalméba idénként az eloszlasat is beleértik, ebben az értelemben ez két kiilon

valtozénak szdmitana, de mi csak az eseményteret és az értékek hozzarendelését tekintjiik rogzitettnek.



A dontési folyamat soran el6szor mérést kell végezi a valdszinliségi valtozonkon. A mérés
kétféle kimeneteléhez tartozé két eseményt a mért értékkel (0 és 1) jeloljiik. Végiil a mérési
eredmények alapjdn meg kell tippelniink, vajon melyik volt a tényleges eloszlds. A két
lehetséges valasztasunkhoz tartozé eseményeket jelolje p (ha az els6t valasztottuk) és n

(ha a masodikat).

2.1.2. ROC gorbék

Azt az eljarast, amivel a 0/1 mérésekb6l meghatarozzuk a p/n dontésiinket, klasszifika-
tornak nevezzik. (Binaris klasszifikacid esetén bindris klasszifikatorrdl beszéliink.)

A lehetséges klasszifikatorok tulajdonsagait a ROC (Receiver Operating Characteristic
El) téren tanulmanyozhatjuk[2]: minden klasszifikatort egy pont jellemez itt, a fiiggéleges
tengelyen a Pr(p|R) feltételes valdszintiség, a vizszintesen Pr(p|91). Ha a dontési eljarast
megismételnénk egy nagy szamu mintan, az els6 mennyiség a valdodi pozitiv rdta, a masodik
a hamis pozitiv rdta lenne.

Egy klasszifikdtor esetén a ,,dontési folyamatot” az aldbbi feltételes valdszintiségekkel

jellemezhetjiik:

Pr(p|0) = p, >
Pr(n|1) = p,.,
Pr(n|0) =1—p,,,

Pr(p|1) =1—p,., (2.2)

ahol p,,, p., € [0,1] az elfogaddsi valdsziniiségek. A p,, = p,, = 1 eset példdul ahhoz a
determinisztikus eljardshoz tartozik, ahol O-t % indikdtordnak, 1-et pedig 91 indikatordnak
tekintjiik. De lehetséges probabilisztikus algoritmust is valasztani.

Vegyiik észre, hogy a meta valdsziniiségeloszlas (mds néven a prior) (3/M), majd a

mérési eredmény (0/1), végiil a dontés (p/n), mint véletlen valtozok egy Markov-lancot

2A ROC torténete a masodik vilaghadbortiba nytilik vissza, amikor az Egyesiilt Allamok hadserege a Pearl
Harbor-i tdmadas utan kutatni kezdte, hogyan lehetne nagyobb hatékonysaggal azonositani a japan repiil6-
gépeket a visszavert radarjeliik alapjan. Ezért mérni kezdték a radarkezelok teljesitményét ezen a téren, ezt a

mértéket nevezték Receiver Operating Characteristic-nek. [[1]].



alkotnakPl

Az adott helyzetben

Pr(p|B) = Pr(p|0,B) Pr(0|P) + Pr(p[1,B) Pr(1[). (2.3)

A Markov-lancbdl tudjuk, hogy Pr(p|0,B) = Pr(p|0) és Pr(p|1,B) = Pr(p|1) és ezeket a
valészintiségeket megkaphatjuk a (2.2]) egyenletbdl, a tobbit pedig a (2.1) egyenletbdl, igy

Pr(p[B) = p,,p + (1 —p,,)(1—p). (2.4)

A hamis pozitiv rata
Pr(p[97) = Pr(p|0, N) Pr(0[9N) + Pr(p[1, M) Pr(1[N), (2.5)

amit hasonléan kiszamitva kapjuk:

Pr(p|M) = p,,q + (1 —p, )1 —q). (2.6)

Vagyis egy adott p és q esetére p,,p + (1 — p,,)(1 — p) értékét kell abrézolni p,,q + (1 —
P..)(1 — q) fiiggvényében minden lehetséges (p,,,p.,) elfogaddsi valdsziniiségekre mint
paraméterre, hogy megkapjuk az dsszes lehetséges klasszifikdtor ROC diagramjat. Vegyiik
észre, hogy ez nem fligg A-tél. Ez a klasszifikatorokat a két megkiilonboztetend6 valészini-
ségeloszlds alapjan jellemzi, nem azok prior eloszldsa alapjan.

A és egyenletek altal meghatarozott ponthalmaz dbrazolasdhoz fejezziik ki
(1—p,.)-ta egyenletbdl:

X _pa,pq <

0<(1—paa) = <1. (2.7)

I—q
Ezt behelyettesitve (2.4)-be egy kis szdmolas utan azt kapjuk, hogy

1— 1—

y= —px+(p——pq)pa’p:Ax+Bpa’p. (2.8)
1—q 1—q

Kizdrtuk a trividlis eseteket, amikor p,q = O vagy 1. p,, = 0 esetére ez egy, az origén dtmend

egyenest hatdaroz meg a ROC téren. p,,, = 1 esetére egy ezzel parhuzamos egyenest az els6

folott vagy alatt B el6jelétdl fliggéen. A megengedett régid ezen parhuzamos vonalakon

3A valészin(iségszamitasi és informaciéelméleti fogalmakat Cover kényvében definialt médon hasznaljuk

13].
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2.1. dbra. Az elérheté ROC tartomdny bindris valdszintségeloszldsokra p = 0.7, ¢ = 0.4

esetén.

beliil (vagy rajtuk) helyezkedik el. p,, hasonléan megszoritja az elérhetd tartoméanyt a (2.7)

egyenlet alapjdn. Ismét két parhuzamos egyenest kapunk, melyek egyenlete:

y= Bx 2.9
q
és
y=Ex+a-p-Ba-g. (2.10)
q q

(Ezek koziil az egyik a ROC tér ,jobb fels6 sarkan”, az (1, 1) ponton megy keresztiil.) Vagyis
a ROC tér elérhet6 tartomanya egy parallelogramma, a (0, 0), (1,1), (q,p) és (1—q),(1—p)
pontok konvex burka. Egy példa lathaté a abran.

A ROC térben minél jobb egy klasszifikator, anndl kozelebb van a hozz4 tartozé pont a
(0,1) ponthoz (ami 1 valédi pozitiv és 0 hamis pozitiv ratat jelent). Vagyis a ROC diagram
legérdekesebb része a felsé (konkav) torottvonal (0,0) — P — (1,1), ahol a P pont vagy
(g,p), vagy (1—g, 1—p). Az utdbbi esetben végrehajthatjuk a p — 1—p és g — 1—q cseréket,
amivel ugyanazt az alakzatot kapjuk, de a két pont felcserélédik. Vagyis az dltaldnossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a P = (g, p) pont a felsé torottvonalon fekszik.

Vegyiik észre, hogy a lehetséges legjobb klasszifikdtorokat reprezental6 vonal, amit ,,op-

timdlis ROC gorbének” is nevezhetiink, a két kumulativ eloszlas (0, g, 1) és (0, p,q) egymas
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fliggvényében felrajzolt harom pontjat kotik ossze.

Fontos megjegyezni, hogy a ROC tartomdny konvex. Ha vesziink két pontot, amik két
megvalosithatd diszkrimindtort jellemeznek, a kett6t 6sszekotd szakasz minden pontja szin-
tén megvaldsithatd diszkriminatorhoz tartozik. Ezeket igy kaphatjuk, hogy a végpontokhoz
tartozé diszkriminatorok koziil egy binaris véletlen valtozo értéke alapjan valasztunk [2]]. A
Payp €S P, paraméterek optimdlis megvalasztasa nem teljesen nyilvanvald. A (q, p) pontban
Pap = Pan = 0, ami azt jelenti, hogy determinisztikusan p-t valasztjuk, ha 1-et mértiink, és
n-t, ha 0-4t. Természetesen a valddi pozitiv rata ekkor p, a hamis pozitiv pedig g. A (0,0)
és (1,1) pontok rendre a p,, = 0,p,, = 1 és p,, = 1,p,, = 0 paraméterekhez tartoznak.
Ebben az esetben a mérési eredménytdl fiiggetleniil mindig p-t illetve n-t valasztjuk.

Keressiik meg azokat a pontokat a ROC térben, amik konstans hibazasi valészintiséghez

tartoznak feltéve, hogy adott a A-val jellemzett prior eloszlds. A hibazas valdszintisége:

Pr(hiba) = Pr(p, 91) + Pr(n,PB) = Pr(91) Pr(p|MN) + Pr(R) Pr(n|P)
= (1—A)Pr(HP) + A(1—Pr(VP)). (2.11)

Vagyis egy adott Pr(hiba)-hoz egy egyenes tartozik a ROC térben:

A—Pr(hiba) 1-—2A
+

Pr(VP) =
r(VP) n /1

Pr(HP), (2.12)

aminek meredeksége (1 —A)/A.

Végezetiil vizsgaljuk meg az N lehetséges értékkel rendelkez6 valdszinliségi valtozok
esetét. Meg lehet mutatni, hogy ekkor igy kaphatjuk meg az optimalis ROC gorbét, ha a
kimeneteket p;/q; szerint csokkend sorrendbe rendezziik, majd az igy rendezett halmaz-
hoz tartozé kumulativ eloszlasokat egymas fiiggvényében abrazoljuk. Az igy kapott pontok
osszekotésével kapjuk az optimadlis gorbét. A tovabbiakban ezt ROC gorbének nevezziik.
(Az irodalomban ehelyett sokszor egy folytonos paraméteres diszkriminatorhalmaz képét
nevezik ROC gorbének.)

Az optimdlis ROC gorbe megaddsanak kiterjedt irodalma van, 1dsd példaul Medlock és

Oppenheim cikkét [[4] (akik megadnak egy Uj eljarast) és a cikkben 1évé hivatkozasokat.
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2.1.3. Kvantumallapot megkiilonboztetés

Két kvantumallapot megkiilonboztetése a kvantuminformdécio-elmélet egyik kozponti,
jol megértett problémaja. Ha adott egy kvantumallapot és prior informdcié arrél, hogy ez
valamiyen valdszintséggel két adott allapot egyike, hatdrozzuk meg olyan pontosan ahogy
csak lehet, hogy a ketté koziil melyik. Az ezzel kapcsolatos rengeteg eredményt példaul
Bergou, Ulrike és Mark [|5]] vagy Bae és Kwek [|6] attekinté cikkébdl lehet megismerni.

Mi itt most csak a legfontosabb alapesetet tekintjiik at. Ha az ismeretlen allapot py
valoszinliséggel oy, py valoszinlséggel oy, akkor a tévedés valoszinliségét minimalizdlo
mérést a Hellstrom formuldval kaphatjuk meg [[7].

Ehhez venni kell a kovetkez6 hermitikus, de nem pozitiv definit operatort:

A = Pyp@y — PnQn- (2.13)

A mérést alkotd két operdtornak A pozitiv sajatértékii illetve negativ sajatértékd sajat altere-
ire kell vetiteni, ezek automatikusan ortogonadlisak, vagyis egy projektiv mérést adnak. (Ha
van, A nullterét barmelyik projektorhoz hozzavehetjiik, az a tévedés valdszinliségét nem

befolyasolja.)

2.2. Kétrésziu korrelaciok

Ebben a fejezetben a nemklasszikus korreldcidk elméletének sziikséges részleteit ismer-

tetem.

2.2.1. Diszkrét geometriai attekintés

A nemklasszikus korrelaciok vizsgalatdhoz sziikségiink van a politépok elméletének [I8,
9]] egyes elemeire. A kovetkez6kben ezeket tekintjiik at.

Intuitive egy politdp a ,,sik lapokkal hatarolt test” dltaldnositdsa. Pontosan:

Egy (konvex) politép a d dimenzids euklidészi tér egy olyan konvex kompakt

részhalmaza, aminek csak véges sok extremalis pontjaﬂ van.

“Egy konvex halmaz extremalis pontja a halmaz egy olyan eleme, ami nem 4ll el6 mds pontok konvex
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Egy konvex politopot tobbféleképpen is meg lehet adni, ezek koziil a két legfontosabb
a csucs- és a lapreprezentdcid. Csucsreprezentacidoban a test extremadlis pontjait adjuk meg,
és a politép ezek konvex burka. (Vehetjiik tetszéleges ponthalmazok konvex burkat is de
ekkor nem garantdlt, hogy mindegyik pont extremadlis lesz. Ezeket utélag ki kell szlirni a
reprezentaciébol.)

Lapreprezentacidban a politépot hatdrolé hipersikokat adjuk meg linedris egyenl6tlen-
ségek formdjaban. Példaul két dimenziéban az x < 1,y = 0,y —2x < 1 egy derékszogl
hdromszoget hataroz meg. (Ha csak ugy vessziik egyenl6tlenségek egy halmazat, akkor
egyrészt lehet, hogy nem mindegyik egyenl6ség hatarozza meg a politép valamelyik lapjat,
mert a tobbi egyenl6tlenség altal behatarolt térrész teljesen ezen hipersik egyik oldalan fek-
szik, mdsrészt az is el6fordulhat, hogy az egyenl6tlenségek nem egy véges atmérdji részt
jelolnek ki.)

A cstcsreprezentacio tipikusan a politop definiciéjandl hasznos, hiszen gyakran fel tud-
juk sorolni az 6sszes extremdlis pontot. A lapreprezentaci6 akkor jon jél, ha egy tetszlleges
pontrdl el kell donteni, hogy benne van-e a politépban, hiszen elegendé leellenérizni, hogy
a pont kielégiti-e az Gsszes egyenl6tlenséget. Ezért fontos, hogy tudjunk valtogatni a két
reprezentdcié kozott. Ez a legdltaldnosabb esetben egy nemtrividlis feladat példaul azért
is, mert el6fordulnak olyan politépok, amiknek sokkal tébb csticsuk van, mint lapjuk, vagy

forditva.

2.2.2. Jelolések, fogalmak

Tekintsiink egy olyan kisérletet, amelyet két fél hajt végre, akar két kiilonbozo helyszi-
nen. A feleket hagyomanyosan Aliznak és Bobnak hivjuk. A kisérlet egy korében mindketten
egymastol fliggetleniil valaszthatnak egy mérést, amit végrehajtanak egy a rendelkezésiikre
all¢ fizikai rendszeren, és megkapjdk a mérési eredményt. Az Aliz és Bob dltal valasztha-

té mérések halmazat rendre X és Y jeloli, a kaphaté mérési eredmények halmazat A és B,

kombindcidjaként. Az még altaldban nem elég, ha egy pont a halmaz hatdrdn van. Két dimenzidban egy
héromszog extremalis pontjai a harom csucsa, az oldalak t6bbi pontja eléallithat6 a két csticsuk konvex kom-
bindacidjaként. Egy kor esetén viszont minden hatarpont extremadlis, hiszen minden érint6je csak egy pontban

érinti a kort.
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amennyiben az egyik fél altal végezheté méréseknek mind ugyanazok a lehetséges kimene-
tei, vagy A, és B, ahol x € X,y € Y az éltalanos esetben.

Annak val6szintiségét, hogy x és y mérés valasztasa esetén az eredmények a és b
p(ablxy) x€X,y€Y,a€A,,beB, (2.19)

jeloli. A feltételek, hogy minden x, y-ra ezek valdszintiségeloszlast alkossanak:

VxeX,yeY: Z plablxy) =1, (2.15)
a€A,,beB,
Vx€X,y€Y,a€A,,beB,: plablxy) >0, (2.16)

vagy ha normalizdljuk az egyenl6tlenségeket:

VxeX,yeY: Z plablxy) =1, 2.17)

a€A,,beB,

VxeX,yeY,a€A,beB,:

1 1
p(ablxy) + — >, p(a’b'|xy) = 0. (2.18)
|Ax| |B_y| —1 |Ax||By| —1 a'€A,, b/ B, (ata’VDED)

(JA] az A halmaz szamossagat jelenti). A p(ab|xy) eloszlast viselkedésnek vagy egyszerlien
korreldcidnak is nevezziik a tovabbiakban.

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy milyen megszoritdsok vonatkozhatnak a p(ab|xy)
egylittes feltételes eloszlasra. Gyakori feltevés, amellyel éliink is a tovabbiakban, hogy a két
kisérletez6 egymastol fiiggetleniil valaszthatja meg és hajthatja végre a mérését. A két mé-
rés eseménye akar térszerlien elvalasztott is lehet, ezért meg kell kovetelniink, hogy a két
szerepld kozt ne lehessen informdciéatvitel. Ezt nemjelzési (angolul no-signaling) feltételnek

nevezziik; matematikai alakja a kovetkezo:

‘V’x,x’EX,yEY,bEBy:Zp(abey) = Zp(ablx’y),
a€A, a€A,/

VxeX,y,y €Y,a€A, :Zp(ab|xy) = Zp(ablxy’). (2.19)
beB, beB,/

Az els6 egyenlet azt fejezi ki, hogy Aliz nem kiildhet informéaciét Bobnak, a masodik az el-
lenkez6 irdnyra vonatkozik. A nemjelzési feltételekben nem tesziink fel semmit a rendszer
belsé miikodésérdl. A fenti egyenletek nem zarjak ki, hogy minden elektronban egy tele-

patikus képességekkel rendelkezé mané lakjon. Csupan annyit tiltunk meg, hogy maguk
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a kisérletez6k — valamilyen ravasz médon ezeket a kismanodkat kihaszndlva — iizeneteket
kiildjenek egymdsnak. Ehhez pedig az kell, hogy a rendszerbdl Bob éltal kinyerhet6 infor-
maciét ne tudja befolydsolni Aliz. Mivel Aliz egyetlen lehetséges rdhatdsa a rendszerre a
mérés megvalasztasa, ettdl kell fiiggetlennek lennie a Bob 4ltal kimérhetd valdsziniiségel-
oszlasnak, ezt fejezik ki az egyenletek.

A p(abl|xy) szamokat tekinthetjiik egy Zx,y |A,[|B,| dimenzi6s valds vektortér pontja-
nak a szokdsos metrikaval elldtva. Ebben az esetben, mivel a pontok értékeit megszoritd
feltételek mind linedris egyenlétlenségek, és valdszinliségek 1évén az egység hiperkockan
beliil kell lenniiik, ezért a nemjelzo feltételnek eleget tevé pontok egy politépot alkotnak.

Az egyik fél altal kimérhet6 eloszlast — vagyis a kozos eloszlas marginalisat — igy jeloljiik:

palxy)= > p(ablxy), (2.20)
beB,

p(blxy)= > p(ablxy). (2.21)
a€A

Amikor a nemjelz6 politépon beliil vagyunk, akkor Aliz margindlisa fiiggetlen y-t6l, Bobé
x-t6l (igazabdl ez a nemjelzés definicidja), ekkor egyszertien p(a|x) és p(bly) a jelélésﬁk

A véges halmazok elemeinek altaldban nullatél kezdve a megfelel6 szamu természetes
szamot vessziik. Amikor egy konkrét elrendezés paramétereirdl beszéliink, érdemes a vald-

szinliségeket egy tablazatba rendezi. A kdvetkez6kben bemutatunk néhany konkrét példat.

2.2.3. A CHSH elrendezés

A kétrészii rendszerek koziil az a konfigurdcié kapta a legtobb figyelmet, ahol mindkét
résztvevo két mérés koziil valaszthat, és mindegyik mérésnek két lehetséges kimenete van.
(Erthetd, hiszen ez a lehet legegyszeriibb nemtrividlis elrendezés. Megvizsgaltsdga vetek-
szik az egy qgbit allapotterével.) Ezt el6szor Clauser, Horne, Shimony és Holt [[10]] vizsgaltak.
Két példa eloszlast lathatunk a tdblazatban.

Ahhoz, hogy egy ilyen rendszert statisztikailag leirhassunk, 16 szdm bizonyosan elegen-
d6. Hiszen Aliz és Bob vdlasztasai alapjan 6sszesen négy lehetséges szituaciéval taldlhatja

szemben magat a rendszer, és mindegyik esetben négy lehetséges valasza van.

°Ha a-t, b-t stb. konkrét értékekkel helyettesitjiik, akkor nem lehet tudni, hogy pl. p(0|1) mit jelent,

ilyenkor igy mdédositjuk a jelolést: p(a = O|x = 1) vagy csak p(0|x = 1) mert a mar ebbdl kikovetkeztethetd.
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x| y—

al b—| O 1 0 1

0 3/8 1/8(3/8 1/8
0 1 1/8 3/8|1/8 3/8
. 0 3/8 1/8|1/8 3/8

1 1/8 3/8|3/8 1/8
x|l y—

al b—-| O 1 0 1

0 1/2 0 |[1/2 ©
0 1 0 1/2| 0 1/2

0 1/2 0| 0 1/2
! 1 0 1/2[1/2 0

2.1. tablazat. Két példa korreldcié. A bal szélsé oszlopban és a felsé sorban X és Y elemei.
A belsé négy kis 2 x 2 mdtrixban a négy eloszlds. Az elsé a lokdlis politop egy felszini (de
nem extremdlis) pontja, a mdsodik a nemjelzd politdp hires extremdlis pontja, a ,,PR-doboz”

(Popescu-Rorhlich doboz).
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Természetesen ezt a 16 paramétert nyomban lecsokkenthetjiik 12-re, hiszen a rendszer
valaszai négy kiilon valdszintiségeloszlast képeznek. Sajnos még nem talaltak igazan jo
modszert arra, hogy egy d dimenzids diszkrét valosziniiségeloszlas d paramétere (az ese-
mények egyedi valdszinliségei) koziil hogyan szabaduljunk meg egyt6l, ezért legcélszer(ibb
nekiink is egy 16 dimenzids tér 12 dimenzids affin alterében maradni. Tovabbi megszoritast
jelent, hogy a valészintiségek nem lehetnek negativak, de ez nem csokkenti a paramétertér
dimenzidjat, hanem egy politépot vag ki beldle.

Egy egyszer(ibb példaként: a haromdimenziés valdszin(iségeloszlds R*-bdl a p, + p; +
p, = 1 kétdimenziés sikot jeloli ki, és ebbdl a p; = 0 feltételek egy egyenlé oldala ha-
romszoget vagnak ki. Négy dimenziéban (a mi esetiink) haromdimenzids affin altéren egy
szabdlyos tetraéder (dltalanos esetben pedig egy d — 1 dimenziés szabdlyos szimplex) lesz
a paraméterek megengedett halmaza.

Es itt belebotlunk az elsé technikai nehézségbe. Egy affin alteret majdnem barmilyen
egyenl6tlenség két részre vag (kivéve az altérrel padrhuzamos hipersikokat), igy jellemezni
lehet veliik a politép egy lapjat, de a politép egy bizonyos lapjat szdmos kiilonb6zé egyen-
16tlenség is meghatarozhatja. (Ahhoz hasonldéan, hogy mindegy, milyen szogben tartjuk a
ceruzdt a vonalzéhoz, ugyanazt a vonalat lehet vele meghuzni.)

A dolgot egyértelm(ivé tehetjiik, ha megkoveteljiik, hogy az egyenlé6tlenség altal meg-
hatarozott hipersik merdleges legyen az affin altérre. A valdszin(iségi politép esetén p; = 0
helyett dp; — Z;.izl pj = —1 ﬂ Tehat valdszinliségszamitds o6ran ahelyett, hogy a valdszi-
nliségek nem negativak, tanithatndnk azt is, hogy mindegyik valésziniiség legfeljebb ﬁ-el
lehet kisebb, mint a tobbi valészinliség atlaga, de ezt valdszintileg jéval nehezebb lenne
elmagyarazni a didkoknak.

A négy kiilon eloszlds dltal meghatdrozott négy tetraéder Descartes-szorzata az a tarto-
many, ami a CHSH elrendezésben vizsgéalhatd rendszerek legaltalanosabb viselkedési lehe-
téségeit leirja. Aki innen kimozdul, annak szamot kell adnia olyan dolgokrdl, mint példaul
a negativ vagy egynél nagyobb valdszintiségek lehetosége.

Ez a tartomany nem csak a lehetséges burkold, ennek minden pontjdhoz ténylegesen el

6 , . / 71 ; / 7 . d _ /
Ez tigy jon ki, hogy a hatdrold hipersik normalvektordnak merdlegesnek kell nennie a )| i1 Pj=1 sik nor-
malvektorara, ami (1,1,...,1), ennek eléréséhez viszont szabadon hozzdadhatjuk a sik egyenletének szam-

szorosat az egyenl6tlenséghez.
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is tudunk késziteni az 4ltala leirt viselkedést leiré fizikai rendszert. De ehhez az sziikséges,
hogy a mérési futam sordn valamilyen fels6bb hatdsag begytijtse mindkét résztvevotdl azt,
hogy melyik mérést valasztottak, majd a teljes informdcié birtokdban a megfelel6 valészint-
ségeloszlds szerint egy véletlen generatorral kiszamitsa Aliz és Bob mérési eredményeit. Ez
csak akkor lehetséges, ha Aliz dontése és Bob mérési eredménye, illetve Bob dontése és Aliz
mérési eredménye oksagi kapcsolatban dllhatnak egymadssal, vagyis — ha hisziink a specialis
relativitdselméletben — egymdstdl id6szertien elvalasztottak.

A valdsagban azonban — Aliz és Bob viszonylag nagy tdvolsaga és gyors detektorok se-
gitségével — viszonylag konnyen eléallithatunk egy olyan mérési elrendezést, ahol a fenti
feltétel nem teljesiil, Aliz dontése és Bob mérési eredménye térszeriien elvalasztott lesz: a
nemjelz6 politédpba keriiliink. Matematikailag ez a feltételek teljesiilését jelenti. Ez
az esetiinkben Ujabb négy egyenléséghez vezet, amik a valdszin(iségi politépbdl kimetsze-
nek egy 8 dimenzids részt, a CHSH elrendezésben ez a nemjelzé politép.

Abban az esetben, ha a szerepl6k a méréseket egymdstdl térszerlien elvdlasztott tarto-
manyokban végzik, akkor a nemjelz6 politép hatdrait csupan egy fundamentadlis feltevés —
a fénynél gyorsabb informdcidtovabbitas lehetetlensége — jeloli ki. Viszont mai ismerete-
ink szerint a fizika alaptorvényeinek engedelmesked6 berendezésekkel ezen politép nem
minden pontjdnak megfelel6 korreldcidkat lehet megvalésitani.

A kovetkezo, kisebb tartomany lehetne a fizikailag megvalésithaté tartoméany. Ehhez
persze rendelkezniink kellene egy modellel, ami leirja a vilagegyetem miikodését (de ennek
bemutatdsa meghaladja e dolgozat kereteit). A kutatdsok kézéppontjdban ezért a nemrela-
tivisztikus kvantummechanikai rendszerekkel megvaldsithat6 korreldcidk dllnak, ezeket te-
kinthetjiik a , fizikailag megvaldsithat6” korreldcidknak. Ez bizonyosan nem politép, ,,gorbe”
feliiletek is hataroljak, és valdszintileg rendkiviil bonyolult hatdra van nagyobb dimenzids
(értsd: tobb mérési lehetOség és tobb lehetséges kimenet) esetben. Sot, igazabdl két kiilon-
b6z6 moédon is értelmezhetjiik azt, hogy mit jelent egy kvantumrendszer két részénél, hogy
térszerlien el vannak valasztva, és ha a Tsirelson-sejtés [[11} [12]] nem igaz, akkor végtelen
dimenzids Hilbert-térrel leirhato rendszerek esetén ez a két értelmezés kiillonbozo alaku fi-
zikailag megvalésithat6” tartomanyt ad. A széban forgd tartomany ismert karakterizaldsara

a pontban még visszatériink.
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x| y— 0 1

al b—-||0 1|0 1

0 1 0|0 1
0

1 0O 0[O0 O

0 1 0|0 1
1

1 0O 0[O0 O

2.2. tdblazat. A CHSH elrendezés lokdlis politopjdnak egy extremdlis pontja.

Szépérzékiinknek sokkal jobban megfelelne, ha a nemjelz6 politéphoz hasonléan a , fizi-
kailag megvaldsithatd” tartomdnyt is definidlhatndnk valamilyen kénnyen megérthet6 alta-
lanos elvvel, ahelyett, hogy csak annyit mondunk: igy mtikodik a vildg”. Noha sok érdekes
eredmény mutat ebbe az iranyba (1d. pl. [13[]), idaig ilyen elvet nem sikeriilt talalni.

A legkisebb figyelemreméltd tartomdny a lokalis politép. Ezek azok a korreldcidk, amik
akkor lennének megvaldsithatdk, ha a vilag igy mtikodne, ahogyan azt Einstein szerette vol-
na [[14]]. Vagyis alapvetéen nem egy statisztikus elmélet irna le, hanem az Aliz és Bob 4&ltal
vizsgalt részrendszerek eleve minden lehetséges mérésre ,.elore tudjak” a mérési eredményt.
Pontosabban: a vildg miikodése teljesen determinisztikus, a méréseink bizonytalansaga ki-
zardlag a tudatlansagunkbdl ered, vagyis, hogy nem rendelkeziink az 0sszes sziikséges infor-
macidval az eredmény megjdsldsdhoz, illetve, hogy a kisérletek megismétlésénél képtelenek
vagyunk ,tényleg” mindig ugyanabbdl a kezdééllapotbdl inditani a rendszert. (Az 4ltalunk
nem ismert informdciét szokds rejtett paramétereknek hivni.)

A lokdlis politép extremalis pontjai a lokalis determinisztikus csatorndk szorzatai, vagyis
amikor minden mérés kimenete helyben elére meg van hatarozva. A nemjelz6 feltétel miatt
elég kiilon-kiilon megadni Aliz és Bob mérési eredményeit. fgy dltaldban

| ad] ]iB, 1 2.22)
xex yey
lehet6ség van. A CHSH esetben az extremadlis pontok szdma 16.
Ennek a politépnak az oldalait leiré egyenl6tlenségek a hires Bell-egyenlétlenségek. Az

Osszes oldalt el6szor Arthur Fine taldlta meg 1982-ben [[15]. A valdszin(iségi megszoritaso-
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kon kiviil az aldbbi 8 egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie (Fine jelolésével):
—1 <P(AB)+ P(AB’)+ P(A'B")— P(A'B) — P(A)— P(B") < 0. (2.23)

A masik hat egyenlGtlenséget A, A’, illetve B, B felcserélésével kapjuk. Ugyanez a dolgozat-

beli jeloléssel:

—1 <p(00]00) + p(00]|01) + p(00|11) — p(00|10) — p(O]x =0)—p(0ly =1) < 0. (2.24)

2.2.4. Kvantum korrelaciok

A nemjelz6 politép leirdsandl nem egy konkrét fizikai modellt vizsgaltunk, csak egy alap-
elv (nincs kommunikacio) teljesiilését koveteltiik meg, amikor az elvileg lehetséges korrela-
cidkat kerestiik. Most nézziik meg, mit mondhatunk, ha Aliz és Bob rendszerei a kvantum-
mechanika szabdlyai szerint viselkednek. A kérdést latszélag konnyen megfogalmazhatjuk,
de hamarosan egy nem vart nehézségbe fogunk iitk6zni.

Ebben az esetben azt feltételezziik, hogy létezik egy kvantumrendszer, ami két részrend-
szerbdl 4ll. A teljes rendszer valamilyen ismert inicializdldsa utan a két részrendszert Aliz
és Bob birtokdba adjuk, akik valahogy egymadstdl fiiggetleniil informaciot nyernek ki a sajat
részrendszerikbol.

Matematikailag megfogalmazva: létezik egy Hilbert-tér H, ami két masik Hilbert-tér
tenzorszorzataként 4ll el6: H = H, ® Hy. Az informdcidkinyerés legdltaldnosabb kvan-
tummechanikai modellje az altalanositott mérés. A POVM (pozitiv operator értékli mérték)

minden a € A mérési kimenetelhez egy M, pozitiv szemidefinit operdtort rendel oly médon,

hogy
> M, =1, (2.25)
acA
és az a kimenetet
pla)=TroM, (2.26)

valészintiséggel adja a mérés [[16]. Esetlinkben tehat minden x € X-hez és y € Y-hoz

létezik rendre egy |A,| és |B,| elemd POVM (M és Mg' operatorokkal), és 1étezik egy H-n
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értelmezett p dllapot, hogy a megadott korreldciokat a mérési eredmények valoszintiségei

adjak:
p(ablxy)=Tr(oM) ® M}). (2.27)

Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy p tiszta dllapot, a mérések pedig pro-
jektiv mérések, ha nem banjuk, hogy az eredetitél esetleg valamivel nagyobb Hilbert-térben
kell dolgoznunk, hiszen minden kevert dllapot és Naimark dilatacios tétele szerint min-
den POVM , felhigithatd” egy nagyobb dimenzids térbeli tiszta allapottd és projektiv mérés-
sé [[16, [17].

A Hilbert-terek mérete alapjan a kévetkezoképp osztédlyozhatjuk a korrelacidkat: Jelol-
je C,(n) az n x n dimenziés Hilbert-téren (a értelemben) realizdlhaté korreldciokat,
Cé(n) az nxn dimenzids Hilbert-téren tiszta allapotokkal és projektiv mérésekkel realizalha-
to korrelaciokat. A Hilbert-tér lehet szeparabilis végtelen dimenzios is, ezt jeldljiik Cy,-sel.
Ebben az esetben nem kell megkiilénboztetniink a tiszta és kevert esetet, mert a Hilbert-tér a
higitds utan is szeparabilis marad. A valamilyen véges dimenzi6s Hilbert-téren realizalhaté

korreldcidk az egyes C,(n) halmazok uniéi, igy legyen

¢, =Jc,m), (2.28)
neN
Cl= LQJV C.(n). (2.29)

Mivel Cé(n) C C,(n) C;(nzd), ahol d = (max,|A,|)(max,|B,|), ezért C, és Cé egyenld.

A C,(n) halmazok konvexek és zértak, és C,(n) € C,(n+1), ezért az unidjuk is konvex, de
mint kideriilt, nem zért. C, lezdrtjat jeloljiik Cy,-val. C, lezdrtjdrol kidertilt, hogy az is C,-
val egyenl6 [[18]. De ezzel a kvantumkorreldciés halmazok még nem fogytak el. Trividlisan

adodnak az alabbi tartalmazdasok:
C. S C,ECh € Cp. (2.30)

A nevezetes Bell-tétel bizonyitja [[19]], hogy C, C C,. Itt C, a lokalis (vagy klasszikus, értsd:
nem kvantumos) korreldcidk halmazat jelenti, vagyis a lokdlis determinisztikus csatornak
szorzatainak konvex burkat.

Fontos kérdés, hogy hogyan lehet eldonteni egy pontrdl, hogy benne van-e valamelyik

halmazban. A tartalmazdas bizonyitdsara elegend6 megadni egy, a mérési eredményekhez
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tartozé operatorhalmazt és allapotot, ami a megadott valdszintiségeket reprodukalja. Per-
sze, mivel potencidlisan végtelen dimenzids vektorterekrol és tetszéleges precizitasu valds
szamokrol van sz0, a gyakorlatban ez sem egy trividlis feladat. A nem tartalmazds bizonyi-
tasa mar keményebb dié. Elsé eredmény a Tsirelson-hatar [20]] volt, amely a CHSH egyen-
16tlenség maximalis sériilését adja meg. Szemléletesen: megadja, hogy a CHSH klasszikus
politép CHSH egyenlétlenség altal meghatdrozott lapjatél milyen messzire van a kvantum
tartomdny széle. Az eredmény néhdny sorban is levezetheté az ,,SOS” (sum-of-squares)
modszer segitségével [21]]. Ebben az esetben vegyiik ugy, hogy Aliz és Bob mérései az 1
és —1 értéket vehetik fel. A mérésekhez tartozé hermitikus operatorok (melyek spektra-
lis projektorai a mérést leird operdtorok) legyenek A,,A,,B,,B;. Ekkor Ai = B}zc =14és
[A,,B,] = 0. A CHSH egyenl6tlenség bal oldalat ekkor a kovetkezé mérheté mennyiség

varhatoé értéke adja:

Ez klasszikusan nem lehet nagyobb, mint kett6. A (2.31) egyenlet ravaszul ilyen alakba
irhato:

v2f ., . . o, (B—0+B B—0—B,

— (BO +B24+ A2+ A% — (— —AO) — (— —Al)) =

2 V2 V2
—2a-xt-v), (2.32)
ahol X és Y hermitikus operatorok, vagyis a kifejezés varhato értéke semmiképp sem lehet
nagyobb, mint 2+/2. A korlat éles, hiszen egy szinglett gbitparral és a Bell altal meghatéro-
zott méréssel if| el lehet érni.

A jelenleg legjobb szisztematikus eljarast Navascués, Pironio és Acin [[12] 23]] talaltak
meg. Mddszeriik 1ényege a kdvetkez6. Ha egy korreldciot el6 tudunk allitani kvantummeé-
résekkel, akkor a (2.27)) egyenlet kielégitéséhez 1étezik egy o = |¢) (| tiszta allapot és
M = EX M; = E; projektorok. Ezutdn vegyiik a projektorok tetszéleges szorzataib6l kép-

zett szabad félcsoportot (egységelem az egységoperator). Ezen félcsoport tetszéleges véges

7 A kvantuminform4cié-elmélet bonyolultsdgat mutatja, hogy itt még az is szécskdval is vigyazni kell. Van-
nak ugyanis tigynevezett O6ntesztel$ korrelaciok, amiket 1ényegében csak egyetlenegy k6zos allapottal és mé-

résekkel lehet létrehozni. A CHSH egyenl6tlenség maximalis sértése is ilyen [22]].
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részhalmazdval mint index halmazzal vehetjiik az alabbi matrixot:

Trs = (Y| TT-S ), (2.33)

ahol T és S a részhalmaz elemei. (A hermitikus konjugéalés itt annyit jelent, hogy fordi-
tott sorrendbe kell irni az operatorokat.) Egyrészrol I' pozitiv definit, mert tetszéleges vy
komplex vektorra
vy =D vl (I TT-Slp)vs = (YIVT-VIyp) >0, (2.34)
TS
ahol V=72 vS=> v T.

Masfeldl a I' matrix elemeinek kiillonb6z6 egyenléségeknek kell megfelelniiik. Egyrészt
(P|TT- S|Py = (Y| T -S"|3p), ha TT-S T'"- S’ ekvivalensek egymdssal, masrész a Tgspy
matrixelemeknek vissza kell adniuk a p(ab|xy) valészintiségeket, a Tgey €s Ipry elemeknek
pedig a marginalisokat. Két operatorfiizér akkor ekvivalens, ha a kommutdacios szabdlyokkal
(Aliz és Bob operatorai és az egy mérésen beliili projektorok kommitalnak) vagy a projektor
definiciéja miatt (mindegyik projektor négyzete 6nmaga) egymasba atvihetok. Példaul, ha

Ay,A,, By, B, Aliz illetve Bob kiilonb6z6 méréseihez tartozd két-két projektora, akkor

A korreldcié nem kvantumossagat tehat ugy lehet bizonyitani, hogy keresiink egy részhal-
mazt, amire nem létezik a fenti megszoritasokat teljesité pozitiv szemidefinit matrix. Ezt
egy szemidefinit programmal lehet bizonyitani.

Navascuésék azt is bebizonyitottdk, hogy ha minden véges részhalmaz esetén talalhato
egy megfelel6 pozitiv szemidefinit matrix, akkor 1étezik egy Hilbert tér, azon egy tiszta alla-
pot és linedris operatorok, amik a fenti egyenleteket teljesitik. Fontos azonban megjegyezni,
hogy a tétel csak olyan operatorok létezését bizonyitja, amikre Aliz és Bob operatorai kom-
mutdlnak egymassal ugyanazon a Hilbert téren, nem pedig azt, hogy Aliz és Bob operatorai
két Hilbert téren vannak értelmezve, az dllapot pedig a két tér tenzorszorzatan, amint a
nemrelativisztikus kvantummechanika el6irnd.

Tsirelson egy cikkében [[11] bizonyitas nélkiil kijelentette, hogy a két feltétel ekvivalens,

de kideriilt, hogy ezt csak véges dimenzids Hilbert terekre konnyt belétnﬂ majd Junge és

8Einstein utan szabadon taldn ezt nevezhetjiik Tsirelson legnagyobb tévedésének [24].
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munkatarsai [25]] a végtelen dimenzios esetet 0sszefiiggésbe hoztak az operatoralgebrak
egyik legjelentGsebb nyitott problémajaval, Connes beagyazasi problémajaval [26]]. Vagyis
lehetséges, hogy létezik a korreladcidknak még egy osztalya (C.,), a kommutdlé operatorok-

kal megvaldsithatoké. A tartalmazasi lancunk ekkor igy fest:
C.CC,CcC,;CC,CC, (2.36)

Olyan modszert, amivel azt lehetne bizonyitani, hogy egy korrelacié nem eleme C,,-nak
anélkiil, hogy azonnal C,,-bdl is kizarndnk, még nem sikeriilt taldlni.

2020 janudrjaban Ji, Natarajan, Vidick, Wright és Yuen kozoltek egy 169 oldalas pre-
printet [27] (amely a masodik verziéban 206 oldalra né6tt). Ebben bebizonyitjak, hogy a két
halamaz valéban kiilonb6z6 (és ezzel a Connes-problémat is negativan valaszoljadk meg). E

sorok {rdsaig a cikk még nem jelent meg referdlt folydiratban.

2.3. Jatékelmeéleti attekintés

Idénként el6fordul az emberrel, hogy dontéseinek kévetkezményei vannak. Gyakran
tobb szerepl6 dontései is kihathatnak mindegyikéjiikre. A jatékelmélet ezeket a helyzete-
ket igyekszik modellezni, eléggé leegyszerisitve ahhoz, hogy matematikailag kezelhet6ek
legyenek, de elég sok aspektusukat megtartva ahhoz, hogy az életre nézve valami hasznos
tanulsdgot levonhassunk bel6liik.

A jatékelmélet egy egyszer(ibb esetében két szerepl6t vizsgalunk. (Ha csak egy szerepl6
van, azzal a dontéselmélet foglalkozik.) Mindkett6rdl feltessziik, hogy raciondlis. Ezen kiviil
egy igen fontos feltevés, hogy a szereploket sujté kovetkezményeket egy valds szammal
jellemezhessiik’| Ez persze sok esetben nem életszerdi. A jatékelmélet hasznélhatésdga

szoros Osszefliggésben van azzal, hogy egy teriileten mennyire szamszer(sithet6 a siker. Ez

magyarazhatja a kozgazdasagi jelent6ségét, ahol sok mindent pénzben mériink, és azt, hogy

°Arrél, hogy pontosan mit is jelent a racionalis, é6nmagdaban is jatékelméleti tankényveket lehet megtolteni.
Leegyszer(sitve: azt feltételezziik, hogy minden jatékos kizardlag a sajat célfiiggvényének a maximalizdldsara
torekszik és elég okos ahhoz hogy ténylegesen ki is tudja szamolni, hogy ehhez a rendelkezésére all6 informéaci-
ok alapjan mit kell tennie. A kovetkezmények valds szdmmal valé jellemzése mogott a Neumann-Morgenstein

hasznossagi tétel (utility theorem) &ll [28]], de ezek ismertetése meghaladja e dolgozat kereteit.
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taldn a legnagyobb sikereit az evolicids bioldgidban aratta, ahol a siker egyetlen univerzalis
mértéke az utédok szdmdnak varhato értéke.

Szamos valtozata lehet annak, hogy a cselekedeteinktdl hogyan jutunk el a kovetkezmé-
nyekig. A legegyszer(ibb modellben két jatékos egymdstdl fiiggetleniil donthet arrdl, hogy
mit csindl. A lehetéségeik egy véges halmazt alkotnak, ezeket nevezziik akcioknak. Adott
még egy fliggvény, ami megadja, hogy az egyes valasztott akcidoparokhoz milyen szdmsze-
risithet6 kovetkezmények tartoznak (jatékosonként kiilon-kiilon), ezt nevezziik kifizetés-
fliggvénynek.

A két jatékosnak ugy kell eldontenie, hogy melyik akciét valasztjak, hogy kézben nem
tudjak, a masik mit fog valasztani. Viszont teljes tudatdban vannak annak, hogy az egyes
lehetséges akcidokhoz milyen kifizetések tartoznak. A raciondlis jatékosoknak tigy kell meg-
valasztaniuk az akcidjukat, hogy a sajat kifizetésiiket maximalizaljak, és egyaltaldn ne to-
rodjenek a masik kifizetésével.

Matematikailag egy kétszereplds (teljes informacids) jaték egy (A, B, uy, ug) négyes, ahol
A és B az els6, illetve a mdsodik jatékos lehetséges akcidi, és u, és uy Ax B — R fliggvények,
rendre A és B jatékos kifizetései.

Még egy tovabbi egyszerisitési lehet6ségiink van, ha feltessziik, hogy a jaték soran az
egyik jatékos pont annyit nyer, amennyit a masik veszit, vagyis u, = —u;,. Ekkor a jatékot
zérus-0sszeglinek nevezziik.

A véges (véges akciohalmazokkal rendelkez6) kétszereplds jatékokat bimatrix jatékok-
nak hivjuk, és megaddsukhoz elég egy part, a két kifizetésmdtrixot megadni. Az akcidhal-
mazokat a matrixok dimenzidja kddolja. A zérus-0Osszegli bimatrix jatékndl elég az egyik
matrixot megadni. (Az ilyen jatékot matrixjatéknak hivjuk.) Zéré-osszegli jatékra egy min-
denki altal ismert példa a K6-papir-ollé. Nem zéro-osszegli jatékra a példank a ,Nemek
harca” jaték. Itt Aliz és Bob szdmadra az a legfontosabb, hogy egyiitt toltsék az estét, de Aliz
ezt szivesebben tenné egy moziban, mig Bob egy meccsen. Err6l reggel nem sikeriilt megél-
lapodniuk, és napkozben sajnos lemeriilt a telefonjuk, igy mindkettejitknek magukban kell
eldonteniiik, hogy este a varos egyik végén taldlhaté mozi vagy a mdsik végén taldlhato
sportcsarnok el6tt varakozzanak abban reménykedve, hogy a masik is oda jon.

Kérdés, hogy mit tud tandcsolni a matematika annak, aki ilyen jatékba keveredett. Aki-
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alb— ko papir ollé

al b— | mozi | meccs

ké | (0,0) |(—1,1)|(1,—-1)
papir || (1,—1) | (0,0) |(—1,1)
ollé | (=1,1) | (1,—1)| (0,0)

mozi || (2,1) | (0,0)
meccs || (0,0) | (1,2)

2.3. tablazat. A ,K6-papir-ollé” (balra) és a ,,Nemek harca” (jobbra) jdték. A sorok és osz-
lopok a jdtékosok akcidinak felelnek meg, a € A, b € B, mig a tdbldzat szdmai a kifizetések

(uyz(a, b),ugy(a, b)) alakban.

nek van testvére, tudja, hogy nem mindig az térténik, amit az ember akar (ha mégis, akkor
kérdezze meg errdl a testvérét), igy a matematika sem tud az ,,optimdlis” megoldas megtala-
lasahoz segitséget nytjtani. Ehelyett egy mdsik fogalom bizonyult a probléma vizsgalatandl
hasznosnak, ez a Nash-egyenstily.

Egy jaték tiszta Nash-egyenstlya egy olyan akcidpdr, ahol egyik jatékosnak sem éri meg
egyoldaltan eltérni a sajat egyenstlyi akciéjatol. Formalisan az (a, b) akciopar egy Nash-

egyensuly, ha
(va/ EA) uA(a/J b) < uA(aJ b))
(Vb"€B) ug(a,b”) <ug(a,b).

(2.37)

A Nemek harca jatékban két ilyen egyensuly is van, az egyik a (mozi,mozi), a masik
a (meccs,meccs). Ha csak az egyikiik valtoztat, akkor nem taldlkoznak, és mindketten
rosszabbul jarnak, mint az egyensulyban. Természetesen Aliz jobban oriilne az els6, mig
Bob a masodik egyensily megvalosulasanak, ebbdl is latszik, hogy nehezen lehetne ezeket
optimumnak nevezni.

Konnyen lathatd, hogy a K6-papir-olld jaték esetén tiszta Nash-egyensuly nem létezik a
korbeverés miatt.

A jatékosok nem csak determinisztikusan valaszthatnak akciét, hanem egy valdszint-
ségi eloszlas szerint is. Ha p,(a) és pg(b) Aliz és Bob egymastdl fiiggetlen eloszlasai, ak-
kor kiszamolhatjuk a kifizetések varhaté értékét, a vdrhato kifizetést a két eloszlas szor-

zat eloszlasabol. A valdszintségeloszlasokat kevert stratégidknak nevezziik a determinisz-

26



tikus ,tiszta” stratégiaval ellentétbenE] Ekkor egy kevert Nash-egyesuly a jatékosok olyan
kevert-stratégia parja, amitél egyik jatékosnak sem érdemes egyoldaltian eltérni. A Nash-
tétel [29] [30] szerint minden véges jatéknak létezik kevert Nash-egyenstulya. A Nemek
harca jatékban a két tiszta Nash-egyenstly mellett a (p, = (2/3,1/3),pz = (1/3,2/3))
kevert-stratégia par a jaték kevert egyensulya. A Ké-papir-oll6 jatékban az egyetlen kevert
egyensuly a (p, = (1/3,1/3,1/3),ps = (1/3,1/3,1/3)) kevert-stratégia par. Egy kevert
egyenstlyban a sajat stratégiatol vald eltérés nem noveli a varhato kifizetést, de az eloszlds
tartéjan beliil a valdszintiségeket atcsoportositva nem is csokkenti. (Addig, amig a masik fél
tényleg marad az egyensulyi eloszldsanal.)

A kevert Nash-egyenstly egy altalanositdsa a korrelalt egyensuly [131) [32]]. Ebben az
esetben a jatékosok egy kozos, nem feltétleniil szorzat alaku egyiittes eloszlas szerint va-
lasztanak stratégiat. Ugy képzelhetjiikk, mintha egy megbizhaté harmadik fél egy ismert
eloszlas szerint adna tanacsot a jatékosoknak. (A tandcsot a jatékosoknak kiilon-kiilon ad-
ja, azt egyikiiknek sem 4drulja el, hogy a mdsiknak mit tandcsolt.) Példdul a Nemek har-
ca jatékban egy pénzt feldob, és ha fej, mindketdjiiknek mozit, ha iras, mindkett6jiiknek
meccset javasol. (Ebben az esetben az eloszlas specidlis alakja miatt folosleges a titkoldzas,
de altaldnos esetben nagyon is fontos ahhoz, hogy a stratégia tényleg egyensuly legyen.)

A matematikai definicio:
(Va,a’) X(ux(a, b)—ux(a’, b))p(a, b) >0,
b

(Vb,b") D.(ug(a, b) —ug(a, b’))p(a, b) = 0.

(2.38)

A Nemek harca példankban a fent emlitett korrelalt egyensuly a kovetkez4: p(meccs, meccs) =
p(mozi, mozi) = 1/2.

A fenti egyenstlyfogalmak koziil taldn ez a matematikailag legkonnyebben kezelhetd,
mert az egyensulyi stratégidk egy konvex politépot alkotnak a valészintiségeloszlasok teré-
ben. A nemek harca jatékban a harmadik fél nem csak pénzfeldobassal dontheti el, hogy
mit tandcsoljon, hanem mondhat péld4ul allandéan meccset is.

Ennek az egyensulynak is az az intuitiv jelentése, hogy nem érdemes egyoldalian el-
térni a stratégidtol. De mig a tarton beliil a kevert Nash-egyensulytdl vald eltérés az adott

jatékosnak nem oszt nem szoroz, addig korrelalt egyensuly esetén ha valaki nem hallgat a

10Egészen pontosan a tiszta stratégidk halmaza a kevert stratégidk egy valédi részhalmaza.
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harmadik fél tanacsara, akkor csokkenhet a varhato kifizetése.

2.3.1. Bayes-i jatékok és egyensulyaik

Eddig teljes informacios jatékokrol volt szd, vagyis mindkét jatékos teljes mértékben
tisztaban volt a jatszott jatékkal. Ekkor az egyetlen bizonytalansdg a masik jatékos szabad
dontése. Ilyenek példaul a fent vizsgalt bimatrix jatékok.

Gyakran azonban nem ez a helyzet. A legtobb kartyajatékban rendkiviil fontos jellemzd,
hogy a jatékosok ismerik sajat lapjaikat, de nem ismerik az ellenfélét.

Matematikailag ezt tigy modellezhetjiik, hogy a jatékosoknak tipusaik vannak, minden
jatékos ismeri a sajat tipusat (privat informacio), és a kifizetések nem csak az akcidktol, de
a tipusoktdl is fliggenek. A jatékosok nem befolydsolhatjdk, hogy mi legyen a tipusuk, ha
megtehetnék akkor az mar a stratégia része lenne, nem a tipusé. Legtobbszor feltessziik,
hogy a lehetséges tipusoknak van egy mindenki altal ismert egyiittes valdszintiségeloszldsa.
Ezt az egyiittes valdsziniiségeloszlast kozos priornak nevezziik.

Mielé6tt ratérnénk a pontos definicidra, vegyiik a moédositott Nemek harca jatékot mint
példat[33]]. Aliznak és Bobnak két tipusa van: szerelmesek a masikba, vagy utaljak. Aki
szerelmes a masikba, az szeretne vele taldlkozni, aki utdlja, az igyekszik elkeriilni. Ekkor a

kifizetések a tabldzatban lathatdak.

x| y— sz u
Aliz| Bob — || mozi meccs | mozi meccs
mozi (2,1) (0,0) | (2,0) (0,1)

¥ meccs (0,0) (1,2) |(0,2) (1,0)
mozi (0,1) (2,0) | (0,0) (2,2)

! meccs (1,0) (0,2) |(1,1) (0,0)

2.4. tdbldzat. A mddositott nemek harca kifizetései. A tdbldzat Aliz és Bob tipusai szerint

blokkokba van rendezve.

Legyen mondjuk az ismert k6zos prior valdszintiség: p(sz,sz) = p(sz,u) =2/6,p(u,sz) =

28



p(u,u) = 1/6. Ekkor a ((mozi,mozi),(mozi,meccs)) stratégia — vagyis, hogy Aliz mindig mo-
ziba megy, Bob pedig moziba, ha szerelmes Alizba és meccsre, ha nem — egy olyan egyensuly,
amit6l egyik félnek sem érdemes egyoldaltian eltérnie. Az konnyen lathatd, hogy Bobnak
igy kell tennie, ha Aliz mindenképp moziba megy. Hogy Aliznak sem érdemes eltérnie ettdl,
az a kovetkez6képpen lathaté be. Mivel Aliz ismeri a sajat tipusat, ezért szamara Bob 1/2-
1/2 valészintiséggel szerelmes vagy nem. (Ezt a prior feltételes valdszintiségeib6l szamolta

ki.) Ha Aliz szerelmes, akkor a moziban és a meccsen a varhato kifizetése:

u,(mozi|(mozi,meccs))=1/2-2+1/2-0=1, (2.39)
u,(meccs|(mozi,meccs))=1/2-0+1/2-1=1/2. (2.40)

Ha nem szerelmes:
u,(mozi|(mozi,meccs))=1/2-0+1/2-2=1, (2.41)
u,(meccs|(mogi,meccs))=1/2-1+1/2-0=1/2. (2.42)

Tehat mindenképp a mozival jar jobban. Kés6bb kiszdmoljuk, hogy mi a helyzet, ha Bob
0nzo6zik, vagyis ((meccs,mozi),(meccs,meccs)).

Most térjliink ra a pontos definiciékra. Ha A egy szigma algebraval ellatott halmaz, ak-
kor A(A) jeldlje az A folotti valdszintiségeloszlasok halmazat. A szigma algebrat kiilon nem
jeloljiik, mert a dolgozatban az mindig a szokasos lesz. Ha {T;},; I szerint indexelt hal-
mazcsalad, akkor T_; jelolje a halmazok Descartes-szorzatdt, amib6l az i index{ elemet
kihagytuk, vagyis IT¢; ;; T;.

A Bayes-i jatékok definicidjahoz sziikség van a tipustér fogalmara. Egy tipustér alatt egy

(N,PAT;};en, {7:}ien) négyest értiink, ahol
1. N ajatékosok halmaza, véges, ezért altalaban {1, 2, ..., n}-nek vessziik,
2. P egy nemiires véges halmaz, a természet lehetséges allapotai,
3. T, egy nemiires véges halmaz, az i jatékos tipushalmaza,

4. 7, : T, » A(P x T_;) az i jatékos tipusfiiggvénye. Példaul 7,(t) azt irja le, hogy az
i jatékos — amennyiben a tipusa t — akkor mit gondol a tobbi jatékos és a természet

tipusairdl.
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Az egyes jatékosok tipusfiiggvényeinek nem kell egymadssal koherensnek lenni. Ha példaul
P = {,, A Fold lapos”, ,A Fold kocka alakd”}, akkor megengedett, hogy az egyik jatékos a
Foldet laposnak, a masik kocka alakunak képzelje.

A tipusfiiggvényeket ,kiegészithetjiik” egy-egy olyan valdsziniiségeloszlassd, ami az
0sszes jatékos tipusain van értelmezve. Ekkor azt koveteljiik meg a , kiegészitett” eloszlastdl,
hogy a i jatékos tipusfiiggvénye annak feltételes eloszldsa legyen. Egy ilyen ,kiegészitést”
az i jatékos priorjdnak neveziink. A prior nem egyértelmii. Ha l1étezik olyan valdszinliség-
eloszlds, ami az Osszes jatékosnak priorja, ezt kozds priornak nevezziik. Kozos prior nem
biztos, hogy létezik.

A fenti példdnkban példdul feltehetjiik hogy a temperamentumos Aliz szerint érzelmei

mindig viszonzasra taldlnak, vagyis a tipusfiiggvénye

(p(sz), p(u))
sz — (1,0) (2.43)
u ~ (0,1)

mig a szkeptikus Bob ugy gondolja, Aliz tipusai a sajatjatol fiiggetleniil egyenl6 valészin-
ségliek:
(p(sz), p(u))
sz — (1/2,1/2) (2.44)
u — (1/2,1/2).
Konnyen lathatd, hogy ekkor k6zos prior nem 1étezik.
Egy Bayes-i jaték alatt egy (N, B {T}ien, {Ti}ien, {Ai(t)}ien ver,» {1ti}ien) hatost értiink,
ahol

1. (N,P{T}ien» {7:}ien) egy tipustér,
2. A,(t;) egy nemiires véges halmaz, az i jatékos akcidi, ha a tipusa t;,

3. u;: Px[]iey (theTj Aj(t]-)) — R az i jatékos kifizetésfliiggvénye, ami fiigg az 6sszes
jatékos tipusatdl és akcidjatol. Mivel egy jatékos akcidhalmaza fiigghet a tipusatdl, a

kifizetésfiiggvény értelmezési tartomdnya egy fliggod 6sszegEL

YA fiigg6 6sszeg a Descartes-szorzat dltaldnositdsa, elemei olyan rendezett parok, ahol az els6 elemtél fiigg,

hogy a masodik elem milyen halmazbdl keriil ki. A fiiggd fiiggvény a fliggvény altalanositdsa, ahol nem csak
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Itt jegyezziik meg, hogy szoros kapcsolat van a Bell-egyenl6tlenségek és a Bayes-i jatékok
kozott (1asd Brunner és Linden [[36]]).

A Bayes-i jaték egyensuly fogalmdnak definidldsdhoz a jatékot at kell alakitanunk normal
alakra. Az ex-ante normal alakban minden jatékos szamara kijeloliink egy priort, majd a
jatékos egy stratégiaja egy olyan fiiggvény, ami minden lehetséges tipusahoz megad egy
akciot; végiil a kifizetését az eredeti jaték kifizetésébol a megadott priorral szamolt varhatd
értéknek vessziik.

Vagyis egy (N, {S;};en>{t;}iey) normal formaban felirt jaték a (N, P, {T;}icn,{T:}iens

{Ai()}ien cer» {Ui}ien) Bayes-i jéték {I1;},cy priorokkal vett ex-ante normadl alakja, ha

1. §; = (e Ai(t)), vagyis az i jatékos stratégiai azok a fliggd fiiggvények, amelyek T;

minden eleméhez a hozza tartozé A;(t) egy elemét rendelik,

2.y l_[ieNSi - R, ﬂi({sj}jeN) = fpxnjeNTj u;(to,51(t1), - - -, sp(£,))dI;(Eo, tas - - - L),
vagyis a kifizetés az Osszes lehetséges tipusra a priorjaval szamolt varhato érték (hi-
szen esetlinkben a normadl alakban a jatékosok stratégidi fiiggvények, amik minden

tipusra megmondjak, hogy milyen akciét valasztott volna az eredeti jatékban).

Egy Bayes-i jaték ex-ante Nash-egyensulydnak a jaték ex-ante normadl alakja Nash-
egyensulyat nevezziik. Az ex-ante normal alak fiigg a valasztott prioroktol.

A példajatékunk ex-ante normadl alakjadban mindkét jatékosnak négy akcidja van (hiszen
négy kiilonboz6 fliggvény létezik két kételemi halmaz kozott), és ha a példabeli kzos priort
vessziik mindkét jatékosnak, akkor a kifizetések a tdbldzatban lathatéak.

Lathatd, hogy a normadl alaka jatéknak a ((mozi,mozi),(mozi,meccs)) tiszta Nash-
egyensulya, hiszen a tablazat masodik oszlopaban Aliznak az els6 sorban van a legnagyobb
kifizetése, az els6 sorban pedig Bobnak a mdasodik oszlopban. Viszont a ((meccs,mozi),
(meccs,meccs)) nem Nash-egyenstly, mert ebben az esetben Bobnak érdemes eltérni a
(meccs,meccs) stratégiatol.

A Bayes-i jatékok ezen nagyon 4ltaldnos formdja lehet6ségeket ad az olyan ,,Ki mit tud?”

jellegli episztemioldgia problémdk vizsgalatara, mint példaul ,Aliz tudja, hogy Bob tudja,

a fiiggvény értéke, de érkezési halmaza is fiigghet a bemenett6l, példaul a benemet egy természetes szam, n,

a kimenet pedig R" egy eleme. B&vebben lasd [134], [35]]
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Aliz | Bob — (mozi,mozi) (mozi,meccs) (meccs,mozi) (meccs, meccs)
(mozi, mozi) (4/3,1/2) (1,7/6) (1,0) (2/3,2/3)
(mozi, meccs) (5/3,1/2) (5/6,2/3) (5/6,1/2) (2/3,2/3)
(meccs, mozi) (0,5/6) (2/3,1/2) (2/3,4/3) (4/3,1)
(meccs, meccs) | (1/3,5/6) (1/2,0) (1/2,11/6) (2/3,1)

2.5. tdblazat. A mddositott Nemek harca kifizetései ex-ante normdl alakban.

hogy Cecil mit tud” [[37, 38, [39]], de ebben a dolgozatban csak olyan jatékokat vizsgalunk,
ahol 1étezik koz0s prior.

Az jatékelméleti irodalomban hdrom helyzetet kiilonboztetiink meg az egyensulyok ta-
nulmanyozdsa szempontjabdl. Az ex-ante helyzetben senki sem ismeri még sajat tipusat
sem. Az interim helyzetben a jatékosok ismerik sajat tipusukat, de a tobbiekére csak a prior-
jukbdl vett feltételes valdszintiségekbdl kovetkeztethetnek. (Ez az a helyzet, amit magunk
elé képzeliink, amikor Bayes-i jatékokrol gondolkozunk.) Az ex-post helyzetben a jatéko-
sok ismerik a tobbiek tipusat is, vagyis olyan, mintha nyilt kdrtydkkal jatszananak. Ismert,
hogy az altalunk tanulméanyozott esetekben az ex-ante és az interim normal formakbdl ka-
pott egyensulyok egybeesnek, ezért kiilon az interim normdl formaval nem foglalkozunk.
Az ex-post helyzetben a jatékok szétesnek tipusonként kiilon-kiilon teljes informdcids jaté-
kokra, amiknek egyenként meg lehet taldlni a (nem Bayes-i) egyensulyait az u,(a, b, x, y),

ux(a, b, x, y) kifizetések alapjan, ahol x és y rogzitettek.
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3. fejezet

Eredmények

3.1. Kvantumallapotok megkiilonboztetése

A kovetkezékben a kvantumadllapotok megkiilonboztetésének ROC térbeli leirasaval kap-
csolatos eredményeinket ismertetjiik. A nem egyértelm(i kvantumadllapot megkiilonbozte-
tés ROC térbeli targyaldsa 4j intuitiv képet szolgaltat a problémardl amely szamos korabbi
eredményt egységes szemléletbe helyez. Emellett mdédot ad kvantumallapotok egy 1j ha-

sonldsagi mérészamanak bevezetéséhez, amely miiveleti jelentéssel is bir.

3.1.1. Bhattacharyya-egyiitthaté a ROC gorbébdl

El6szor térjlink vissza a klasszikus bindris klasszifikacio fejezetben ismertetett ROC
térbeli leirdsahoz. Tehetiink egy olyan megfigyelést, amely a klasszikus ROC gorbék irodal-
maban sem kozismert eredményre vezet. Vegyiik észre, hogy az (optimalis) ROC gorbe
majdnem jellemzi a két eloszlast. Ha nincsenek pontok, amik azonos p;/q; aranyhoz tartoz-
nak, akkor a gorbébdl egyértelmlien megkaphaté mindkét eloszlds. Csak az azonos p;/q;
aranyu pontok jelentenek kétértelmiiséget. Ezeket az egyik eloszlasban fel lehet cserélni,
vagy 0Ossze lehet olvasztani egyetlen értékké. Ezen kiviil barmelyik érték szétoszthaté tobb
azonos p;/q; aranyu pontra.

Az egyik széles korben haszndlt eloszlds-hasonldsdgi mérték geometriailag megkaphato
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a ROC gorbébdl. Vegylik az alabbi koordinata transzformaciét:
) (3.1)
vagyis 1 /4-gyel elforgatjuk a koordindtarendszert, és Gsszezsugoritjuk gyok kettedére. Ez-
utan vegyiik a kovetkez6 Minkowski-metrikat az 4j koordinatarendszerben:

de? =ds* —dt?. (3.2)

A specidlis relativitaselmélet széhasznadlataval az id6tengely a ROC tér eredeti (0,0) — (1,1)
atléja lesz, a tértengely pedig erre (Euklidészi-metrikdban) merdleges. A teljes ROC tér
ekkor a (0,0) pont jovobeli és a (1, 1) pont multbeli fénykupjaban helyezkedik el.

Vegylik a kdvetkezé kumulativ eloszldsokat:

k
=1
és )
Q= qu (3.4)
=1

egymas fliggvényében felrajzolva, amivel az el6z6 szakaszban leirt ROC gorbét kapjuk. A
torottvonal k-dik szegmensének Minkowski-metrikaban vett hossznégyzete a (Qy, P,) €és

(Qi11> Priq) pontok kozott:

s (P Qi Pe— Qe (Pt Qe P+ Q)
b, =— — + — (3.5)
2 2 2 2
— 2 + 2
__ (pk+1 Ar+1 ) i (Pk+1 Ar+1 ) = PriiGier- (3.6)
2 2
Vagyis a torottvonal teljes hossza (sajatideje):
¢ :Zek:ZVPka =B(p,q), (3.7)
k K

ami éppen a statisztikai irodalomban széleskorben hasznalt Bhattacharyya-egyiitthato [[40]].

Ez két valdszintiségeloszlas kozotti hasonldsag egyik lehetséges mértéke.
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3.1.2. A kvantumallapotok ROC gorbéje

A nemegyértelmi kvantumallapot megkiilonboztetés problémajaban adott egy ismeret-
len kvantumallapot, aminek A val6sziniiséggel oy a stiriségmatrixa, 1 — A valdszintiséggel
On (A, oy €s oy elore ismertek).

Az ismeretlen dllapot egy példénya all rendelkezésiinkre, ezen egy tetszéleges POVM
mérést hajthaunk végre, és a lehetd legkisebb hibazasi valdsziniiséggel meg kell allapita-
nunk, a két lehetséges allapot koziil melyik volt a mintdnk. A minimalis hibavaldszin{iséget

a jol ismert Helstrom-formula adja [[7]:

(1— 1o — (1= Degll)- (3.8)

N | =

PE, min —

A ROC vizsgdlat sordn érdemes a mérést és az utana kdvetkez6 dontési algoritmust egye-
siteni a mérési operatorban, aminek igy csak két lehetséges kimenete lesz, p (az allapot sze-
rintiink oy volt) és n (az dllapot szerintiink oy, volt). Mint a Helstrom-formuldbol kidertil,
az optimdlis mérés végiil projektiv lesz, a két altér az aldbbi hermitikus operator pozitiv

illetve negativ sajatértékeihez tartozé alterek

Két tiszta allapot. Ebben a részben két tiszta allapot megkiilonboztetését vizsgdljuk A
probléma eredendben kétdimenzids, mert elegenddé a két allapot altal kifeszitett altérre
szoritkozni. Vagyis amig nincsenek kevert dllapotok, két gbit megkiilonboztetése a legal-
taldnosabb eset.

Vagyis van egy gbitlink az aldbbi allapotok egyikében

GP 9‘1
cos cos -

|‘"ij;3> = ) vagy |\Ij‘ﬂ) = .0
sin 7p sin 7‘1

(3.10)

mint ,,pozitiv” és ,negativ” eset. (A klasszikus esetet tigy kaphatjuk vissza, ha p = cos? (6,/2)
és q = cos? (6,/2) a egyenletben, és csak a z tengely menti mérést engediink.) Szim-
metria okokbol elég, ha valds vektorokat vesziink, de a 6, és 6, azimutszogek a [0,27[ in-
tervallumban vehetnek fel értéket, igy két tetszéleges allapotot kapunk a Bloch-gomb x —z

sikjaban.

35



Valasszunk projektiv mérést az alabbi (a-tdl fiiggd) bazisban

—sin 3
|®,) = , @)= , a€[0,2n]. (3.11)
sin 2 oS 5

Tovabbra is feltételezziik, hogy az esetleges klasszikus utéfeldolgozas be van épitve a kvan-
tummérésbe, vagyis |®,) esetén gy dontiink, [¥y) volt az allapot, |®,) esetén pedig [¥y):
a mérést nem koveti tovabbi utéfeldolgozas.

A ROC gorbe kiszamitdsdhoz sziikségiink van a valddi pozitiv és hamis pozitiv valdszi-

nliségekre, amit konnyen megkaphatunk néhdny skalarszorzas elvégzésével
1+cos(a—6,)

2 b
1+ cos(a—6,)

Pr(HP) = | (®,|¥y) |* = 5 . (3.12)

Pr(VP) = | (&, W) |* =

A klasszikus ROC gorbéhez hasonldan ez is fiiggetlen a priortél. Az eredmény egy ellip-
szis paraméteres egyenlete, amit a abran abrazoltunk. Az ellipszisiink nagytengelye a
(0,0) — (1,1) diagonalison fekszik. A klasszikus ROC tartomany extremadlis pontjai, (q, p)

és (1—q,1—p) is rajta vannak az ellipszisen, ami azt jelenti, a

0.\> 1+cos(a—6
cos(—p) = ( p)

2 2 ’

0.\> 1+cos(a—6
cos(—q) = ( o) (3.13)
2 2

egyenleteknek valéban van megoldasuk a-ra.

Most vizsgaljuk azokat a pontokat, ahol az ellipszis érinti a ROC négyzet oldalait. A
valédi pozitiv rata egy, ha a — 6, = 0, vagyis ha |®,) = |[¥y). A hamis pozitiv rita ekkor
éppen a két megkiilonboztetendd dllapot egy ismert hasonldsagi mértékével, a fidelity-vel
egyezik meg [[41]]:

F(Wor, T) = | (W |Tip) [* = [ (@, [ W) |*. (3.14)
A hamis pozitiv rata értéke egy, ha a—60, = 0, ekkor |®,) = |¥y,), és ismét a fidelity-t kapjuk:

F(Py, q’m) = | (‘I’mm’m) |2 = | <‘I’qs|¢’p) |2- (3.15)

A valédi pozitiv rata nulla, ha a — 0, = 7, vagyis a = 7 + 6,. Ekkor |®,) = |\IJ$), ahol |\Ilql3)

egy |Wy)-re merdleges allapot a Hilbert-térben. A hamis pozitiv ratra a kévetkezét kapjuk:
{21 n) P = | (U1 ) [ = 1 — F Wy, By). (3.16)
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3.1. &bra. Két tiszta dllapot ROC gorbéje. Az analdg klasszikus eset paraméterei p = 0.7, ¢ =
0.4. A kvantum ROC gérbe az ellipszis. Osszehasonlitdsképp a klasszikus gorbét is felrajzoltuk.
A (0,0) ponttdl a tengelyek és az ellipszis piros szaggatott vonallal jelzett szakasza dltal hatdrolt

teriilet, és az (1,1) pontndl lévd tiikorképe nem érhetd el a Helstrom-formuldval megadott

optimadlis dllapotdiszkrimindtorral.
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A pont, ahol a hamis pozitiv rdta nulla, a = 6, + 7-nal van. A fentiekhez hasonl6éan belat-
hatd, hogy itt a valédi pozitiv rata 1 — F(Wy, ¥y ). Vagyis két tiszta éllapot esetén a fidelity
a ROC gorbérdl azonnal leolvashato.

A Kklasszikus utéfeldolgozas, amikor definidlunk elfogadasi és elvetési valdszintiségeket
a kvantummérés eredményéhez, az ellipszisen beliili pontokat eredményez, igy annak teljes
teriilete elérhet6 valamilyen elrendezéssel. Ez annyiban nem egyértelmd, hogy kiilonb6z6
mérések és utéfeldolgozasok egyiittese ugyanazt a pontot is adhatja a ROC térben.

Egy masik megkozelitést is alkalmazhatunk. A megkiilonboztetend6 allapotok és a prior
valdszinliség (1) ismeretében meghatarozhatjuk az idedlis projektorokat és mérést a
egyenletb6l. Ebben az esetben a kozvetlen a paraméter helyett A-t hasznaljuk. A fiiggvé-
nyében felrajzolva a pontokat a ROC sikon az ellipszis felsé és alsé részét kapjuk, ahogy
a abran lathat6. A hidnyzé darabok (az dbran szaggatott piros vonal) az ,atlagos”

stirliségmatrix spektralis projektoraival kaphatok meg. Az ,atlagos” stirtiségmatrix:
p=2Aop+(1—A)on. (3.17)

Vagyis két lehetséges megkozelitésiink van. Ha adott két allapot, vehetjiik az a-val paramé-
terezett 6sszes mérést, és megkapjuk az ellipszist, vagy vehetjiik a prior (A) dltal meghata-
rozott optimalis méréseket, amik az elipszis felsé és alsé részét adjak.

Hogy meghatdrozzuk a prior A valdszintiséget, amihez az optimdlis ROC gorbe egy pont-
ja tartozik, vegyiik észre, hogy a konstans hibavaldszintiséghez tartozé pontok a (2.12))
egyenlet dltal meghatarozott egyenesek. Tegyiik fel, hogy az ellipszis fels6 részén vagyunk.
Egy pont akkor optimalis, ha a lehet6 legkozelebb van a (0, 1) ponthoz. Ehhez az kell, hogy
a rajta atmend konstans hibavalészinliség egyenes masik oldalan ne legyen pont, vagyis az

egyenes az ellipszis érintdje kell legyen. Masfeldl, az ellipszis érintdje az adott pontban:
A dPr(VP) (d Pr(HJD))‘1 _sin(6, —a)
1-2  da da

Ez az 0sszefliggés Osszekoti a két megkozelitésiinkben szerepl6 a és A paramétereket. Egy-

= . 3.18
sin(6, — a) ( )
ben egy miiveleti jelentést is ad a ROC gorbe érint6inek, ami valdjaban az optimalis ROC
gorbe teljesen dltaldnos tulajdonsdga: adott prior esetén igy kaphatjuk meg az optimalis
diszkriminatorhoz tartozo ratdkat.
Szamoljuk ki a klasszikus Bhattacharyya-egyiitthatot a Pr(VP), 1—Pr(VP) és Pr(HP), Pr(1—

HP) eloszlasokra! Ezeket a valdszintiségeket a (3.12) egyenletbdl a (3.7) egyenletbe kell
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behelyettesiteni. Az ellipszis fels6 szakaszanak pontjaira azt kapjuk, hogy a klasszikus
Bhattacharyya-egyiitthat6 dllandé. Vagyis a két tiszta allapot optimalis megkiilonboztetését

leird ROC gorbe egyben egy izo-Bhattacharyya-egyiitthaté vonal.

3.1.3. Egy kvantum Bhattacharyya-egyiitthat6

Most idézziik fel a pontban kapott eredményiinket, miszerint a Bhattacharyya-
egylitthaté megkaphatd mint az optimédlis ROC gorbe Minkowski-metrika szerinti hossza.
Joggal meriilhet fel a kérdés, miszerint ez a gorbe menti integrdl milyen informdéciot szol-
galtat kvantumallapotok esetében. Elegendd azon pontok kézott integralnunk, ahol a gérbe
a fiiggoleges tengelyt és a (0,1) — (1,1) egyenest érinti, hiszen a fliggbleges és vizszintes
szakaszok Minkowski hossza nulla.

Ennek kiszamitdsdhoz végrehajtjuk ugyanazt a koordinatatranszformaciét, amit a (3.1))

egyenletben.

Pr(HP) t PV P)_Pr(HP)
- | erwpyrp) |° (3.19)
Pr(VP) s PeVP)+Pi(HP)

és behelyettesitjiik a (3.12) egyenletek baloldalait. Az eredmény:

t= ((cos(Qp) — cos(Oq)) cos(a) + (sin 6,)— sin(Qq)) sin(a))

((cos(Qp) + cos(Gq)) cos(a) + (sin 0,)+ sin(Qq)) sin(a)) . (3.20)

S =

il N

A gorbe hossza Minkowski-metrikdban igy kaphato:

BTy, [T)) = f \l(j—i)—(j—;)da (3.21)

fels6 gorbe

Az integralds sordn az a értéke Pr(HP) = 0 és Pr(VP) = 1 kozott valtozik. A konkrét
esetben az integraldsi tartomany megvalasztasanal tigyelni kell ra, hogy a fels6 gorbén és a
megfelel irdnyban menjiink végig.

Némi szamolas utdn azt kapjuk:

B(|¥y), W) = ? J \/cos(Qq +6,)—cos(6, + 0, —2a)da. (3.22)

fels6 gorbe
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3.2. dbra. A (3.21)) egyenlet szerinti kvantum-Bhattacharyya-egyiitthatd és a fidelity négyzet-
gyoke 6, = 0 esetén 6, fiiggvényében.

Ez elliptikus integralokra vezet, amiket dltaldban csak numerikusan lehet kiszamitani. A mi
esetlinkben viszont, ha 6, = 0 és 6, € [0, 7], vagyis a pozitiv dllapot felfelé 4ll, a negativ
pedig tetszdleges irdnyban a Bloch-gomb x — z sikjdban, akkor 1ényegében az Gsszes esetet

lefedtiik. Ebben az esetben a (3.22)) integralunk ilyen alaku:

27
B(|¥y), [¥y)) = ? J \/cos(Gq) —cos(2a—0,)da. (3.23)
O,+m

Amit zart alakban ki lehet fejezni:

2E(x|k) — (1 — cos 0)F (x|k) ]2”

B(|¥), [¥y)) = % [ R o (3.24)
ahol q
X = COS (% — a) \/m, (3.25)
és

kz?\/l—i-cose, (3.26)

és F(x|k) és E(x|k) rendre az els6 és masodfaju nem teljes elliptikus integrdlok.

A B értékének 0, fliggését a abran rajzoltuk fel. A két allapot fidelity négyzetgyo-
két szintén kirajzoltuk. Lathatd, hogy a fidelity négyzetgyoke nagyobb vagy egyenld, mint a
kvantum-Bhattacharyya-egyitthato. A 6, 0 és 1 értékeinél egyenl6k. Mindkét fliggvény mo-
noton csOkkend. Tehdt — legalabbis tiszta dllapotok esetén — a kapott B mennyiség valéban

jellemzi a kvantumadllapotok hasonlésagat.
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3.1.4. Két qubit

Most kiterjesztjiik a fogalmainkat a legaltaldnosabb kétdimenzids esetre, amikor mind-
két allapot egy-egy kevert qubit lehet, amiket a oy €s py kétdimenzids siirliségmatrixok
frnak le. A Bloch-gémbon ezeket o = 1/2(1 + ro) alakba irhatjuk, ahol r egy valés hé-
romdimenzios vektor, ami az dllapotot jellemzi, mig o a harom Pauli-mdtrixot tartalmazza.
Tiszta allapotok esetén r egy egységvektor, egyébként egynél révidebb. A ROC gorbe koor-

dinatdi:

Pr(VP) = Tr(M, 04),

Pr(HP) = Tr(M, o), (3.27)

ahol M, a pozitiv dontéshez tartoz6 mérési operdtor. Mivel a nyom linedris, ezért ezek
a kifejezések a Bloch-vektorok (ry €s ry) inhomogén linedris fliggvényei. Vagyis a tiszta
esetben kapott ellipszis csupan anizotrép médon 6sszehuzodik a (1/2,1/2) pont felé. (Az
0sszehtizédasi ardnyokat a megfelelé Bloch-vektorok hossza adja.) Kevert dllapotokra az
ellipszis tobbé nem érinti a ROC tér szélét, de mivel a (0,0) — (1, 1) egyenes szilikségképpen
az elérheté ROC tartomany része, ezért a ROC gorbe fels6 része a (6sszehuzott) ellipszis és
a (0,0) és (1, 1) pontok konvex burkanak fels6 széle lesz.

Emlékezziink rd, hogy a tiszta esetben (ldsd a pontban) az ellipszis egy izo-
Bhattacharyya-vonal, és a koordinatatengelyekkel vett érintési pontja éppen a fidelity négy-
zetgyokét adja. Altalanos esetben a fidelity négyzetgyoke tigy is megkaphatd, hogy az dsszes
lehetséges mérés Bhattacharyya-egyiitthatdjanak minimumat vessziik [41, [42]. Mivel tiszta
allapotok esetén az ellipszis minden pontjan azonos a Bhattacharyya-egyiitthaté értéke, és
ez minimdlis, ezért az ellipszis nem csak izo-Bhattacharyya-vonal, hanem egyben izo-fidelity
vonal is. A kevert esetben a ROC gorbe mar nem izo-Bhattacharyya-vonal, de megkereshet-
jik azt az izo-Bhattacharyya-ellipszist, ami ezt érinti, és az érintési pont megadja egyben a
fidelity kiszdmitasdhoz optimalis mérést is. Sajnos a fenti gondolatmenet csak kétdimenzi-
0s esetben érvényes, mert magasabb (d) dimenzidban a fidelity kiszdmitdsdhoz sziikséges
optimalis mérésnek d kimenete van, mig a ROC gorbe pontjait adé méréseknek csak ketto,

ezért nem feleltethetok meg egymasnak.
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3.1.5. Két tetszoleges kvantumallapot

Most vegylik a legéltalanosabb esetet, és oy, €s oy legyenek tetszéleges kvantumallapo-
tok a Hilbert-tér dimenziéjanak megszoritasa nélkiil. Ebben az esetben is végiil egy konvex
tartomdanyt kapunk, aminek a fels6 széle az optimalis diszkriminatorokhoz tartozik.

Ezt az optimélis ROC gorbét megkaphatjuk példdul ugy, hogy a kiilonb6zé A prior va-
16szintiségekhez tartozd, Helstrom-formuldbdl kapott optimdlis méréshez tartozé pontok
konvex burkat vessziik. A mérés projektorai (M,, M,) a egyenletben szerepl6 A matrix
pozitiv és negativ sajatértékeihez tartozo alterekre vetitenek. Ezért a Helstrom-formuldhoz
tartoz6 pontok halmaza egy gorbe, aminek dltaldban szakaddsai vannak ott, ahol M, rangja
ugrik. (Ez akkor kovetkezik be, amikor A novelésével A egyik sajatértéke elojelet valt.)

Egy masik lehet6ség, hogy vessziik az 6sszes ortogonalis projektorparhoz tartozé pontot
a ROC térben. Ha a Hilbert-tér (vagy a két sirliségmatrix kozos tartdjanak) dimenzidja d,
akkor a projektorok rangja 0 és d véltozik. Mindegyik ranghoz egy a (0,0),(1,1) vonalra
szimmetrikus ,pacat” kapunk a ROC sikon. (0 és d rang esetén rendre a (0,0) és (1,1)
pontot kapjuk mint pacat.) A pacdk konvex burka ismét az elérheté ROC tartomdanyt adja,
és ennek fels6 széle az optimalis ROC gorbét. Ezt a abran abrazoltuk.

A gorbe érintéinek ugyanaz a miveleti jelentése, mint a korabbi fejezetben lattuk: az

érintési pont adja az optimalis mérést az érinté meredeksége altal meghatarozott priorhoz.

A trace distance

Kvantumallapotok kiillonb6z6ségének egy masik ismert mértéke a trace distance [41]]:

1
d.(oy, 0m) = S log — eml- (3.28)

(Azt a definiciét haszndljuk, amelyik tartalmaz egy 1/2 faktort.) A ROC gorbe a trace
distance-nek is ad egy geometriai jelentést. Tegyiik fel, hogy egyenlé prior valészin(isége-
ink vannak, tehat A =1/2. A egyenlet szerint az optimalis diszkriminatorhoz tartozé
pontndl a gorbe érintdje 45 fokos, vagyis a (0,0) — (1, 1) egyenessel parhuzamos. Mésfeldl

a diszkriminatort a Helstrom-formuldbdl is megkaphatjuk. A ebben az esetben éppen

1

A= E(Qm—&’m): (3.29)
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T

3.3. dbra. ROC tér két véletlenszeriien vdlasztott négydimenzids striségmdtrixhoz. A zdrt zold
gorbék az 1, 2 és 3 rangu projektorokkal elérheté tartomdnyok. A kék gorbe a tényleges opti-
madlis ROC gorbe a Helstrom-formula alapjdn. A sok piros pont a Haar-mérték szerint vdlasz-
tott véletlenszeril projektorokhoz tartozik. (Ldthatd, hogy a pontok stirtisége csokken a paca
széléhez kozeledve, ezért numerikusan nem igy érdemes megkeresni a hatdrait.) A nagyobb
sdrga pontok koéziil a ROC gorbén fekvok a fidelity kiszdmitdsdhoz optimdlis mérés valdszinti-
ségeloszldsaihoz tartozo pontok (ldsd a egyenletet). A hdrom sdrga pont dltal alkotott
torottvonal viszont meghatdroz két klasszikus valdsziniiségeloszldst, amikhez dsszesen 16 pro-
jekttv diszkrimindtort rendelhetiink, a 14 sdrga pont és a két sarok ezeket a diszkrimindtorokat

jeloli. A ROC gorbe belsejében levd 8 pont nem optimadlis diszkrimindtorokat jelol.
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vagyis a két stirliségmatrix kiilonbségével ardnyos. A trace distance definicidja (3.28) alap-
jan:
dy (o, 0m) = Tr[Al. (3.30)

Ezt gy is irhatjuk, mint

2d(oq, 00) =Tr (Mp(an - Qm)) —Tr (Mn(Qqs - Qm)) . (3.31)

Mivel A nyoma most nulla, a két tag abszoltt értéke a jobb oldalon egyenlo, ezért

(o9, 0) = Tr (M, (09 — @) = Pr(TP) — Pr(FP). (3.32)

Ez éppen a 45 fokos érinté metszéspontja a valddi pozitiv tengellyel. Vagyis a trace distance

is kozvetlentil leolvashaté a ROC diagramrdl.

3.1.6. A kvantum Bhattacharyya-egyiitthaté tulajdonsagai

Az el6z6 rész gondolatmenetét kovetve végiil megvizsgaljuk a lehet6ségét egy kvantum
Bhattacharyya-egyiitthat bevezetésének, ahogy azt tiszta dllapotokra tettiik (3.1.3). AROC
gorbe konkrét alakjan kiviil semmit nem hasznaltunk ki a kvantumdllapotok tulajdonsaga-
ibdl, igy most is nevezhetjiik a ROC gorbe Minkowski-metrikdban vett hosszat kvantum
Bhattacharyya-egyiitthatonak. Ez egy 1j mennyiség, ami kvantumallapotok hasonlésagat
méri. Konkrét esetekben leginkabb numerikusan szamithaté ki egyszer(, de némileg szami-

tasigényes modon. Az aldbbiakban az altaldnos tulajdonsagait vizsgaljuk.

1. Allitas. A kvantum Bhattacharyya-egyiitthaté akkor és csak akkor nulla, ha a két dllapot
bizonyosan megkiilonboztethetd, vagyis a stiriiségmdtrixok tartdi diszjunktak; akkor és csak

akkor egy, ha a két dllapot megegyezik.

Bizonyitas. Az els6 esetben a ROC gorbe a (0—0) — (0,1) — (1, 1) torottvonal, ami az
egyetlen nulla hoszzisagu gorbe (0 — 0)-tdl (1,1)-ig ebben a metrikdban, mig a masodik
esetben ez a (0,0) — (1,1) egyenes, ami a szigortian leghosszabb (mert geodetikus) ut a
két pont kozott. O

Sziikségiink lesz az aldbbi lemmara.
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1. Lemma. Ha adott két konvex gérbe a ROC tér fels6 hdromszogében, és az egyik a mdsik

folott halad, akkor a foliil haladé Minkowski hossza kisebb vagy egyenl6, mint az alul haladdé.

Bizonyitas. Vegyiink egy olyan pontot az alsé gorbén, ami nincs rajta a felsén. Az e pontban
vett érint6 két ponton metszi a fels6t, hiszen az is konvex. A fels6 gorbe két metszéspont
kozotti szakaszat helyettesitsiik az érinté6 megfelel6 szakaszaval, igy a fels6 gorbe hosszat
megnoveltiik. Az alsé gorbén elég stirtin ilyen pontokat vdlasztva, és a fels6 gorbét atszabva,
igy a felsé gorbe hosszanak novelésével tetszoleges pontossdggal megkozelithetjiik az alsé
gorbét, igy a kozelit6é gorbe hosszanak is az als6 gorbe hosszahoz kell tartania. Egy monoton

csokkend sorozat els6 eleme feltétleniil nagyobb vagy egyenld, mint a hatdrérték. O

2. Allitas. A kvantum Bhattacharyya-egyiitthaté kisebb vagy egyenld, mint a fidelity négyzet-

gyoke. A kett6 egyenld, ha a két stirtisegmdtrix kommutdl.

Bizonyitas. Ismert, hogy létezik egy optimalis projektiv mérés aminek a valdszintiségel-
oszlasaihoz tartozé Bhattacharyya-egyliitthat6 éppen a fidelity négyzetgyokét adja. A méro-
operator konkrétan meg is hatarozhato:
M = L @Qm@L’ (3.33)
Ven Ven
lasd példaul a (13.54) egyenletet [[41]]-ban.

Ez meghatdroz d + 1 pontot az elérhet6 ROC tartomdnyban, ahol d a stirliségmatrixok
kozos tartdjanak dimenzidja. (Egy érdekes nyitott kérdés, hogy ezek a pontok vajon rajta
vannak-e az optimdlis kvantum ROC gorbén. Azt sejtjiik, hogy igen.) Az ezek 4ltal a pontok
altal meghatéarozott (0,0) és (1,1) kozotti torottvonal Minkowski hossza éppen a mérés
klasszikus Bhattacharyya-egyiitthatdja, vagyis a fidelity négyzetgyoke. Ez is nyilvanvaléan
konvex, és az elérhet6 ROC tartomdnyban fut, vagyis az optimélis kvantum ROC gorbe alatt
fut. Ha a két stiriségmatrix kommutal, akkor a ROC gorbe egybeesik ezzela torottvonallal,
mert a mérés maga klasszikussd valik. Ezutdn az allitas kovetkezik az (1| lemmabdl. O

Plauzibilisnek tlinik, hogy nem csak a kommutativitdsbdél kovetkezik a két mennyiség
egyenl6sége, hanem forditva is, a két mennyiség csak kommutalé stiriségmatrixok esetén
lehetne egyenlé. Ez abbdl adddhatna, hogy a pacak konvex burkaként el6allé ROC gorbe

mindenképpen a fidelityt meghatdrozé gorbevonal f6l6tt fut, mert azok a hurjai. Ez igaz
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lenne, ha bizonyitani tudnank, hogy a pacak hatara derivdlhaté, nincsenek benne torések.
Ezt sajnos nem tudtuk kizarni. A pacakat a Helstrom formuldban 1év6 paraméteres matrix
sajatvektoraibdl kapjuk, és bar altaldban a paramétert6l siman fiiggnek a sajatvektorok,

ugrasok el6fordulhatnak sajatérték keresztezések esetén.

3. Allitas. A kvantum Bhattacharyya-egyiitthaté monoton teljesen pozitiv leképezésekre. Vagy-

is, ha C egy tetszlleges teljesen pozitiv leképezés, akkor

Vo102,B(01,0,) < B(Cp;,Cp,). (3.34)

Bizonyitds. A bizonyitdshoz venniink kell az 0sszes lehetséges POVM 4iltal kitoltott ROC
tartomanyt (aminek a ROC gorbe a felsé széle). Heisenberg képben a teljesen pozitiv le-
képezés a mérési operatort leképezi egy masik legalis POVM operatorara, mig a stir(iség-
matrixokat helyben hagyja. Mivel a kordbbi tartomény az 6sszes POVM-et tartalmazza, a
leképezett POVM-hez tartozé pontnak is a tartomdnyban kell maradnia. Vagyis a ROC tarto-
many nem novekedhet, de esetleg 6sszemehet. Ezen kiviil az 4j tartomdny is konvex, hiszen
Schrodinger képben éppen a transzformalt dllapotokon végezhetd 0sszes mérést reprezen-
talja. Vagyis a transzformalt ROC gorbének az eredeti alatt kell hizédnia, tehdt az[l] lemma
alapjan hosszabbnak kell lennie. O

Megjegyezziik, hogy a rogzitett rangu projektorokhoz tartoz6 pacdk 6nmagukban nem
huzoédnak 6ssze. Ez példaul onnan is lathato, hogy a pacak baloldali (fiiggbleges) és felsé
(vizszintes) érintéinek helyét az elsé és a masodik allapot kumulativ sajatértékosszegeik
adjak. Egy teljesen pozitiv leképezés a sajatértékeket novelheti és csokkentheti is, igy az
érint6k mindkét irdnyban elmozdulhatnak. Sejtésiink szerint viszont unitélis leképezésekre

a pacdk is kontrahdl6dnak.

3.1.7. Egyértelmili kvantumallapot megkiilonboztetés

A fent ismertetett ROC technikdt az egyértelmi kvantumallapot megkiilonboztetésben
is haszndlhatjuk. Ismét tekintsiink két kvantumallapotot, egy ,pozitivat” és egy ,,negativat”.
(Nem kell, hogy tisztak legyenek, vagy megegyezzen a tartéjuk.) A feladat most harom

POVM operétort taldlni: ha az eredmény M,, az éllapot bizonyosan pozitiv, ha M,, akkor
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negativ. Es sajnos kell egy harmadik operator is, hogy a POVM teljes legyen: ha M, =
i— M, — M, az eredmény, akkor az allapot ismeretlen (inkonkluziv eset).

Az elsé otlet, hogy az inkonkluziv esetet egybevonjuk az egyik konkltzivval. Ha a nega-
tivval vonjuk 0ssze, egy olyan diszkrimindtort kapunk, aminek a valédi pozitiv ratdja egy,
vagyis a hozza tartozo6 pont a ROC térben a (0,1) — (1, 1) vonalon fekszik. Ha a pozitivval
vonjuk 6ssze, a hamis pozitiv rdta lesz nulla, vagyis a pont az y tengelyen lesz. Vagyis az
egyértelm( kvantumdllapot megkiilonboztetés sziikséges feltétele, hogy az allapotok opti-
malis ROC gorbéje érintse az y tengelyt és a (0,1) — (1,1) vonalat is (a (0,0) és (1,1)
pontokon kiviil).

Ezutdn megmutatjuk, hogy ez elégséges is. Vegyiink egy dallapotpart, amik teljesitik a
fenti feltételeket. Mindkét érintési ponthoz tartozik egy-egy optimalis mérés azzal a tulaj-
donsaggal, hogy az egyik dllapotot bizonyossaggal detektaljak, mivel a masik stiriségmatrix
nullterére vetitenek. Példaul a Helstrom-formuldbél megkaphatjuk ezeket a projektorokat,
amiket jeloljiink Mp-vel és M, -nel. Ezt a két operatort még nem lehet egy POVM mérésbe
Osszerakni, mert az 6sszegiiknek lehet egynél nagyobb sajatértéke, de 1éteznek A,, A, €]0,1]
szamok, hogy AlMP +A,M, <1. (A, = A, = 1/2 példaul biztosan egy megfelels vélasztas.)
A A-k hangolasaval novelhetjiik az egyik allapot felismerési valészintiségét a masik kardra.
Végiil M, = 1—1\7[,J—Mn lesz az inkonkluziv operator, amivel teljes a haromelem POVM-iink,
ami megvaldsitja az egyértelm( kvantumallapot megkiilonboztetést, bar nem biztos, hogy

optimadlisan.

3.2. Kétrészii korrelacidk és Bayes-i jatékok

Ebben a fejezetben a nem klasszikus kétrészli korrelaciékkal kapcsolatos eredményeimet
ismertetem. El6szor illusztrdlom azokat a numerikus eszkozoket, amiket illetve amelyek-
hez hasoldkat az eredmények kidolgozdsdhoz haszndltunk. A mddszerek ismertetését nem
klasszikus illetve esetenként kvantum elénnyel rendelkez6 jatékok egy altalunk felismert
altalanos konstrukciéjanak bemutatasa koveti. Végiil kitériink egy esetre amely nem illesz-

kedik ebbe a sémaba.
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3.2.1. Numerikus modszerek

Manapsdg szamos programcsomag all rendelkezésre a poliéderekkel kapcsolatos szami-
tasok elvégzéséhez. Igy Fine eredményét is konnyen reprodukalhatjuk, példdul a Parma
Polyhedra Library [43]] programcsomag segitségével, Python nyelven a kovetkezéképpen:

#!/usr/bin/env python3

from ppl import Variable, Generator_System, C_Polyhedron, point
import ppl

v = [[[[ Variable(a+2*b+4*x+8%*y) for y in range(2)] for x in range(
2)1

for b in range(2) ] for a in range(2)]
gs = Generator_System()

# A kulonbozo determinisztikus korelaciok:

#aX: Aliz kimenetei, bX: Bob kimenetei

for a0 in range(2):

for al in range(2):
for b0 in range (2):
for bl in range(2):
gs.insert (point (v[a0] [bO][0][0]+

vla0] [bt] [0l [1]+
v[iall [0l [1]1[0]+
viall[b1][1][11))

polygs = C_Polyhedron(gs)

print (polygs.minimized_constraints ())

A program a kovetkez6 eredményt adja:

Constraint_System {x12+x13+x14+x15-1==0,

x0+x1-x4+x7-x13-x15==0, x0+x2+x9+x11-1==0,
x10+x11-x14-%x15==0, x0+x1+x2+x3-1==0,
x0+x2-x8+x11-%x14-x15==0, x0+x1-x4-x5==0,
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x|l y— 1
al b—-| 0 1 0 1
0 x0 x2| x8 x10
0 1 x1 x3| x9 x11
0 x4 x6|x12 x14
! 1 x5 x7|x13 x15

3.1. tablazat. A vdltozdk a Python kédban.

x4+x6+x13+x15-1==0, -x4-x13-x15+1>=0,

-x0-x1-x2+1>=0, -x0-x1+x4+x13+x15>=0,

-x0-x2-x11+1>=0, x1>=0, x11>=0,

x13>=0

x14>=0, -x11+x14+x15>=0, x0+x1-x4>=0,

-x1+x4+x11+x13>=0, -x13-x14-x15+1>=0,

x2>=0,
, x15>=0,
x4>=0, x0>=0,

x0+x2+x11-x14-x15>=0, -x0-x1-x2+x4-x11+x15+1>=0,

x2+x4+x11-x14>=0, x0-x4+x11-x13-x14-x15+1>=0,

x0+x1+x2-x4+x11-x15>=0, x1-x4-x11-x13+1>=0,

-x2-x4-x11+x14+1>=0, -x0+x4-x11+x13+x14+x15>=0}

Mivel a feltételek legkisebb halmazat kapjuk, minden egyenl6tlenség egy oldalnak felel meg.
Lathato, hogy 8 egyenldség és 24 egyenlbtlenség hatdrozza meg a lokélis politépot. Vdra-
kozasunk szerint a 24 oldalbél 16 x; = 0 alaku valészin(iségi megszoritds, a maradék nyolc
pedig a Fine 4ltal felsorolt egyenlétlenségek. Ezeket azonban a fenti eredményben elsé 1a-
tdsra nem taldljuk meg. De mivel barmelyik egyenl6tlenséghez hozz4 lehet adni az egyenld-
ségek tetszbleges linedarkombindciéjat, ezért a gép nem az altalunk elvart konnyen atlathaté

alakban adta meg az eredményt. Példdul az x6 = O feltételt az x4 + x12—x14 = 0 és az

x4 —x6+ x12 —x14 = 0 feltételek kiilonbségeként kaphatjuk meg.

Megjegyezziik, hogy nagyobb problémak (tobb ki- és bemenet esetén) a csicsok alapjan
a lapok numerikus meghatdrozasa mdr akaddlyokba iitk6zik, mert a haszndlt un. Fourier-

Motzkin algoritmus rosszul skalazédik. Ilyen kisméreti problémdandl viszont még azt is
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megtehetjiik, és taldn tanulsdgos is, hogy megnézziik, melyik oldalon mely csicsok taldl-
haték. Az eredmények a tablazatban taldlhaték. (A programcsomag segitségével ez is
konnyen meghatarozhatd, a részleteket itt nem kozoljiik.) Lathato, hogy a valdszintiségi
feltételekhez tartozé oldalakra 12 cstcs illeszkedik (ami logikus, hiszen mindegyik valtozé
a csucsok egynegyedében 1, haromnegyedében 0), a Bell-egyenl6tlenségekhez tartozokra
pedig 8.

Jelent6sen egyszer(isodik a helyzet, ha csak olyan eloszldsokat néziink, ahol az 6sszes

margindlis az egyenletes eloszlds. Ekkor csak 4 dimenzid, 8 csucs és 16 oldal marad. A

0 01
csucsok mindegyike négy darab vagy blokkot tartalmaz. Ezekbdl harom

1 10

szabadon valaszthaté, a negyediket meghatarozza a nemjelz6 feltétel. A cstcsokat jelle-
mezhetjiik a négy blokk bal felsé sarkaban 1év6 értékkel, ami vagy nulla vagy egyketted (a

tablazatban a helykitoltés miatt egy). Bar a szamitogép kissé Osszekeverte a csuicsokat és

10
oldalakat, lathatd, hogy a csucsokat 4 parba rendezhetjiik. Ha a blokkot feketével,
01

1
a blokkot fehérrel jeloljiik, akkor vizszintes, fiiggbleges, atlds és teljes mintdkat
1 0

kapunk. Mindegyik péaros koziil mindegyik oldalon pontosan egy csucs talalhatd, az 6sszes

lehetséges kombinacié adja ki a 16 oldalt. Ha igy rendezziik 6ket parba:

X X X X X X
X X X X

X X
X X X X

akkor a pdros paritdsu oldalak (pl. ++++) Bell-egyenl6tlenségekhez, a paratlan paritdsuak
valdszinliségi megszoritasokhoz tartoznak.

Megjegyezziik, hogy a politop struktirdjdnak megértéséhez érdemes dtgondolni a szim-
metridkat is. Egy Bell-elrendezés szimmetridi dltaldban: felcserélhetdk a résztvevok, permu-
talhatok egy résztvevo mérései és barmelyik mérésre permutédlhatok a lehetséges kimenetek.
Igy a CHSH elrendezésben barmelyik két Bell-egyenlétlenség oldala felcserélhetd, és a va-

16szin(iségi megszoritdsok is felcserélhet6k. Bonyolultabb elrendezésben ez mdr nincs igy,
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P(a=1[|x=0) 01 0 10 1 0 1|0 1 0 1|0 1 0 1
Pla=1lx=1) 0 0 1. 1{0 01 1|0 0 1 1({0 O 1 1
P(b=1|y =0) 0o 0 001 1.1 1{0 0 0 01 1 1 1
P(b=1ly=1) 0O 0o 0O 0J]O OO O|17 1.1 11 1 1 1
—x4—x13—x15+1>=0 X X X X X X|X X X X X X
x2>=0 X X X X X X X X|X X X X
—x0—x1—x2+1>=0 X X X X|X X X X|X X X X
—x0—x1+x4+x13+x15>=0 X X X X|X X X X X X|X X
—x0—x2—x114+1>=0 X X X X|X X X X X X X X
x1>=0 X X X X|X X X X X X X X
x11>=0 X X X X|X X X X|X X X X
x13>=0 X X X X X XX X X X X X
x15>=0 X X X X|X X X X X X|X X
x14>=0 X X X X X X|X X X X X X
—x11+x14+x15>=0 X X X X X X X X|X X X X
x0+x1—x4>=0 X X X X X X|X X X X X X
x4>=0 X X|X X X X X X|X X X X
x0>=0 X X X X|X X X X|X X X X
—x1+x4+x11+x13>=0 X X X X | X X X X
—x13—x14—x15+1>=0 X XX X X X X XX X X X
x0+x2+x11—x14—x15>=0 X X X XX X X X|X X X X
—x0—x1—x2+x4—x11+x15+1>=0 X X |X X X XX X

X2+ x4+x11—x14>=0 X XX X X X|X X
x0—x4+x11—x13—x14—x15+1>=0 X X X X|X X X X
x0+x1+x2—x4+x11—x15>=0 X X X X | X X X X
x1—x4—x11—-x13+1>=0 X X X X X X X X
—x2—x4—x11+x144+1>=0 X X X X|X X X X
—x0+x4—x11+x13+x14+x15>=0 X X X X X X X X

3.2. tadblazat. Oldalak és csticsok a CHSH elrendezés lokdlis politépjdban.
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2p(00]00) 0 1 1 10 1 0 O
2p(00]01) 0 00 111 1 0 1
2p(00]10) 1 01 11 0 0 O
2p(00]11) 11 0 1({0 0 0 1
x0>=0 X X X X
x0+x4—x8+x12>=0 X X X X
x4>=0 X X X X
—2%xx84+1>=0 XX X X
—x0+x4—x8—x12+1>=0 X X X X
x0+x4+x8—x12>=0 X X X X
xX0—x4—x8—x12+1>=0 |X X | X X
—2%xx4+1>=0 X X X|X
x12>=0 X X X X
—2%xx12+1>=0 X X X X
x8>=0 X X X X
—2xx0+1>=0 X X X X
—x0+x4+x8+x12>=0 X X X X
—Xx0—x4—x8+x12+1>=0 X X|X X
x0—x4+x8+x12>=0 X X X X
—x0—x4+x8—x12+1>=0|X X X X

3.3. tablazat. Oldalak és csticsok a CHSH elrendezés lokdlis politépjaban egyenletes margind-

lisok esetén.
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p(ab|00) b b b b|d d d dflc ¢ ¢ c¢c|QN a © ala © a« Q|22 LH LH N
p(ab|01) a b a b c d d c d c c d |\ a« [ b b A a NN 2O O ©
p(ab|10) d d b b b d b d| a c a c N ¢ A ¢ a © a O © 20 29
p(ab|11) c d a b|a d b c b c a d |2 ¢ O d b N a Q| 22 N 29
x0>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
-x4-x6-x8-x9+x12+1>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
x44+x6-x12>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
x8+x9-x12>=0 X X X X X X X X X X X X X X
x12>=0 X X X X X X X X X X X X X X X
-x0-x2-x9+1>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
x0+x2-x8>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
x9>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
x8>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
-x0-x1-x6+1>=0 X X | X X X X X X X X X | X X X X X
x6>=0 X X X X X X X X X X X X X X X

x0+x1-x4>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X

x4>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
-x0-x1-x2+1>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X
x2>=0 X X X X|X X X X X X X X | X X X X

x1>=0 X X X X X X X X X X X X X X X X

3.4. tablazat. Oldalak és csticsok a CHSH elrendezés nemjelz6 politdpjdban. A margindlisokra

nincs megkétés. A betiikkel jelolt csticsok a lokdlis politop cstucsai, a szellemek PR-dobozok.

2p(00/00) 000O0/0OO0OT 0|1 111|111 1
2p(00/01) 01001 110[/0071GO0[01T1 1
2p(00[10) 1000[/011 1|1 1 00[0 0 1 1
2p(00|11) 01 10/0011|1 01 1/0 00 1
—2%x0+1>=0 X X X X|X X X X
x12>=0 X X|Xx X X X X X
—2%x124+41>=0| X X X X|x X X X
x8>=0 X X X X|x X XxX|x
—2%xx8+1>=0 X X X X X X X X
x4>=0 X X X|X X X|x X
—2%x4+1>=0 |X X X X|X X X X
x0>=0 X X X X|X X X X

3.5. tablazat. Oldalak és csticsok a CHSH elrendezés nemjelzé politopjdban egyenletes margi-

ndlisok esetén.
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ott 1éteznek egymassal nem ekvivalens Bell-egyenl6tlenségek is.

Ennek a politépnak azonban egy plusz szimmetridja is van: Az egyenletes margindlisu
lokalis politopban a Bell- és valészintiségi oldalakat is felcserélhetjiik egymassal. Ehhez csak
egy vagy harom pdrnal fel kell cseréli a part alkotd két csﬁcsotE]

Példaul a

(3.35)

irdnyra meroleges 15 dimenzios sikra tiikkr6z6 operdtor felcseréli az utolsé két part, a tobbit

helyben hagyja.

3.2.2. A 2-2-3-3 politopok szerkezete

A[3.2.4] pontban sziikségiink lesz a |X| = |Y| = 2, |A| = |B| = 3 eset nemjelzé politépja-
nak egy csucsara, ezért most megvizsgaljuk ezen lokdlis és nemjelzé politépok szerkezetét.
A pontban ismertetett modszerekkel ebben az esetben még konnyen kiszamithatdk a
lapok és a csticsok. A lokalis politopnak 81 cstcsa és 1116 lapja, a nemjelz6 politépnak
pedig 36 lapja és 1161 csticsa van. (Erdekes megjegyezni, hogy ha tovabbi feltételként azt
is megkoveteljiik, hogy a lokdlis marginalis eloszlasok egyenletesek legyenek, a nemjelz6
politop esetében 36 lapot és 1296 csucsot kapunk, de a lokalis politép esetén mar beletit-
koziink a politép reprezentdciévaltdsanak szamitdsi nehézségébe: a program néhdny nap
alatt nem fut le.)

A numerikus eredmények azt adjak, hogy a lokdlis politopnak 4 fajta lapja van. A lapokra
illeszked6 csticsok szama rendre 72, 45, 36 és 30. A lapok numerikusan kapott egyiitthatdi
az ismert tobbértelmiiség miatt elsé ranézésre elég nehezen értelmezhetdk, de a szimmetri-
ak felfedezéséhez sokat segit, ha atlagoljuk a lapra illeszked6 pontokat (ami a lap sulypontjat

adja). Ez alapjdn a lapokat a tablazat szerinti alakra lehet hozni:

* Az els6 (36 darab) a valdszin(iségi megszoritasokhoz tartozé tipus.

1gazabél ez egy 4 dimenzids oktaéder.
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x|l y— 0 1 x|l y— 0 1
al b—| 0 1 2|0 1 2 al b->| 0 1 20 1 2
0 -1 0 0|0 O O 0 -1 -1 1 |-1 -1 1
0 1 0O 0 0|0 0 O 0 1 -1 -1 1 |-1 -1 1
2 0 0 0|0 0 O 2 11 =11 1 -1
0 0O 0 0|0 0 O 0 -1 -1 11 1 -1
! 1 0 0 0|0 0 O ! 1 -1 -1 1|1 1 -1
2 0 0 0|0 0 O 2 1 1 -1(-1 -1 1
x|l y— 0 1 x|l y— 0 1
al b—) 0 1 2|0 1 2 al b->| 0 1 2|0 1 2
0 1 1 —-1|1 1 -1 0 1 0 —-1|1 -1 o0
0 1 1 1 -1|1 1 -1 0 1 -1 1 o0 1 -1
2 -1 -1 1 |-1 -1 1 2 0 -1 1(|-1 0 1
0 1 1 —-1|-1 -1 1 0 1 -1 0|-1 1 O
! 1 1 1 —1]-1 -1 1 ! 1 0 1 —-1|{0 -1 1
2 -1 -1 1|1 1 -1 2 -1 0 1|1 o0 -1

3.6. tablazat. A ,két bemenet, hdrom kimenet” elrendezés Osszes oldala. Az els6 a valdszi-

niiségi megszoritds, a mdsodik (36 pontos) és harmadik (45 pontos) a CHSH egyenlétlenség

kiterjesztései, a negyedik a CGLMP egyenlétlenség d = 3-ra.

* A kovetkez6 kett6 (324, 324 darab) a CHSH egyenlétlenség kiterjesztése tigy, hogy a

2 kimenetes valtozatbdl minden bemenetnél egy kimenetet ,megdupldzunk”, vagyis

az uj kimenet egyiitthatéi mindkét bemenet esetén az egyik eredeti kimenet egytittha-

téival azonosak. Tehat minden bemenet esetén az els6 két sor, illetve oszlop azonos,

és az azonosak egyikét elhagyva visszakapjuk a CHSH politép egy lapjat. Ezt kétféle-

képpen tehetjiik meg, a két lehetéség egyiitthatdja egymads -1-szerese. A tobb negativ

egyltthatdt tartalmazé lapokra 36 cstcs, a tobb pozitiv egyiitthatdt tartalmazdkra 45

csucs illeszkedik.

* A negyedik (432 darab) pedig az un. Collins-Gisin-Linden-Massar-Popescu (CGLMP)

tipusu egyel6tlenség.; ezekre rovidesen visszatériink.
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A CGLMP egyenlé6tlenség. A CGLMP egyenl6tlenséget Daniel Collins, Nicolas Gisin, Noah
Linden, Serge Massar és Sandu Popescu fedezték fel [[44]]. Az egyenlStlenség a két beme-
netd, d kimenet( elrendezés egy Bell-egyenl6tlensége. Lluis Masanes [45]] bebizonyitotta,
hogy az egyenl6tlenség minden d esetén szoros, azaz a lokdlis politép egy oldalat hatarozza

meg. Az alakja:

ld/2-1] ok \ L

c=

+p(c,c—k|01) —p(c,c + k+1]|01)

+p(c,c—k—1]10)—p(c,c + k|10) + p(c,c + k|11) — p(c,c —k—1]11) < 2), (3.36)

ahol p(c,c + k|00) jellegli kifejezésekben az 6sszeadds modulo d értendd. Vegyiik észre,
hogy d = 2 esetben a CGLMP egyenl6tlenség maga a CHSH egyenlétlenség.

Tehdt a 2-2-3-3 esetben kapott eredményiink azt mutatja, hogy a lokalis politép lapjait a
valdszinliségi megszoritdsok, a d = 2 eset CGLMP egyenl6tlenségeibdl a leirt ,,duplazasi” el-
jarassal kapott lapok, és a d = 3-hoz tartozé ,nativ’ CGLMP egyenlé6tlenségek altal definialt
lapok 0sszessége adja.

Sejtésilink, hogy ez minden két bemenetes elrendezésre dltalanosithaté: a lokalis politop
minden lapjat az alacsonyabb d-hez tartozé CGLMP egyenl6tlenségekbdl sorok és oszlopok
masolasaval lehet megkapni.

Végiil térjiink vissza a nemjelz6 politdp szerkezetére. A numerikus szamitds alapjan
ennek 36 oldala és 1161 csucsa van. Ebbdl 81 lokdlis, 648 olyan, ahol egy PR dobozt he-
lyeziink el a tdblazatban, és 432 (éppen annyi, mint ahdny in. CGLMP egyenl6tlenség van)
olyan nemjelz6 csucs, amelyek lokdlis margindlisai egyenletes eloszldsok. Ez utébbiak mind
megkaphatdk egymdsbdl szimmetriatranszformaciéval; egyikiiket fogjuk haszndlni a[3.2.4]

pontban, alakjat is ott ismertetjiik.

3.2.3. Kvantumel6nnyel rendelkez6 jatékok konstrukcidja

A pontban attekintettiik a Bayes-i jatékok egyensulydval kapcsolatos alapfogal-
makat. Kérdés, hogy mi koze ennek a pontban ismertetett kétrészes korreldciokhoz.
Mint lattuk, a teljes informdcids jatékoknal a korrelalt egyensulyt (el6zetes megegyezés hi-

anydban) egy megbizhaté harmadik fél segitségével lehetett létrehozni. De a tandcsadds-
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hoz csak a kifizetések ismeretére volt sziiksége. Bayes-i esetben mindkét jatékos tipusara
is szlikség van az optimalis dontéshez, tehat ekkor a jatékosoknak el6bb el kell arulniuk a
sajat tipusukat a harmadik félnek, és ezutdn kapjdk meg a jotandcsot. Vagyis a harmadik
fél egy tobbkomponensti rendszernek tekintheté, amin a jatékosok kiilonb6z6é méréseket
végezhetnek: bemenetként eldruljak a tipusukat (vagy hazudnak réla), kimenetként varjak
a tanacsot. Ha plusz feltételként megszabjuk, hogy a jatékosok a kapott tandcsbél semmi-
lyen informdcidhoz ne jussanak a masik tipusarodl, mdris azt kapjuk, hogy a harmadik fél
valaszainak egy nemjelz6 korreldcié eloszlasai szerint kell alakulniuk.

Vegylik a kovetkezé jatékot [36]]. Aliznak és Bobnak két-két tipusa lehet, és minden
esetben két akcidja, amiket mind egy bittel jellemziink. Az eddigi jelolésekhez hasonléan
Aliz és Bob tipusat x és y, az akcidjukat a és b jelolje. A kifizetés mindkett6jiik szamara 1, ha
a®b=xAy,—1egyébként (lasd a tablazatot). Ezt CHSH jatéknak nevezziik a CHSH
elrendezéshez hasonld struktiraja miatt. Mivel a kifizetések azonosak, Aliz és Bob itt nem
ellenfelek, hanem az ultihoz hasonléan egyiitt kiizdenek egy nem konkretizdlt harmadik
féllel szemben. A kifizetés bindris, amit megfeleltethetiink annak a két esetnek, hogy Alizék
vagy gy6znek, vagy veszitenek.

A vérhato kifizetés, ha egy egyenletes priort tételeziink fel:

U= %;%:u(a, b,x,y)P(a,b|x,y), (3.37)
vagyis a stratégiat jellemzo feltételes valdszintiségek (a viselkedés) linearis fliggvénye.

A vérhato kifizetés attol fliggéen, hogy mit tételeziink fel a valdszintiségekr6l (vagy mit
engediink meg a jatékosoknak), kiilonb6z6 maximumokat vehet fel.

Egy lehetséges feltételezés, hogy a jatékosok lokalis, klasszikusan viselked6 er6forrdsok
birtokdban vannak csak. Ez praktikusan annyit jelent, hogy a jaték kezdete el6tt Gsszebe-
szélhetnek, de a tipusuk megismerése utdn nem csak, hogy nem kommunikdlhatnak, de
semmilyen kiilonleges berendezés segitségét sem vehetik igénybe. Ekkor a viselkedésiiknek
a mar bemutatott lokalis politépon beliil kell maradnia. Az optimumot egy linearis program
adja, ahol a megoldasnak teljesitenie kell a P(a, b|x, y) € P, megszoritast (P, a lokalis po-
litép). A célfiiggvény viszont éppen a CHSH egyenl6tlenség, vagyis ennek maximalis értéke
1/2. A gyakorlatban ezt példaul ugy lehet elérni, hogy mindig a (0,0) akciét valasztjak.

Mivel két egyenletes eloszlasu bit logikai és fliggvénye 3 esetben 0, igy 3/4 valdszinliséggel
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x| y— 0 1

al b—->| 0 1|0 1

0 1 -1 1 -1
0

1 -1 1 |-1 1

0 1 —-1|—-1 1
1

1 -1 1 1 -1
x| y— 0 1

al b—o| O 1 0 1

0 1/2 0 |1/2 0
0

1 0 1/2| 0 1/2

0 1/2 0| 0 1/2
1

1 0 1/2]1/2 o0

3.7. tdblazat. A CHSH jdték kifizetésfiiggvénye (fent) és a PR-doboz, ami az optimdlis nemjelzd
viselkedés (lent). Mivel Aliz és Bob kifizetései megegyeznek, minden pozicioban csak egy szdm

szerepel.
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gyoznek. (De mas optimadlis stratégidk is vannak.) Mivel itt varhatd kifizetést szamolunk,
ezért kaptuk a hagyomanyos 2 érték negyedét.

Vizsgdlhatjuk azt az esetet is, amikor a jatékosok egy megosztott kvantumrendszer ra-
juk es6 részén végezhetnek méréseket a tipusuk megismerése utan, ekkor az optimalizaciét
a valasztott fejezetben megismert) valamelyik kvantumos halmazra kell elvégezni.
Amennyiben legaldbb az egyik jatékosnak csak két tipusa és két akcidja van — a CHSH ja-
tékban ez a helyzet —, akkor az 6sszes fent emlitett kvantumos halmaz egybeesik [46), [18]].
A heurisztikusan megéllapitott maximalis érték +/2/2, ami a Tsirelson-hatar.

A kovetkezé logikus 1épés, hogy a nemjelz6 politépon beliil keressiik az optimumot,
vagyis az egyetlen megszoritds, hogy a jdtékosok nem hasznélhatnak klasszikus informdcié
ataddsara alkalmas eszkozt. Ha jatékosok egymds fénykupjan kiviil tartézkodnak a tipusuk
megismerése és az akcid kivalasztasa kozott, akkor a fizika mai allasa szerint nem lehetséges
a fenti feltétel altal megengedett Osszes korreldcié realizaldsa, de gyakorlatilag megvalésit-
hatd, ha valamilyen kontrolldlt kommunikaciét megengediink a szerepl6k kozott. Persze
ekkor a csalasok megakadalyozdsdban nem hagyatkozhatunk pusztan a relativitdselmélet-
re.

Ha megoldjuk azt a linedris programot, ahol a célfiiggvény jobb oldala és a feltétel
az, hogy P(a, b|x,y) € Py; (Py; a nemjelzé politép), akkor azt kapjuk, hogy az optimum
1. (Ismét, a Bell-egyenl6tlenségek szakirodalmaban ez 4-nek felel meg.) A célfiiggvény
az optimumot a nemjelz6 politép egy olyan cstuicsan veszi fel, ami mind a lokalis, mind a
kvantum tartomdnyon kiviil esik. A megoldds a tabldzat lenti részén lathatd, ez nem
mas, mint a Popescu-Rorhlich (PR) doboz [[47, 4849, [50].

Itt nem feltétleniil kell megéllni. Az informécié kauzalitds ([[13]]) definicidjaban példa-
ul Aliz atkiildhet megszabott szdmu klasszikus bitet Bobnak, de ezzel az irdnnyal ebben a
dolgozatban nem foglalkozunk.

Itt két fontos megjegyzést kell tenniink. El6szor, mivel Aliz és Bob kifizetései megegyez-
nek, ezért a kifizetések maximalizdlasa sziikségszerlien egy ex-ante egyensulyhoz vezet. Ha
nem egyensuly lenne, akkor az egyik jadtékosnak megérné eltérnie, amivel névelné a sajat és
jelen esetben a masik kifizetését, vagyis nem lehettiink a kifizetés maximumaban. Mdsod-

szor, ha egyszer (x, y) rogzitettek (kideriilt a tipus), akkor az ex-post helyzetben a kifizetés
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csakis az akcioktdl fiigg, és az ex-ante egyensuly megfelelé blokkjahoz tartozé P(a, b|x,y)
(esetleg korrelalt) valdszintiségeloszlas egy lehetséges stratégiava valik az (x, y)-hoz tarto-
z0 teljes informacios (rész)jaték szamara. Ekkor feltehetjiik a kérdést, hogy ez a stratégia
egyenstlya-e ennek a bimdtrix jatéknak. A CHSH jdték esetén az optimdlis nemjelzd visel-
kedéshez tartozo eloszldsok az dsszes (x,y) tipusok esetén korreldlt egyenstilyok. Mas széval
egy ex-post egyensulyt értiink el. Intuitive ez a kovetkezot jelenti: A Bayes-i jatékokban
egy fontos feltevés, hogy a jatékosok nem ismerik egymas tipusat, és itt is egy PR-dobozt
hasznalunk ahhoz, hogy a jatékosok az optimadlis stratégiat alkalmazhassak. De a megfigye-
1ésiinkbdl az kovetkezik, hogy a jatékosoknak akkor sem érdemes eltérniiik a PR-doboz altal
javasolt akciétdl, ha megismernék a mdsik tipusat, ami az ex-post helyzet. Ugyanez igaz ak-
kor is, ha kvantumos korrelaciékat engediink, mert a kvantumos optimum a PR-doboz és az
egyenletes eloszlds konvex kombindcidja.

A CHSH jaték konstrukcidjat vizsgalva még egy megfigyelést tehetiink. Ha egy nemloka-
lis er6forrasok szempontjabdl érdekes jatékot keresnénk, és nem ismernénk a CHSH jatékot,
a kovetkez6képp is eljuthattunk volna hozza: el6szor vegyiik a nemjelz6 politép (Py;) egyik
nemlokalis csucsat, ez definial egy viselkedést. Ezutdn a kifizetéseket ugy adjuk meg, hogy
az osszes (x, y) tipushoz tartozé blokkban a hozzatartozé valdszintiségeloszlas a kifizetés
egy korreldlt egyensulya legyen a egyenlet szerint. A egyenlet egy rogzitett
p(a, b) eloszlashoz egy nemiires poliédert definidl a kifizetésmatrixok terében, vagyis vég-
telen sok vélasztasunk lehet. Ezen kiviil a kifizetéseket ugy kell megvalasztani, hogy egy
adott prior (pl. egyenletes eloszlds) esetén a lokdlis politépra vett maximuma kisebb legyen,
mint a nemlokalis csticsban felvett értéke. A konkrét példankban a CHSH jaték legyarthaté
a PR-dobozbdl, ami (szimmetridk erejéig) az egyetlen nemtrividlis nemlokalis csucs a két
bemenet, két kimenet elrendezésben. Mivel a varhaté kifizetés egy linedris fliggvény, és
a kvantum tartomdny egy konvex halmaz valahol a lokdlis és a nemjelz6 kozott, ezzel a
modszerrel j6 eséllyel olyan jatékokhoz jutunk, amik kvantumelénnyel rendelkeznek.

Az 6sszes kvantumeldnnyel rendelkez6 jaték, amirél tudomasunk van, el6allithaté ezzel
a moddszerrel. Példaként megemlithetjiik Brandenburger és La Mura nagysebességli tézsde-
jatékat ([51]]), és Bruckner térbeli tajékozodasi jatékat ([[52]), két jatékot, amit heurisztiku-

san fedeztek fel egymastol fliggetleniil. A két kiilonb6z6 kifizetés levezetheté ugyanabbdl
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a csucsbdl. Az érdekiitkozéses jaték ([[53[]), habar nem egy koordinacids jaték (Aliz és Bob
kifizetései kiilonboznek), szintén koveti ezt a sémat, ugyanazzal a cstccsal, mint a CHSH

jaték. De ezzel a mddszerrel tovabbi jatékok is konstrudlhatdk.

3.2.4. Egy 4j jaték

Konstrukcidonk alkalmazdsdaval bemutatunk egy olyan jatékot, amellyel az irodalomban
még nem taldlkoztunk. Tekintsiik azt az esetet, amikor mindkét félnek két tipusa (bemenet)
és harom lehetséges eredménye (kimenet) van, vagyis |X| =|Y| =2 |A| = |B| = 3. A lokalis
és nemjelz6 politépok szerkezetét a (3.2.2] pontban mdar ismertettiik. Vegyiik ezek koziil a
tablazatban szerepl6, CGLMP tipusu csucsot. Alkalmazzuk erre a|3.2.3| pontban leirt
konstrukcidénkat. Az egyszeriiség kedvéért a kifizetés fiiggvény egyiitthatoi legyenek maguk
a tablazat valdszinliségei. Konnyen beldthatd, hogy ebben az esetben maga a cstcs

minden bemenet-parra korreldlt egyensulyt ir le. Ezt a jatékot az ,Egy kozelebbrdl meg

x| y— 0 1
al b—>| 0 1 2|0 1 2

0 o 0 1/3(1/3 0 0
0 1 1/3 0 0|0 1/3 0
2 0 1/3 0|0 o0 1/3
0 1/3 0 0|0 o0 1/3
! 1 0 1/3 0 |1/3 0 0
2 o 0 1/3| 0 1/3 0

3.8. téblazat. A nemlokdlis politdp egy csticsa, amit egyben a ,,Titkdrné jdték” kifizetéseinek

vesziink.

nem nevezett tdvolkeleti orszdg nagyon konzerativ cégének titkdrngje” jatéknak nevezziik.
(Roviden ,, Titkarné jaték”.)

A mogotte all6 torténet szerint Bob és Aliz egy nagyon konzervativ cég kozépvezetdje és
annak titkarngje. (A nagyon konzervativ fels6vezetésben fel sem meriil annak lehet6sége,

hogy Aliz legyen a kozépvezetd, és Bob az asszisztense. [54]]) A cég irodaépiiletébe két be-
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jaraton lehet bejutni, és reggel harom lehetséges érkezési idépont van, 8:00, 8:03 és 8:06
(amiket mint akcidkat tovdbbra is 0, 1, 2-vel jeloliink). A cég nagyon paranoid biztonsagi
fénoke minden reggel eldrulja az alkalmazottaknak, hogy aznap melyik véletlenszertien ki-
valasztott bejaraton kell bemenniiik, ezt természetesen nem arulhatjdk el masnak. Ezutdn
Aliz és Bob eldonti, hogy mikor érkezzen. A pontozas a kovetkezoképp alakul: ha kiilon
bejaratot hasznalnak, akkor egyszerre kell érkezniiik, hogy Aliz Bob munkakezdésének pil-
lanatdban mar rendelkezésére alljon, de ne fogyassza foloslegesen az d&ramot az épiiletben,
ha a fénoke még nincs ott. Ha ugyanazt a bejaratot haszndljak, akkor semmiképp sem
érkezhetnek egyszerre biztonsagi okokbdl. Ekkor Aliznak lehetéleg Bob el6tt kellene meg-
érkeznie, de nem érkezhet kozvetleniil el6tte, mert ebben a nagyon konzerativ cégben nagy
sértésnek szamit kozvetleniil a f6nok elétt bemenni. Igy Aliz csak akkor érkezhet elbb,
ha Bob 8:06-kor érkezik. Egyébként kozvetleniil utdna kell érkeznie, hogy Bobnak csak
minimdlisan kelljen vérnia rd.

Aliz és Bob nyernek, ha sikeriil betartaniuk a szabalyokat (1/3 pont), veszitenek, ha nem
(0 pont).

Koénnyen lathatd, hogy tiszta lokadlis stratégiak esetén a négy tipuskombindcio koziil leg-
feljebb 3-ban tud Aliz és Bob nyerni, a negyedikben veszitenek, ezért lokalis stratégidk ese-
tén a kifizetés varhato értéke legfeljebb 1/4. Nemjelzo stratégiak estén természetesen semmi
akadalya, hogy a jatékosok mindig nyerjenek, ezért a varhato kifizetés ekkor 1/3.

A lokalis politépnak 6sszesen 12 olyan csticsa van, ami eléri a maximalis varhaté kifize-
tést. De ez a 12 csucs nem alkotja a lokdlis politép egyik oldalat, vagyis ennek a jatéknak a
varhato kifizetését nem lehet Bell-egyenl6ségnek haszndlni. Az a lap ugyanis, amelyikhez ez
a 12 csucs tartozik, 6sszesen 30 csucsot tartalmaz, mégpedig azokat a csucsokat, amikre a
varhaté kifizetés legalabb 1/6, vagyis ahol Aliz és Bob 1/2 valdszintiséggel nyer. Ezt a lapot a
CGLMP-egyenlétlenség [44, [45]] hatarozza megy, melynek egytitthatoit a|3.9|tablazat tartal-
mazza. Lokalis korreldciok esetén ennek maximalis értéke 2. (Ezt azzal a meggondoldssal is
megkaphatjuk, hogy egy egyenléségbe szeretnénk vonni azokat a csicsokat, amik két, illet-
ve hdrom ponton ,taldlnak bele” nemnulla egyiitthatékba. Ehhez a hdrom taldlatos csicsok
negyedik sarkahoz be kell irni egy -1-es egyiitthatét, ami a harmat rogton kettére csokkenti,

és szerencsére a kéttaldlatos csticsokat nem rontja el. Ez a heurisztikus megoldéas csak harom
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kimenet esetén miikodik, tobb dimenzidéban a CGLMP-egyenl6ség bonyolultabb.) Ezek az

x| y— 0 1
al b—-| O 1 2|0 1 2
0 o -1 1 1 -1 O
0 1 1 0O —1|0 1 -1
2 -1 1 O0|—-1 O 1
0 1 -1 0|0 -1 1
! 1 0 1 —-1|1 0 -1
2 -1 O 1 [—1 1 0

3.9. tdblazat. A CGLMP egyenlitlenség egyiitthatdi hdrom kimenet esetén.

egylitthatok mar nem feleltetheték meg egy nemjelz6 cstiicsnak, de ezeket is vehetjiik egy
modositott Titkdrné jaték kifizetéseinek, ahol egyes hibdkat szigoribban biintetnek, mint
madsmilyeneket.

Miutdn a médositott Titkdrné jaték egy Bell-egyenl6tlenségnek felel meg, nyilvanvalo,
hogy kvantumelénnyel rendelkezik. Az eredeti jaték esetén ez mar nem magatol értetodik,
bar mégis igy van. Ez ugyanis a CGLMP cikkben [|44] szerepl6 I korrelacid, és ugyanebben

a cikkben kimutatjak, hogy ezt is meg lehet sérteni kvantummechanikaval.

3.2.5. Egy kivétel: a Vértesi-Bene jaték

Természetesen felvet6dik a kérdés, hogy van-e példa olyan nemlokalis elénnyel rendel-
kez6 Bayes-i jatékra, ami nem koveti a konstrukcidonkat. Ennek megvélaszolasahoz vizsgal-
juk meg a Vértesi és Bene ([[55]]) altal vizsgalt Bell-féle szituacidt, amit arra hasznaltak, hogy
bemutassdk a POVM mérések lehetséges nemtrividlis szerepét Bell-egyenl6tlenségeknél. A
példa kiilonlegessége, hogy Aliznak harom tipusa (vagy mérése) lehet, és csak a harmadik
esetben harom akcidja (vagy mérési eredménye). Az els6 két esetben az akcidk szama ketto.
Bobnak két tipusa és két akcidja van.

AXkifizetés a[3.10] tabldzatban l4thatd, c > 0 egy paraméter. Ennek a lokdlis optimuma 1,
amit a tablazatban megadott lokdlis csucson vesz fel, fiiggetleniil ¢ értékétdl. Vegyiik
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x| y— 0 1
al b-— 0 1 0 1
0 0 —/2|c/2 —c/2
0
1 —/2 0 0 0
0 c/2 0 —c 0
1
1 —/2 0 0 0
0 1/2 —1/2| 1/2 —1/2
2 1 V242 V22 V2—6 V22
7 4 7 4
2 0 0 0 0

3.10. tablazat. A Vértesi-Bene jdték kifizetései. ¢ > 0 egy paraméter.

észre, hogy a félkovérrel szedett blokkok nem korreldlt egyensulyai a megfeleld jatéknak,

vagyis a varhato kifizetést maximalizald lokdlis cstics nem ex-post egyensuly.

x| y— 0 1
al b—|0 1|0 1
0 1 011 0
0
1 0 0]0 O
0 1 0/1 0
1
1 0 0/0 O
0 10 0
2 1 0 0/]0 O
2 0 0/]0 O
3.11. tablazat. Egy optimdlis lokdlis viselkedés a|3.10| tdbldzatban ldthatd jdtékhoz. A félko-

vérrel szedett blokkok nem korreldlt egyensulyai a megfelel6 bimdtrix jdtéknak.

Most hagyjuk el a lokdlis politépot, és nézziik meg a nemjelz6 esetet. Ebben az esetben is
egy linedris programozasi problémat kell megoldani egy rogzitett priorral (ndlunk az egyen-
letes eloszlas). A célfiiggvény természetesen a varhato kifizetés, az elérhetd tartomany pedig

Pys» 2 (2.19) egyenletek dltal meghatdrozott politdp. ¢ > 1 esetén az optimumot a [3.12]
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tablazatban megadott csicson veszi fel a célfiiggvény. Vegyiik észre, hogy az egyik blokk-
ban (Aliz harmadik és Bob els6 tipusahoz tartozéban) a valdszintiségeloszlds nem korrelalt
egyenstlya a jatéknak. Vagyis az ex-ante és az ex-post egyenstilyok kiilonboznek.

Mads hasonlé jatékok esetén (pl. a CHSH jaték) egy optimdlis nemjelz6 dobozhoz valé
hozzaférés elég ahhoz, hogy elérjiik azt az egyenstlyt, amit mar azzal sem lehetne javitani,
ha a szerepl6k megismernék egymads tipusat (nyilt kartyakkal jatszandnak). Ezzel ellentét-
ben a Vértesi-Bene féle jatékban, bar egy nemlokdlis er6forrds noveli a jatékosok nyerési esé-
lyeit, de még nagyobb lenne a varhat¢ kifizetésiik, ha valamilyen kommunikacids csatornan
informdcidt szereznének egymas tipusardl. Ez az effektus a kordbban vizsgalt kétszereplos

nemlokalis jatékoknal nincs jelen.

x| y— 0 1
al b—-|| O 1 0 1

0 1/2 0 [1/2 0
0 1 0 1/2| 0 1/2
0 1/2 0| 0 1/2
! 1 0 1/2(1/2 0
0 1/2 0 |1/2 0
2 1 o 0|0 o0
2 0o 1/2| 0 1/2

3.12. tablazat. Az optimdlis nemjelzo viselkedés a |3.10} tdbldzatban ldthato jdtékhoz ¢ > 1

esetén. A félkovérrel szedett blokk nem korreldlt egyensulya a megfelelé bimdtrix jdtéknak.

Mi torténik, ha a jatékosok egy kvantumdobozt hasznalhatnak? Vértesiék cikke [55]] tar-
talmaz egy példat egy olyan kvantum viselkedésre, ami meghaladja a lokdlis maximumot,
bar nincs bizonyitva, hogy ez optimadlis lenne a kvantumkorreldcidk kézott. Ez a tab-
lazatban lathatd. Aliz elsé két tipusa esetén a CHSH szitudcié ismétlédik, mig a harmadik
tipusnal numerikusan kiértékeltiik az [[55] cikkben megadott konstrukciét. Erdekes mo-
don most Aliz harmadik tipusahoz tartozé egyik blokk sem korreldlt egyensuly (félkovérrel

szedve), vagyis ez a viselkedés nem ex-post egyensuly, de egyszer(i szamitdssal meg lehet

65



x| y— 0 1
al b-—o 0 1 0 1
0 2442 2—2 2442 2—v2
0 8 8 8 8
1 2—/2 242 2—/2 2442
8 8 8 8
0 2442 2—2 2—v/2 2442
1 8 8 8 8
1 2—v2 2442 2442 2—V2
8 8 8 8
0 0.30602 0.12925 | 0.41652 0.01875
2 1 0.18243 0.11444 | 0.00395 0.29293
2 0.01155 0.25630 | 0.07953 0.18832

3.13. tablazat. [55/]-ben ismertetett, a lokdlis optimumhoz képest elénnyel rendelkezd kvan-
tumviselkedés. Az értékeket a cikkbeli eredmények numerikus kiértékelésével kaptuk. A félko-

vérrel szedett blokkok nem korreldlt egyenstilyai a tdbldzatban szereplé jdték megfeleld

bimdtrix blokkjainak.

gy6z6dni rdla, hogy ex-ante egyensuly.
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4. fejezet

Osszefoglalas és kitekintés

A dolgozatban bemutatott eredmények két f6 csoportba oszthatdk: az egyrészli kvan-
tumrendszerekkel kapcsolatban az dllapotmegkiilonboztetés egy alternativ targyaldsat ad-
tuk, mig a kétrészli rendszerek esetében a nemlokalis korrelacidk és a jatékelmélet kapcso-
lataval foglalkoztunk.

Az els6 részben a ROC gorbe kvantumadllapotokra valé alkalmazhatésagat vizsgaltuk.
Megmutattuk, hogyan lehet Osszefliggésbe hozni néhany tavolsdg mérészammal, és be-
vezettiink egy 4j a fidelityhez hasonlé hasonlésagi mértéket, a kvantum-Bhattacharyya-
egylitthatot. A legjelentésebb nyitott kérdés ezzel kapcsolatban a sejtésiink, miszerint két
stiriségmatrix akkor és csak akkor kommutdl, ha a fidelity és a kvantum-Bhattacharyya-
egylitthat6 egyenl6ek.

A kvantumallapot-megkiilonboztetésrél szolo cikkiink [56]] megjelenése utan eredmé-
nyeinket Catherine Medlock, Alan Oppenheim, Isaac Chuang és Qi Ding (valamennyien a
Massachusetts Institute of Technology munkatarsai) altalanositottak [[4] [57]].

A szerzok részben a jelfeldolgozas, részben a kvantummechanika teriiletérdl érkeztek,
de inkabb az el6bbi teriiletnek cimezték a munkajukat, ezért elég részletesen mutatjak be
a kvantummechanikai hatteret. A gyakorlati életben gyakran elé6fordulé azon helyzettel
foglalkoznak féként, amikor a diszkrimindcid két élesen elkiilonithet6 fazisra bonthaté, egy
fizikai mérés/adatgyijtés részre, és egy az adatok alapjan tisztan informatikailag meghozott
dontési részre. Az elsé rész eredménye gyakran egyetlen valds szdm (score variable). A

dontés ezutan lehet példaul egy kiiszobérték szerinti dontés (scorevariable threshold test —
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SVT) vagy egy likelihood alapt (likelihoodratio test — LRT), ez utébbi optimadlis, ha az els6
fazis rogzitett.

A kvantum esetben is lehetséges egy olyan forgatokonyv, ahol rogzitett a (ketténél tobb
értékll) mérési operator, és az utéfeldolgozast valtoztathatjuk. Az igy kapott karakterisztikat
elnevezik Quantum decision operating characteristic-nek (QDOC). A masik lehet6ség a mérés
valtoztatasa, igy kaphatjuk a Quantum measurement operating characteristic-et (QMOC). A
QDOC esetben ismét megkiilonboztethetjiik az SVT és LRT dontési eljardsokat, és megmu-
tatjak, hogy az SVT karakterisztika bar nem optimdlis, de megkaphaté bel6le egyéb input
nélkil az LRT karakterisztika.

A QMOC a kozvetlen dltalanositasa az altalunk vizsgalt ROC gorbének. A szerzék bebizo-
nyitjak, hogy kétdimenziés Hilbert-tér esetén a QMOC egy ellipszis, nagyobb dimenziéban
a projektiv mérésekhez tartozé diszjunkt gorbedarabok, amiket utéfeldolgozassal kiegészit-
hetilink a konvex burkdra. Azt is megvizsgaltak, hogy adott (nem mindig optimadlis) mérési
szitudcidkhoz hogyan lehet olyan ekvivalens POVM-et taldlni, ami Parseval-frame-ek segit-
ségével 1-rangu operatorokat hasznal.

A dolgozat méasodik részében a kétrészes nemlokalis korrelacidk és a Bayes-i jatékok
elméletének Osszefiiggéseivel foglalkoztunk. Részletesebben elemeztiik a 2-2-3-3 politop
szerkezetét, egy szisztematikus eljarast adtunk nemlokalis elénnyel rendelkez6 jatékok el6-
allitasara, amivel az irodalomban talalt (dltalaban magasfokt szimmetriaval rendelkez6)
esetek tObbségét le tudtuk fedni. De egy kivételt is taldltunk, Vértesi és Bene korrelacio-
jat, amit a szerz6k nem kvantumelényos jaték céljabdl vizsgaltak, hanem hogy bemutassék,
rogzitett Hilbert-tér dimenzio esetén altalanos POVM-ek el6nyel rendelkezhetnek a projekt-
iv mérésekkel szemben a Bell-egyenl6tlenségek sértése szempontjabdl.

A dolgozat mésodik részének alapjaul szolgalo cikk a disszertacio elkészitése el6tt nem
sokkal jelent meg, ezért a hatdsarél még kevesebb az informacié. Az altalunk adott konstruk-
cié lehet6vé teszi a nemklasszikus korreldciok tjabb alkalmazdsainak szisztematikus kere-
sését. A Vértesi-Bene jaték dltalunk bemutatott tulajdonsdga arra utal, hogy a nem szimmet-
rikus akcidhalmazokkal rendelkezé Bayes-i jatékok tovabbi kutatdsokat igényl6 strukturdlis

tulajdonsagokkal rendelkeznek.
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5. fejezet
Tézisek

1. Bevezettem a kvantum ROC gorbe fogalmat. Ez a klasszikus ROC gorbe altaldnosi-
tasa, amely részletes képet ad két kvantumadllapot megkiilonboztethetéségérdl. (IV.

publikacid)

2. Definidltam a kvantum-Bhattacharyya-egyiitthatot, amely a fidelity-hez hasonldan egy
hasonldsdagi mérték. Bebizonyitottam, hogy ez a mennyiség teljesen pozitiv leképezé-

sekre monoton né. (IV. publikacio)

3. Konstruktiv eljarast adtam nemlokalis elénnyel rendelkez6 Bayes-i jatékok eléallita-
sara. Az eljards az irodalomban el6forduld legtobb jaték esetét lefedi. (I., II., III.

publikdcidk)

4. A 2-2-3-3 nemjelz6 politép elemzésével bevezettem egy 1ij nemlokalis elénnyel rendel-

kez6 Bayes-i jatékot (EKMNNTKONKCT vagy Titkarné jaték). (I., II., III. publikdcidk)

5. Megmutattam, hogy a Vértesi-Bene Bell-egyenl6tlenség alapjan definidlt jaték ex-ante
és ex-post egyensulyai kiilonboznek. A tobbi, az irodalombdl ismert jaték esetén ezek

az egyensulyok egybeesnek. (I., II., III. publikaciék)
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6. fejezet

Summary

The results presented in this thesis can be divided into two groups. Concerning the single
component quantum systems we have presented an alternative view of state discrimination,
while for bipartite quantum states we have considered the connection between nonlocal
correlations and game theory.

In the first part we have investigated the applicability of ROC analysis to quantum state
discrimination. We have shown the correspondence between the ROC curve and a few
distance measures, and have introduced a new similarity measure similar to the fidelity:
the quantum Bhattacharyya coefficient. The most important open question in this part is
our conjecture that two density matrices commute if and only if their fidelity and quantum
Bhattacaryya coefficient are equal.

Since the publication of our article about quantum state discrimination our results were
generalzed by Catherine Medlock, Alan Oppenheim, Isaac Chuang and Qi Ding (affiliated
at the Massachusetts Institute of Technology) [4, 57]]. The authors’ background is partly in
signal processing, partly in quantum mechanics; their work in argument adopts dominantly
the to the former perspective (and therefore they present the quantum mechanical backg-
round in detail). They investigate the case — often occurring in practice — when the process
of quantum state discrimination can be divided into two clearly distinghuishable parts, the
first is the physical measurement/data collection phase, the second is the decision making
based on the data. The result of the first phase is often a single real value (score variable).

The decision then may depend on a single threshold value (scorevariable threshold test —
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SVT) or a likelihood based one (likelihoodratio test — LRT), the latter is optimal if the first
phase is fixed.

In the quantum case it is also possible to address the scenario when a measurement ope-
rator with more than two outcomes is fixed and the means of postprocessing can vary. In the
cited work resulting characteristcs are termed as Quantum decision operating characteristic
(QDOC). The other possibility is to let the measurement operator vary; then the Quantum
measurement operating characteristic (QMOC) is obtained. In the QDOC case one can again
distinghuish between the SVT and LRT decision procedures; the authors show that altho-
ugh the SVT characteristic is not optimal, one can obtain without any further input the LRT
chararceristic from it.

The QMOC is the direct generalization of our optimal ROC curve. The autors prove that
in case of a two-dimensional Hilbert space the QMOC is an ellipse, in higher dimensions
disjoint pieces of curves tha can be extended to their convex hull by postprocessing.

In the second part of the dissertation we have investigated the correspondence between
two-party nonlocal correlations and Bayesian games. We have analysed in detail the structu-
re of the 2-2-3-3 polytope. A systematic method for generating games with nonlocal advan-
tage has been introduced that covers most of the cases found in the literature. Meanwhile,
an exception is also found: the correlation discovered originally by Vértesi and Bene. The
authors did not investigate this correlation from the game theorethic point of view, their
intention was to demontrate that if the dimension of the Hilbert space is bounded, general
POVM-s may have advantage over projective measurement with respect to violating Bell’s
inequalities.

As the results of the second part were only published recently, we cannot assess yet
their scientific impact. Nevertheless, our construction introduces a new possibility of syste-
matically searching for new applications of nonclassical correlations. The property of the
Vértesi-Bene game demonstrated by us suggests, that games with nonsymmetric action sets

have structural properties that need further investigation.
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solya, Kallus Zsdfia, Kilidan Imre, Kiraly Baldzs, Kiss-Vincze Tamads, Koncz Gabriella, Kondor
Ddéniel, Kumar Preetam, Laczko Jozsef, Li Shuang, Nagy-Csiha Zsuzsanna, Pap Margit, Papp
Agnes, Peyer Zoltan, Rajké Rébert, Rébay Viktor, Reibling Tamas, Simon Ilona, Solymosi
Norbert, Spisdk Sandor, Stéger Jozsef, Szabé Sandor, Tolnai Baldzs, Varga Ibolya, Vattay
Gdbor, Vella Péter, Volgyiné Mirbach Rita, Zavélnij Bogdan, Zheng Tonglin.

K6szonom (a jo tarsasagon tul) Zentai Norbertnek a kézirat nyelvi lektoraldsat, Frigyik
Andrésnak és Zimboras Zoltannak a hazivédésen az el6biralatot.

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Koniorczyk Matydsnak, a tudomanyos
egylittmiikodésiink mellett a maganéleti tdmogatasdért (melybdl csalddja, Ah’zﬂ Lilla és
Emese is kivette részét), és hogy végiil kipréselte bel6lem ezt a dolgozatot.

Végezetiil koszonom Didsi Lajosnak és Geszti Tamdsnak a tobb évtizedes kozos munkat,

'Egy jatékelméleti {rasban illendd kiilon koszonetet mondani Aliznak.
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tdmogatdasukat és a bolcs tandcsokat. (Mellesleg mindketten irtak egy-egy remek kvantum-

mechanika tankonyvet is [[16]],[58]].)
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