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1. fejezet

A statisztika targya,
alapfogalmak

Big data, data science, data analytics, adatelemzés, mesterséges intelligencia mind-
mind olyan kifejezések, melyekkel gyakran és egyre gyakrabban taldlkozhatunk. A
fenti teriiletek mindegyike szorosan kapcsolodik az egyetemeken hagyoményosan
statisztika néven oktatott klasszikus tananyaghoz, kiegésziilve naprakész informatikai,
adatbdzis, vagy programozasi ismeretekkel. A napjainkban keletkez6 rengeteg adat
gyljtése, rendszerezése, elemzése, az eredmények értelmezése és bemutatasa komoly
szakértelmet igényel. Ezek a feladatok hagyoményosan a statisztika témakorébe
esnek, de az adatok keletkezésének gyorsasidga és azok mennyisége miatt a korszerii
adatfeldolgozasi és informatikai ismeretek egyre kevésbé megkeriilhetok. Ebben a
fejezetben a legfontosabb statisztikai alapfogalmakat ismerjiikk meg.

1.1. Sokasag, minta, ismérv

Mint minden tudomanyag, Ggy a statisztika is sajatos nyelvezettel bir, amelynek
elsajatitdsa nélkiilozhetetlen a targy megismerése soran. Fzen a helyen csak
a legsziikségesebb fogalmakat vezetjiilk be. Hagyomanyosan két nagy teriiletet
kiilonboztetiink meg, a leird statisztikdt és a kovetkeztetéses statisztikat. Leird
statisztikarol beszéliink, ha a vizsgdlni kivint emberek, orszagok, vallalatok stb.
elemzendd adatai teljeskértien rendelkezésiinkre allnak. A vizsgalat targyat ilyenkor
(teljes) sokasdgnak hivjuk, az egyes megfigyeléseket pedig &dltaldnosan egyednek.
Statisztikai sokasagnak nevezzilkk tehat a statisztikai megfigyelés targyat képezo
egyedek Osszességét. A sokasdg fogalmilag legfontosabb jellemzd6i altal definidlhaté.
Amennyiben nem teljes korii a megfigyelésiink, akkor mintarél, vagy részsokasagrol
beszéliink.
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Amennyiben egy adott orszdg népességérol szeretnénk informaéciét szerezni,
akkor konnyen tudunk sokasdgi felmérésre és mintavételre is példat hozni.
Sokasagi adatokat szerziink, amikor valamennyi egyedet felmérjiik, példaul
(a Magyarorszagon 10 évente tartott) népszamlélds keretében. Mintdra
vonatkozé adatokat szerziink egy-egy kozvéleménykutatds lebonyolitdsakor. A
két megkozelités f6 elényei és hatranyai ebbdl a példabdl is érzékelheték: a
népszamlalas rendkiviil lassa és koltséges, az eredmények azonban nem figgnek
a mintavételt terhel6 véletlen hatasoktol.

Kovetkeztetéses statisztikdrol akkor beszéliink, ha a sokasdg egésze nem, csak a
sokasagot jol bemutatd, reprezentalé minta figyelheté meg, amibol a sokasagra
szeretnénk koévetkeztetéseket levonni. Az ilyen ,,jol viselked6” mintét reprezentativ
mintanak hivjuk, erre a fogalomra a kés6bbiekben részletesebben visszatériink.
A mintavétel oka jellemz&en az, hogy nincs elegendd eréforrds a teljes sokasig
megfigyelésére. A mintdba keriilés megfelel6 mintavalasztias esetén véletlen
eseményként kezelhetd, igy a kovetkeztetéses statisztika alkalmazasa elott sziikséges
némi valoszinliségelméleti ismeretre szert tenni. Ez a gondolatmenet adja a kurzus
strukturajat: a leird statisztika utan a valdszinliségszamitas, majd a kovetkeztetéses
statisztika alapjai keriilnek targyaldsra.

A minta mérete nem garantalja annak reprezentativitasat. Ennek tipikus példaja
az 1936-os amerikai elnokvalasztds, ahol Alfred Landon és Franklin D. Roosevelt
kozott folyt a versengés. A Literary Digest dltal végzett kozvéleménykutatas
soran 10 milli6 amerikai allampolgart kérdeztek meg, els6sorban telefonon. Végiil
mintegy 2,4 milli6 f6s mintdval rendelkeztek, ami alapjan azt jelezték elére,
hogy Landon folényes gy6zelmet fog aratni. Ez volt minden id6k legdragabb
kozvéleménykutatasa. Egy joval kisebb, mintegy 50,000 f6s minta alapjan George
Gallup sikeresen jelezte elore Roosevelt gy6zelmét.

A Literary Digest kudarcat két f6 hiba, torzitas okozta: akkoriban a telefonos
megkeresés fOképp a gazdagabb rétegeket érte el, igy hidba volt nagy mintajuk,
az nem megfeleléen mutatta be a sokasdgot (szelekcids torzitas), vagyis nem volt
reprezentativ. A mésik hiba a nemvalaszolok figyelmen kiviil hagyésa volt. Ugy
vélték, azok, akik nem valaszoltak, hasonléan fognak szavazni, mint azok, akik
valaszoltak, ez azonban nyilvanvaléan tévedés volt.

A tanulsag: inkabb egy gondosan kivalasztott kis méretli minta, mint egy rosszul
kivdlasztott nagy minta! A mai kozvéleménykutatdsok tobbnyire néhény ezer (jél
kivalasztott) {6t kérdeznek meg.

A sokasdgnak alapvetéen két tipusat szokas megkiilonboztetni. Eszerint beszélhetiink

o 4ll6 (stock) sokasagrol és

o mozgb (flow) sokasigrol.


https://www.qualtrics.com/blog/the-1936-election-a-polling-catastrophe/
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Amennyiben a sokasig egy adott id6pontra (ezt az idSpontot szokds un. eszmei
idépontnak is nevezni) vonatkoz6 dllapotét vizsgaljuk, 4llé6 sokasdgrél beszélink. A
mozgd sokasag folyamatot fejez ki, ebbél kovetkezéen idétartamra értelmezhetd.

All6 sokasag példaul a lakasallomany 2016. oktéber 1-jén: a legutébbi mikrocenzus
adatai alapjan 4 405 ezer darab lakas volt ebben az id6pontban Magyarorszagon.

Mozgb sokasag példaul a 2018-ban felépiilt lakasok szama: a statisztikai
adatszolgaltatasbol ismerjiik ezt az adatot is, 17 681 lakas épiilt az év folyaman
hazankban.

Segithet annak eldéntésében, hogy &all6 vagy mozgd sokasagrol beszéliink, hogy
az adatok Osszegzése értelmezhetb-e. A lakasalloméany esetén példaul a 2015-re
és 2016-ra vonatkoz6 adatok Osszege nem ad helyes eredményt a halmozodas
miatt: a 2016-ban megfigyelt lakasok donté tébbsége 2015-ben is mar létezett.
Ezzel szemben az adott évben felépiilt lakasok szdma esetén tobb év Gsszege is
értelmezheto.

Az all6- és a mozgd sokasig természetesen nem fiiggetlen egymastol. A folyamatok
eredményeit egy adott idépontban mérve mar allé6 sokasigrol beszélhetiink. Példaul
az évente épitett lakdsok szdma (flow) meghatdrozza (a megsziing lakdsok szdméval
egyiitt) egy adott id6pont lakdsilloményat (stock).

A sokasag tartalmazhat

o véges és

o végtelen szamu egyedet.

A tarsadalmi-gazdasdgi vizsgdlatok akkor dolgoznak véges szamu egyeddel, ha
teriiletileg és id6ben pontosan koriilhatarolhaték a sokasdgok. A kiilonféle kisérleti
statisztikdkban, valamint a folyamatok modellezése sordan azonban talalkozhatunk
(legalébbis elvben) végtelen szami egyedet tartalmazé sokasiggal is.

A sokasdgot, vagy mintat leiré jellemzOket véaltozdknak, vagy ismérveknek hivja
a statisztika, a két kifejezést az aldbbiakban szinonimaként fogjuk hasznalni. A
sokasdg egységei (egyedei) az ismérvek hordozo6i. Adott ismérv lehetséges kiillonbo6zé
kimenetelei az ismérvvaltozatok.

Ismérv lehet példaul egy adott népesség esetén az életkor, a nemhez valo tartozas,
a lakohely, vallalatok esetén a termelés értéke, vagy az elektromos energia
fogyasztds id6beli alakuldsa. A lakéhely ismérv esetén az ismérvviltozatok,
valtozdértékek példaul Budapest, megyeszékhely, varos, kozség, stb. lehetnek.

Az ismérvek, vagy valtozok jellegiik szerint harom nagy csoportba sorolhatok:
megkiilonboztethetiink kategérids (mindségi, kvalitativ), numerikus (mennyiségi,
kvantitativ) és id6beli ismérveket.


https://www.ksh.hu/docs/hun/xftp/idoszaki/mikrocenzus2016/mikrocenzus_2016_7.pdf
https://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_evkozi/e_zrs003b.html
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Ismérvek fajtéi:

o mindségi: gazdasigi tarsasdgok jogi formdja (bt, kft, stb.); nem
e mennyiségi: termelési érték; éves jovedelem; életkor

o id6beli: sziiletési év; cég bejegyzésének éve

Amennyiben csak két ismérvvaltozat van, alternativ ismérvrdl beszélhetiink. A
szakirodalomban tobb elnevezés is elterjedt: kétkimenetelti, binaris vagy dummy
valtozoként is taldlkozhatunk veliikk. Alternativ ismérvekkel a késébbiekben még
foglalkozunk Gsszetettebb modszerek esetén.

Az alternativ ismérvek jellemz6en minéségi ismérvek, példdul nem (férfi-ng);
tézsdei cég (igen-nem). Béarmilyen valtozd alternativ ismérvvé alakithatd, a
gazdasagi tarsasagok jogi formajat példaul vizsgalhatjuk ugy is, hogy kft, vagy
nem kft az adott tarsasig.

A numerikus ismérvek esetén megkiillonboztetiink tovabba diszkrét és folytonos
mennyiségi ismérveket. A diszkrét mennyiségi ismérvek szamldlas utjan jonnek létre
(azaz jellemzben a természetes szdmok korét olelik fel az ismérvvaltozataik), mig
a folytonos mennyiségi ismérvek mérés utjan keletkeznek (a valds szdmok kérében
lehetségesek az ismérvvaltozatok).

Diszkrét mennyiségi ismérv példaul a testvérek szdama, ami nem lehet tort, mig
folytonos mennyiségi ismérvként kezeljiik példaul a testmagassagot, ami — feltéve
hogy elég pontos mérbeszkoziink van — végtelen sok értéket felvehet egy adott
intervallumban.

A valtozdk jellegének ismerete, azonositdsa kiilonosen fontos, hiszen az alkalmazandd
elemzési mddszer kivalasztasandl ennek donto jelentésége van.

1.2. Mérési skalak

A valtozé pontos definici6jdhoz tartozik a mérési skala megdallapitasa is. A
szakirodalom négy mérési skalat kilonit el hagyomanyosan, melyeken egyre tobb
miuvelet értelmezheto:

e mindségi ismérvek esetén

— nomindlis: az ismérvvaltozatok csak az azonositast szolgdljak, amelyek
segitségével elvégezhett a jelenségek, folyamatok osztélyozasa. Az egyedeket
aszerint osztalyozzuk ezen a skalan, hogy milyen csoportba, kategoridba
tartoznak. A skaldn a miiveletek kozil csak az egyenléség értelmezhetd,
amely szerint két megfigyelési egység vagy azonos vagy kiloénbo6zo.
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Amennyiben a valtozokat szamokkal kdédoljuk (pl. 1 - férfi, 2 - né), a
kédolas gyakorlatilag tetszéleges. A szamként kdédolt ismérvvaltozatok
kozotti miiveletek =, .

— ordinalis: sorrendiségre vonatkozé relacidk alapjan rangsorba rendezheték
a megfigyelt egyedek. A sorrendi skdldn az egyes egyedek egyméast6l nem
feltétleniil egyenlé tavolsigban helyezkednek el. A szdmokkal torténd
kédolds ebben az esetben mar nem tetszoleges, annak figyelembe kell
vennie az ismérvvaltozatok sorrendiségét (pl. 1 - elégtelen, 2 - elégséges, 3
- kozepes, 4 - j6, b - jeles). Az elvégezhet6 miiveletek kore =, #, <, >.

e mennyiségi ismérvek esetén

— intervallum: a sorrend mellett itt a skdla barmely két pontja kozotti
tavolsag is értelmezhet6. Az intervallum-skdlanak tulajdonsaga, hogy
nem rendelkezik igazi zéré ponttal. Ez azt jelenti, hogy a nulla pont
meghatarozasa onkényes, a zérd érték nem jelenti a tulajdonsag hidnyat.
Az elvégezhetd miiveletek kore =, #, <, >, —, +, azaz az Osszeg és kiilonbség
is értelmezhetd.

— ardny: igazi kvantitativ skala, a numerikus értékek ugy jellemzik
az objektumok, egyedek elrendezédését, hogy azok egyértelmiien
behatarolhatok. A skédlanak igazi zéré pontja van. Mindez azt is jelz
egyben, hogy a nulla érték a tulajdonsdg hidnyat egyértelmiien jelzi. A
skala értékei multiplikativ médon transzformalhaték, barmely két pont
aranya fliggetlen a mértékegységtol, valamennyi matematikai, statisztikai
mivelet elvégezheté az ardnyskdla adataival. Az elvégezheté miiveletek
kore =, #, <, >, —, +, %, /, azaz a szorzas és osztés is értelmezhetd.

Tipikus példak az egyes mérési skalakra:

o nominalis: nem, hajszin, rendszam, irdnyitoszam, allampolgarsag
o ordinalis: iskolai osztalyzat, energiatakarékossagi osztaly, teleptiléstipus

o intervallum: Celsius hémérséklet, tengerszint feletti magassag

o arany: testsuly, testmagassag, arbevétel

1.3. Adatallomanyok

Az egyes egyedek valamennyi valtozé szerinti rendszerezett felsorolasat adatallomanynak
nevezzik. Az adatallomanyokban jellemzbGen joval tobb az egyed, vagy megfigyelés,
mint a valtozd, ezért konszenzusos alapon a sorokban helyezkednek el a megfigyelések,
mig a valtozék az adatdllomany oszlopait alkotjak. A valtozokat nagybetiivel,
altalaban X,Y, Z-vel jeloljik. Az adatallomanyban tarolt adatok jellemzo6i alapjan
hérom nagy csoportot kiilénboztetiink meg;:
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o id8soros adatdllomény: a valtozé értékeinek idérendi (&ltaldban &llandé
frekvencidju - ekvidisztans) felsoroldsa

o keresztmetszeti adatallomény: tobb egyed jellemzéinek egy iddszakra, vagy
id6pontra vonatkozé felsorolasa

o panel adatallomény: tobb egyed jellemzo6inek tébb idészakra, vagy idépontra
vonatkozo felsorolasa

Jelen tananyag elsésorban keresztmetszeti adatalloményok elemzésével foglalkozik,
id6soros adatallomanyokkal csak a legegyszerlibb elemzések erejéig. Az idésoros
adatallomanyokkal a Statisztikai modellezés, majd mesterképzésen a kiilonb6z6
Okonometria targyakban taldlkoznak a hallgaték. A panel adatdlloményok — melyek
otvozik az id6soros és a keresztmetszeti adatok jellemzdit — targyaldsa a doktori
képzés tananyagat képezheti.

A keresztmetszeti adatdlloméany altaldnossagban a kovetkezdképpen néz ki:

1.1. tablazat: A keresztmetszeti adatallomany altalanos alakja

egyed sorszama X Y . 7

1. X, .. Z
2. X, Y, .. Z
t X, Y Z;
N. Xy Yy . Zy

Az 1.1. tdblazatban néhany, a tananyagban sokat hasznalt jelolést is bevezettiink. A
sokasag elemszamat keresztmetszeti adatallomany esetén N jel6li, mig az altalanos
elemet jellemzo6en az i indexszel jeloljiik.

Az 1.2. tablazat a legnagyobb 100 markaértékii brandet tartalmazé adatallomany
els6 néhany sorat mutatja be a Millward Brown becslése alapjan. A valtozok

s sz

c sz

a BrandZ_ 2018.xlsx fajlban érhetd el.

1.2. tdblazat: TOP 100 mérkaérték keresztmetszeti adatalloméany

(részlet)
marka kategoria markaérték hozzajarulas régio
1  Google Technolégia 302,063 magas E-Amerika

2  Apple Technolégia 300,595 magas E-Amerika



http://www.millwardbrown.com/brandz/rankings-and-reports/top-global-brands/2018
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3 Amazon  Kiskeres. 207,594 magas E-Amerika
4  Microsoft Technoldgia 200,987 magas E-Amerika
5 Tencent Technologia 178,990 nagyon magas Azsia

6 Facebook Technologia 162,106 magas E-Amerika
7 Visa Pénziigy 145,611 nagyon magas E-Amerika

Az elemzés megkezdése el6tt minden esetben tisztézni kell, hogy az adatallomany
sokasidg vagy minta. Amennyiben az adatdllomanyunk nem sokasdgként, hanem
mintaként elemzendd, akkor az adatdllomdny megjelenése hasonlé (példdul egy
tablazatkezelben), de a jelolések tekintetében vdltozas, hogy minta esetén n lesz
az elemszam jele, illetve sok esetben a minta elemeit = jeloli X helyett. A 2. és 3.
fejezetekben bemutatott mdodszerek, mutaték sem pontosan ugyanigy alkalmazandok
a két esetben. A mintabdl valé kovetkeztetés modszereit a 8. fejezettdl kezd6dben
targyaljuk.

Az idosoros adatallomanyok ranézésre nem sokban kiilonboznek a keresztmetszeti
adatallomanyoktél, a koénnyebb megkiilonboztetés miatt sok esetben N helyett
T jeloli az elemszamot, illetve ¢ helyett ¢ futdéindexet hasznal sok tankonyv.
Fontos kiilonbség ugyanakkor, hogy mig keresztmetszeti adatdllomanyok esetén a
megfigyelések sorrendje gyakorlatilag irrelevans, addig az id6soros adatalloméanyokban
a megfigyelések sorrendje kotott, jellemzben a legrégebbi megfigyeléstol halad a
legiijabb felé.

1.3. tablazat: Az idésoros adatdlloméany altalanos alakja

idoészak X Y e  Z

1. X, N .. Z
2. X, Y, ... Z
13 X, Y Z
T Xy Yp Zp

A ¢ futéindexet és a tényleges ddtumot/napot/idépontot jellemz&en feltiintetjiik
az id6sori értékek mellett, mig az el6bbi az elemzést, utébbi az értelmezést,
azonositast segiti. Az 1.4. tablazatban a magyarorszagi vendégéjszakak szama
lathat6 2001-2019 k6zott.

1.4. tablazat: Vendégéjszakak szama Magyarorszagon

t  év vendégéjszaka

1 2001 18648
2 2002 18450
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3 2003 18611
4 2004 18899
5 2005 19737
6 2006 19652
7 2007 20129
8 2008 19974
9 2009 18710
10 2010 19554
11 2011 20616
12 2012 21 805
13 2013 22968
14 2014 24434
15 2015 25 888
16 2016 27 629
17 2017 29 769
18 2018 31011
19 2019 31538
Forras: KSH

1.4. Sorok, tablazatok

Statisztikai sornak hivjuk az egyedek egy szempont szerinti jellemzését. A statisztikai
sor egyrészt a valamely vizsgdlandé ismérv szerinti ismérvvaltozatokat, valamint
a hozzdjuk tartozo statisztikai mutatokat tartalmazza. Attél fliggben, hogy a
kivalasztott statisztikai mutatd Osszegezheto-e, megkiilonboztetiink

o Osszehasonlitod és

e csoportositd

sorokat.

A legegyszerilibb ilyen statisztikai mutaté a gyakorisag, amit egyszeri leszamlaldssal
nyeriink. A kévetkezd fejezetekben tjabb statisztikai mutatdkat fogunk megismerni
(pl. atlag, modusz, medidn, szords, stb.), amik segitségével szintén képezhetiink
sorokat, most azonban csak a gyakorisagokat (Fj) tartalmaz6 sorokat tekintjiik
at. Mivel a gyakorisdgok jellemzéen Osszegezhetoek, ezért csoportosité sorokrol
beszéliink. Amennyiben J csoportot hozunk létre (azaz J kiillonbozé ismérvvaltozata
van a vizsgdland6 véltozénak, melyeket jeloljiink Aj-vel), gy a gyakorisdgi sor
altalanos forméja:


http://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_eves/i_oga004.html
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1.5. tadblazat: A gyakorisdgi sor altaldnos alakja

ismérvvaltozat  gyakorisig

Ay Fy
Ay F,
AJ F J
Ay F;
0sszesen N

Vizsgalhatjuk a korabban megismert TOP100 adatallomanyt a vallalat f6 profilja
szerint, ekkor a gyakorisagi sor az alabbi:

1.6. tablazat: A TOP 100 vallalat kategoria szerinti gyakorisdgi

sora
kategoéria gyakorisag
Pénziigy 21
Technolégia 20
Telekommunikacios szolgaltatas 11
Kiskereskedelem 10
Babaapolas 1
Dohany 1
Szallitas 1
Osszesen 100

A gyakorisagi sort jelen esetben a gyakorisdgok szerint csokkend sorban kozoltiik,
ami gyakran kényelmesebb, gyorsabb értelmezést, elemzést tesz lehetové.

Gyakorisagi sorokat jellemzOen kevés ismérvvaltozattal rendelkezd valtozd esetén
készitiink, hiszen ekkor lesz atlathatd, informativ a sor. A leggyakrabban ezek
tehdt kategérids valtozdk vagy diszkrét mennyiségi ismérvek. Lehetséges folytonos
mennyiségi ismérvek esetén is gyakorisagi sorokat késziteni, ebben az esetben azonban
hasznosabb a mennyiségi ismérvet kategorizdlni, err6l részletesebben az osztalykozos
gyakorisagi sorokrdl sz6lo 3.2. fejezetben szélunk.

A statisztikai sorok kozott szokds megemliteni a leiréd sort, ami kiillonb6z8, de
Osszefiiggd statisztikai adatok egyszerli felsorolasat jelenti. Ezek a sorok sok esetben
egy elemzés eredményét jelenthetik, ami természetesen egy 1jabb elemzés bemeno
adataként is szolgalhat, példaul intenzitdsi viszonyszamokat szamithatunk leiré sorok
alapjén (1.5.4. fejezet).
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Az alabbi tablazat Magyarorszag néhany makrogazdasagi adatat tartalmazza a
2020. évre vonatkozdan. Az adatok forrasa a KSH.
1.7. tablazat: Leir6 sor Magyarorszag néhany makrogazdasagi
adataval
mutato érték
Hazassagkotések szama az év elsé felében 26793
Elvesziiletések szdma az év elsé felében 44302
Haldlozasok szdma az év els6 felében 64657
A GDP (nyers) volumenindexe a II. negyedévben 86,4%
Munkanélkiiliségi rata a II. negyedévben 4,6%
Foglalkoztatasi rata a II. negyedévben 68,7%

Statisztikai tablazatnak nevezziik tobb statisztikai sor Osszefiiggd rendszerét. A
statisztikai tablazatok sokkal komplexebb elemzésekre adnak lehetOséget a statisztikai
sorokhoz képest. Attdl fiiggden, hogy hdny sort tartalmaznak, azaz hény véltozd
szerinti informdciét tartalmaznak, beszélink dimenziészamrdl (ilyen értelemben a
statisztikai sor egy egydimenzids statisztikai tabldzat). A gyakorlatban az atlathatésag
miatt leginkabb két- és haromdimenzids tablazatokat alkalmazunk. A tablazat tipusa
a csoportosito sorok szdma szerint lehet:

o egyszerll (nincs csoportositéd sor);

« csoportosité (pontosan egy csoportosité sor);

o kombinéciés (ketté, vagy tobb csoportosité sor).
A sorokhoz hasonldéan gyakran haszndlunk gyakorisdgokat a tabldzatok esetén is
(azaz a gyakorisdgokat nem egy, hanem tobb szempont egyiittes figyelembevételével
hatérozzuk meg), a kétdimenziés gyakorisdgi tabldzat &ltaldnos séméja a 1.8.

tablazatban lathat6 (ahol az A véltozénak J, mig a B valtozénak M darab kiilonb6zd
ismérvvaltozata van):

1.8. tablazat: A gyakorisagi tdblazat altalanos alakja

ismérvvaltozat B, B, .. B,; 0sszesen
A, Fyyo Fip Fipy Fy

Ay Fyy o Fy Fom Fy

4 Fj Fy Fim 8
Ay Fp Fpoo Fyy Fy

Osszesen F, F, .. Fy N



http://www.ksh.hu/
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A gyakorisdgokat tartalmazé tablazatokat kontingenciatéabldzatnak nevezziik. Az

utolsé sorban és oszlopban az Osszesitett gyakorisdgokat tiintetjik fel.

helyett gyakorisagi tablazatot kapunk.

gyakorisagi tablazata

A kordbbi példdnkban a TOP100 brandet csak a vallalati kategéria alapjan
vizsgaltuk. Amennyiben a régiét is figyelembe kivanjuk venni, gyakorisiagi sor

1.9. téblazat: A TOP100 véllalat kategéria és régié szerinti

kategéria/régié  Ausztrélia Azsia E-Amerika Eurépa Osszesen
Pénziigy 2 6 11 2 21
Technolégia 4 16 20
Telekom. 1 6 4 11
Kisker. 2 6 2 10
Babaapolas 1 1
Dohéany 1 1
Szallitas 1 1
Osszesen 2 21 58 19 100

Erdekes megfigyelni az észak-amerikai véllalatok tulsilyat, vagy Eurépa
lemaradésat a technolégiai szektorban Eszak-Amerikéaval és Azsidval szemben.

1.5. Viszonyszamok

A viszonyszamok a legegyszeriibb, de egyben fontos elemzési eszkozeink, melyek az
Osszehasonlitdsban, 6sszehasonlithatosagban segitenek. Az aldbbiakban négy fontos

viszonyszammal ismerkediink meg.

1.5.1. Dinamikus viszonyszamok

A dinamikus viszonyszamok az id6beli Gsszehasonlitasok eszkozei, tehat alapvetéen
id6soros adatallomanyokhoz két6dnek. Két dinamikus viszonyszamot kiilénboztetiink

meg.

o A Dbézisviszonyszdm (B,) valamennyi (¢

1,2,...,T) iddsori értéket egy

kitiintetett id6sori értékhez hasonlitja, ami a leggyakrabban egyszeriien a legelsé
vizsgalatba vont megfigyelés, igy a tankonyvben a tovabbiakban B, alatt ezt
a szamitasi médot értjilkk. Megjegyezziik azonban, hogy a bazisviszonyszam

kotodhet mas megfigyeléshez is.
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Y, Y,
B, =t (B =t ) (1.1)
! Yl ‘ Ybézis
o A ldncviszonyszam (L,) valamennyi (¢t = 2,3,...,T) id6sori értéket az eggyel

megelézé idbsori értékhez hasonlitja. Az els6 megfigyeléshez természetesen nem
tudunk lancviszonyszamot szamitani, igy L, nem hatarozhaté meg.

L,=—* (1.2)

A vendégéjszakédk szamanak elemzése torténhet bazis- és lancviszonyszamok
segitségével. Tekintsiik az els6, 2001-es évet bazisnak. Valamennyi mas évhez
kiszamithatjuk a bazis- és lancviszonyszamokat, alljon itt két év példaként.

A 2009. évhez (t = 9) tartozé dinamikus viszonyszamok:

Y, 18710
Y, 18648

Y, 1871
=1,003 ngﬁ—ﬂ

B —
? Yy 19974

= 0,937

Tlletve a 2018. évhez (t = 18) tartozé dinamikus viszonyszamok:

Y 31011

Y5 31011
Y, 18648

B 18 _
18 Yy, 29769

= 1,663 L;g= = 1,042

Elmondhatjuk tehat, hogy a 2009. évben a vendégéjszakak szama gyakorlatilag
nem véltozott 2001-hez képest (0,3%-os novekedés), sét, elsGsorban a valsdg
hatéséra az el6z6 évhez képest jelentds, mintegy 6,3%-os visszaesést tapasztalunk.
Ezzel ellentétben 2001 és 2018 kozott mintegy kétharmadéval, 66,3%-kal nétt a
vendégéjszakdk szdma. 2017-r6l 2018-ra a novekedés mértéke 4,2%-os volt.

Ne feledjiik, hogy a 0,937 viszonyszam harom kiilonb6z6 médon is interpretalhatoé:
beszélhetiink 6,3%-os csokkenésrél, 93,7%-ra csokkenésrdl, esetleg 0,937-szeresre
csokkenésrél. Hasonldan egy 1,042 érték{i hanyados esetén beszélhetiink 4,2%-
os novekedésrdl, 104,2%-ra novekedésrdl, vagy 1,042-szeresére novekedésrol.
Gyakran okoz gondot a 2 feletti viszonyszam értelmezése, példaul a 2,14-es
viszonyszam 114%-os novekedést jelent!

A két dinamikus viszonyszam egymaéassal szoros kapcsolatban &all, egyrészt a
lancviszonyszam kiszamithaté a megfelel6 bazisviszonyszamok hanyadosaként:

L, = (1.3)
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Maésrészt — amennyiben a bézis az elsé megfigyelt idoszak — a bézisviszonyszam
kiszamithato a lancviszonyszamok szorzataként:

1.5.2. Megoszlasi viszonyszamok

Megoszlasi viszonyszamokat jellemz&en a csoportositott sokasdgban megfigyelt
gyakorisdgokbol szamolunk, az adott csoport gyakorisagat hasonlitjuk a sokasag
elemszaméahoz, azaz részt hasonlitunk az egészhez. A megoszlasi viszonyszdmokat
jellemzden gyakorisagi sorokbdl, vagy gyakorisagi tabldzatokbdl szamitjuk. Az elébbi
esetben a hasznalt képlet:

F.
Gj=—~ :N] (1.5)

dF

J=1

Gyakorisagi tablazatok esetén tobbféle megoszlasi viszonyszam is szamithaté, attol
fliggben, hogy a sordsszesenhez, az oszloposszesenhez, esetleg a teljes sokasighoz
viszonyitunk. Errol részletesebben a késobbiekben lesz sz6, hiszen mélyebb elemzések
alapjairél van szo.

A TOP100 brand példaja esetén kiillonésen konnyli megoszldsi viszonyszamokat
szamitani, hiszen a sokasdg elemszama N = 100. Az észak-amerikai régiéhoz
tartozé megoszlasi viszonyszam példaul

Fep 58
“eA="N =100
Azaz a 100 legnagyobb madrkaértékkel bir6é brandek 58%-a észak-amerikai
székhellyel rendelkezik. Hasonléan kiszamithaté, hogy a brandek 21%-a
els6sorban a pénziigyi szektorban tevékenykedik.

Magyarorszag népessége a legutébbi, 2011-es népszamlédlas alapjan 9937 628 volt,
ebbdl a nék szama 5219 149. A nék megoszlasi viszonyszama tehat
P 5219149

g = N 9937628

= 0,5252

Eszerint a nék a teljes népesség 52,52%-4t tették ki 2011-ben, amibdl az is
kovetkezik — mivel a nem alternativ ismérv — hogy a férfiak részardnya 47,48%.
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1.5.3. Koordinaciés viszonyszamok

Koordinaciés viszonyszamokat jellemzden a csoportositott sokasdgban megfigyelt
gyakorisagokbdl szamolunk, két kiemelt csoport gyakorisagat hasonlitjuk egymashoz,
azaz részt hasonlitunk a részhez. A megoszlasi viszonyszamokhoz hasonléan szintén
jellemzben gyakorisdgi sorokbdl szamitjuk:

F.
Gk = Fz (1.6)

A koordinacids viszonyszamokra lehet példa az egy kiskereskedelmi cégre jutéd
technologiai vallalatok szama a 100 legértékesebb brand esetén.

Ftech _ 20 _

Gkisker _ _ - _
Fkisker 10

tech T

2

Azaz minden kiskereskedelmi vallalatra két technologiai vallalat jut.

A koordindcids viszonyszamot gyakran alkalmazza a demografia, a népesség,
népesedés tudomanya, amikor a férfi és néi népesség aranyat elemzi. Az elézd
példaban kiszamitottuk a nék (és a férfiak) megoszlasi viszonyszdmait, alljon itt
most egy példa a koordinécids viszonyszamra.

et _ Fns _ 5219149

 Fpq 4718479

— 1,106

A koordinaciés viszonyszam alapjan tehat egy férfira 1,106 né jutott 2011-ben
Magyarorszagon. A leggyakrabban emlitett példa az ezer férfira juté nék szdma,
ami természetesen a kapott viszonyszam 1000-rel valé szorzasaval adédik.
Magyarorszagon tehat 1000 férfira 1106 né jutott 2011-ben, azaz ndétobbletet
figyelhettiink meg. Erdemes a szdmitasokat korcsoportonként is elvégezni a KSH
adatai alapjan!

1.5.4. Intenzitasi viszonyszamok

Az intenzitdsi viszonyszam &ltaldban kiilonbozo, de egymdssal kapcsolatban allo
statisztikai adatok hanyadosa, kiszamitasa a nagyon egyszerii

A
== (1.7)

moédon torténik. Az intenzitdsi viszonyszamokat tobb szempont szerint tipizalhatjuk:

e azonos, vagy kiilonb6z6 mértékegységti,


http://www.ksh.hu/nepszamlalas/docs/tablak/demografia/04_01_01_04.xls
http://www.ksh.hu/nepszamlalas/docs/tablak/demografia/04_01_01_04.xls
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e egyenes, vagy forditott,

e nyers, vagy tisztitott

intenzitasi viszonyszamok. Az els6 csoportositas nem szorul kiilonésebb magyarazatra,
pusztan arrél van sz6, hogy a két adat azonos (ekkor gyakran szézalékos, vagy ezrelékes
formaban értelmezhetd a viszonyszam), vagy kiilonb6z6 mértékegységli (ezekben az
esetekben konnyebb felfedezni, hogy viszonyszdmokrol van sz6). Egyenesnek neveziink
egy viszonyszamot, ha annak névekedése kedvezonek tekinthetd, mig ellenkez6 esetben
forditottnak. Természetesen ennek megitélése nem minden esetben egyszeri, erdsen
szubjektiv is lehet.

Egy adott viszonyszam nyers, vagy tisztitott mivolta viszonyitas kérdése. Amennyiben
taldlhaté olyan viszonyitasi alap (B), amely az adott jelenség pontosabb vizsgalatat
teszi lehet6vé, és ez az 11 viszonyitési alap (b) az eredetinek egy részhalmaza, akkor egy
nyers intenzitasi viszonyszam felbonthaté egy tisztitott és egy megoszlasi viszonyszam
szorzatara:

_A_Ab
"B b

I —=. 2
B B

A
ahol tehat — a tisztitott intenzitasi viszonyszam, B pedig egy megoszlasi viszonyszam

(vegyiik észre, hogy ugyan mas jeloléseket hasznaltunk, mint az el6z6 alpontban, de
itt is részt hasonlitunk az egészhez).

A kilénboz6 mértékegységii intenzitdsi viszonyszamra példa lehet az orszagok
népstlirisége, vagy az egy fére jut6 GDP. Az egy fére jut6 GDP-re jellemz6en
ugy tekintink, hogy minél nagyobb a mutatd értéke, anndl jobb az adott
orszag helyzete, ilyen értelemben egyenes intenzitasi viszonyszamrél beszéliink.
Ugyanigy egyenes intenzitdsi viszonyszdm az Egyesiilt Allamokban hasznalt
gépkocsi fogyasztasat jellemz6 mérdszdm, a MPG (miles per gallon). A
mutaté azt méri, hogy egy gallon (~3,8 liter) iizemanyag hdny mérfoldre
(~1,6 km) elegendd. Eurépdban a hasonlé jelenség mérésére forditott intenzitédsi
viszonyszdmot haszndlunk, a fogyasztast liter/100 km mértékegységgel szamitjuk,
ahol természetesen a minél alacsonyabb érték a kedvezo. Ez utobbi példa azt is

s

mutatja, hogy nem minden esetben 1 a nevezében 1év6 mértékegység természetes
egysége.

Egy orszag népesedését mérhetjiik az adott évben sziileté gyermekek szamaval,
ami 6nmagaban is értelmes mutato, ha példaul idésoros adatokon csak az adott
orszdg adatait elemezziik (vegylik észre, hogy az orszagon beliili 6sszehasonlitas
is csak akkor korrekt, ha a népesség szama nem valtozik jelentGsen az adott
id6szakban). Amennyiben azonban orszigok kozotti Osszehasonlitdst kivanunk
végezni, onmagaban a sziileté gyermekek szdma semmi esetre sem alkalmas,
hiszen az 6sszehasonlitand6 orszdgok népessége akar teljesen mas is lehet, ekkor
fordulunk az intenzitasi viszonyszamok felé:




22 1. FEJEZET. A STATISZTIKA TARGYA, ALAPFOGALMAK

[ A gyermekek szama

B népesség szama

Ez a mutaté mar lehetové teszi az 6sszehasonlitast, de bizonyos jellemzéket nem
vesz figyelembe. Néhdny orszidgban egészen eltéré a nemek kozotti ardny (pl.
Kina), ezért pontosabb mutatét kapunk, ha csak a nék szdméval hasonlitjuk
Ossze a sziileté gyermekek szamat. Ekkor mar tisztitott intenzitasi viszonyszamrol
beszélhetiink:

- A A b gyermekek szdma  gyermekek szdma nok szama
===— =

B népesség szama nok szama népesség szama

ahol tehat a nyers intenzitasi viszonyszamot felbontottunk egy tisztitott
viszonyszam és egy megoszldsi viszonyszdm (nék ardnya a népességen belil)
szorzatara.

Hasonl6 logika mentén képezhetd egy tovabbi tisztitott intenzitdsi viszonyszam,
ami esetén nem az Osszes nével, hanem az un. sziiléképes kori nék szamaval
osztjuk a sziileté gyermekek szamat. Ez a mutaté egy fontos demografiai mutato.
Mas gazdasagi események esetén is érdemes elgondolkodni, hogy mi a viszonyitas
megfelel6 alapja.

1.6. Grafikus abrak

A grafikus dbra az elemzések és kozlések fontos eszkéze. A grafikus dbrak felhivjak
a figyelmet a statisztikai adatok altal reprezentalt jelenségek f6 vonésaira, a f6bb
aranyokra, tendencidkra, osszefliggésekre. A statisztikai munka kiilonbo6z6 fazisaiban
fontos szerepet toltenek be a grafikus dbrak. Az dbrazolds célja lehet a jelenségek
kapcsolatait, okait keresd vagy leird célu alkalmazas, dontés-el6készités alatamasztasa,
kozlés és a statisztikai munka belsé eszkozeként torténd alkalmazés.

A grafikus abrak éridsi fejlédésen mentek keresztiil az informatika térhéditasaval,
elegendd csak a gyakran haszndlt infografikakra, egzotikus grafikonokra gondolni.
Jelen tananyagban csupdn a legfontosabb és konnyen elkészitheté (figyelembe véve az
alkalmazott szoftvert) dbrdk emlitésére, illetve a legfontosabb alapelvek bemutatésara
szoritkozunk.

Az egyszerlibb abratipusok k6zé tartoznak:

o oszlop- és szalagdiagramok: jellemz6en 6sszehasonlitdsra, vagy az oszlopdiagramot
tartam id6sorok dbrézolasara hasznédlhatjuk (ritkdbban).

o vonaldiagramok: idésorok abrazolasara alkalmazzuk.
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o kordiagramok: gyakorisigok és/vagy megoszlasi viszonyszdmok abrazoldsét
teszik lehetévé, de alkalmazasuk nem javasolt, mert az adott kategéria
nagysagat egy szog reprezentalja, amit az emberi szem nem érzékel olyan
pontosan, mint pl. a hossztusagot.

e pont- vagy xy-diagramok: két mennyiségi ismérv kapcsolatdnak vizsgalatara

alkalmazzuk.

A kés6bbiekben t6bb specidlisabb dbratipust is megismeriink, ezeket itt csak
megemlitjiik, a kés6bbi fejezetekben részletesen bemutatjuk 6ket:

o boxplot (3.1. fejezet)
o hisztogram (3.2. fejezet)

o Lorenz-gorbe (3.4. fejezet)
Az dbrakészités legfontosabb alapelvei szerint az abra legyen:

o attekintheto

e célorientalt és homogén
e a lehetd legegyszeriibb
o rekonstrualhaté

o optikailag semleges

1.7. Excel tippek
Hasznos Excel fiiggvények:

« DARAB
« DARAB2
« DARABTELI

Hasznos Excel funkcidk:

o Abszolit és relativ hivatkozasok =A27

2l &2

El Rendezés
¢ Sorbarendezés


http://www.ksh.hu/statszemle_archive/2002/2002_01/2002_01_022.pdf

24

1. FEJEZET. A STATISZTIKA TARGYA, ALAPFOGALMAK

Y

o Sziirg Szlré

Ha numerikus adatokon végziink szlirést ajanlott a Szamszlirék hasznalata.
Fontos, hogy a Sziir6 alkalmazdsa csak elrejti a kisziirt sorokat, nem torli azokat!
Ha szirt adatallomanyra szeretnénk Excel fiiggvényt alkalmazni, célszerti és
nagyon fontos a szirt adatallomanyt (j munkalapra masolni, amelyen mar nem
szerepelnek elrejtve a kisziirt sorok.

o

Kimutatas

o Kimutatas

A Kimutatds funkcié kivaléan alkalmazhaté gyakorisagi sorok és gyakorisagi
tdblazatok elkészitésére. Amennyiben a ismérvvaltozatonkénti gyakorisagok
helyett més statisztikdkat szeretnénk megkapni, ezt az Ertékmezé-bedllitasok
opciéval tudjuk beéllitani.

<l - 1~
I ,—? - e 1'%
7 :

[ | i’ =
FiLl I ] | |

Ajanlott
. < v,' I-_." MA >
e Abrak beszirasa diagramok




2. fejezet

Sokasag leirasa egy ismérv
alapjan

Az el6z6 fejezetben megismertiik a statisztika alapvetd fogalmait. Ebben (és a
kovetkez6) fejezetben a sokasdg leirdsdnak maddszereit ismerjiik meg. Mivel a mindségi
ismérvek esetén jelenleg nem tul széles az eszkoztdrunk (a gyakorisdgi sorok,
gyakorisdgi tdbldk képzésén til), ezért a konnyebben kezelhetd mennyiségi ismérvek
felé fordulunk. Egyelore célunk egyetlen valtozé szerinti feldolgozas, a valtozdk kdzotti
kapcsolatok vizsgalata a kés6bbiekben ezekre az alapokra épiilhet.

A fejezetben tehdt célunk egy (potencidlisan nagy, akar tobb millié megfigyeléssel
rendelkez6) sokasig egyetlen véltozdjdnak néhdny mutatéval torténd leirdsa.
Természetesen amennyiben rengeteg szamot néhany szamban prébalunk témoriteni,
adatvesztés fog torténni. Azokat a mutatdkat keressiik, melyek ennek ellenére jé képet
nytjtanak a sokasdgunkrol.

2.1. Statisztikai muveletek

Ahogy azt mar lattuk, a valtozdkat nagybetiikkel jeloljitk, amennyiben csupan egyetlen
valtozordl van szo, mint ebben a fejezetben is, azt jellemzden X jeloli. Az aldbbiakban
néhany egyszert miiveletet, vagy ami fontosabb, azok jelolését mutatjuk be:

o felsorolds (a sokasag i. elemének jele: X;)

o leszdmlélas (a sokasdg elemszaménak jele: N)

o rangsorolds (a sokaség i. legkisebb elemének jele: X ;)

e rangszam készitése: 1j valtozd létrehozasa, mely az adott ismérvvaltozat
emelkedé rangsorban elfoglalt helyét mutatja (R)

25
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N
o Osszegzés (az Osszegzés miivelete: Z X, Zf\;l X, vagy > X,)
=1

N
. . /” N
o szorzas (a szorzds miivelete: | I X, [, X5, vagy [1X;)
i=1

2.2. Kozépértékek

A kozépértékek az adatok tendencidjat, elhelyezkedését probaljak megragadni. A
kozépértékekkel kapcsolatos lehetséges elvarasok:

o kiOzepes: ez alatt azt értjik, hogy a sokasig kozepére jellemzd, nem pedig
szélsOséges értéket keresiink,

o tipikus: legyen a kozépérték jellemzd a sokasag elemeire,

e jol értelmezhetd: jelentése legyen intuitiv, konnyen megérthetd,

e egyszerlien meghatarozhaté legyen,

e robusztus: a kozépérték a sokasag kis megvaltozasara ne legyen tul érzékeny, azaz

stabil legyen.

A kozépértékek egyike sem felel meg minden kritériumnak, az egyes mutatok egy vagy
tobb szempont szerint jobb, més szempontok szerint gyengébb jellemzdkkel birhatnak.
Az alfejezet végén visszatériink az elvardasokra az egyes konkrét kozépértékekkel
kapcsolatosan, értékeljiik, melyikre melyik a jellemzé.

A kozépértékeket két nagy csoportra szokas bontani:

o szamitott (szdmtani, harmonikus, mértani, négyzetes kozép) és

« helyzeti (médusz, median)

kozépértékeket kiillonboztetiink meg. Az alabbi alfejezetekben a fenti hat kozépértéket
mutatjuk be részletesebben.

2.2.1. Szamtani kozép

A szamitott kozépértékek koziil a szamtani kozép a legismertebb, gyakran nevezziik
szamtani atlagnak, vagy egyszertien atlagnak. A szadmtani kozepet p-vel jeloljik, a
mindenki altal ismert és alkalmazott formula segitségével szamitjuk ki alapadatokbol:

N
_ 21:1 Xi

- (2.1)

I
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azaz (ha a sokasig elemei felsoroldsként adottak) a sokasidgi megfigyelések Osszege,
osztva a sokasag elemszaméval. A szamtani atlag definiciéja tulajdonképpen az, hogy a
szamtani dtlagot az eredeti (dtlagolandd) értékek helyébe {rva az Osszeg dlland6 marad.
Azaz ha mind az N megfigyelés p értéket venne fel, akkor az 6sszeg Np értéki, ennek
kell megegyeznie az eredeti megfigyelések > X, Osszegével. Az egyenléség felirdsabol
egyszeriien ad6dik a (2.1) egyenlet.

Amennyiben a sokasdg nem az elemei felsorolasaval adott, hanem példaul egy diszkrét
numerikus ismérv egy gyakorisigi tdblazata segitségével, akkor a (2.1) formula tn.
stulyozott alakjat kell alkalmaznunk, ahol a stlyokat a gyakorisagok adjak és a stlyok
Osszege a sokasag elemszamat adja vissza.

. FX;
p="r7— abol ) F;=N
J

Szamitsuk ki az dtlagos brand értéket a TOP100 marka esetén!

YN X, 302,063 + 300,595 + -+ + 12,456

—4
N 100 3,835

i

Azaz az dtlagos markaérték 2018-ban a TOP100 markaérték esetén 43,8 millidrd
dollar. Mas megkozelitésben, ha mind a 100 méarka esetén 43,8 millidrd dollar
lenne a markaérték, a TOP100-ra Gsszesitett markaérték akkor lenne egyenls a
valésadgban megfigyelt Gsszeggel.

2.2.2. Mértani kozép

A mértani, vagy geometriai kozép azokban az esetekben hasznélatos, amikor nem
a megfigyelések Osszegét szeretnénk, hogy allandé legyen, hanem a szorzatuk, azaz
olyan adatok esetén, amikor az Osszegzés helyett a szorzatszerii Osszefiiggésnek
van relevancidja. Elegend6 az el6z6 fejezetben megismert lancviszonyszamokra
gondolni, ahogy a (1.4) formula esetén is lattuk, szorzatszerlien kapcsolédva a
bézisviszonyszamot adjak vissza. Logikusan a lancviszonyszamok atlagat mértani
kozéppel szamitjuk. A geometriai k6zép formuléja:

N
pe= A J[X: X.>0 (2.2)
i=1

azaz valamennyi pozitiv megfigyeléstinket 6sszeszorozzuk, majd N-dik gyokot vonunk.
A mértani kozép esetén fennall, hogy a mértani kozepet az atlagolandé értékek helyébe
irva a szorzat allandé marad. Ebben az esetben is el6fordulhat, hogy a silyozott
formulara van sziikségiink, ha gyakorisagok segitségével allnak rendelkezésre az adatok:
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Hg = N“HXJFJ
J

A napi, vagy éves hozamok szorzatszeriien kapcsolédnak egymadshoz, hiszen
tulajdonképpen az elézé idészaki adathoz hasonlité lancviszonyszamokrél van
sz0: ha a mai hozam 2%-os volt, akkor ez azt jelenti, hogy a pénziigyi eszkoz
arfolyama 2 szazalékkal emelkedett a tegnapi értékhez képest, igy a mai
lancviszonyszam egytuitthatés alakja 1,02. Legyen egy adott részvény elmult 5
évben realizélt éves hozama -10%, 15%, 7%, 3%, 14%. Ekkor az atlaghozam

N
g = A ] X; = $/0.9-1,15-1,07- 1,03 - 1,14 = 1,05393

=1

Vegyiik észre, hogy a hozamok egytitthatés formajaval szamoltunk, az atlagos
hozamra 5,39% addédott. A szamtani atlagra ugyanezen adatokbol 1,058, azaz
5,8% adddna. Melyik megkozelités ad pontosabb képet? Ennek eldontésére tegyiik
fel, hogy 100 dollar értékben vasaroltunk részvényt az elsé év elején. A kezdeti
veszteség utdn emelkedett a részvényiink értéke és az 6todik év végén 130,0368
dollart ért a befektetésiink. Amennyiben 100 dollart 5,393%-os éves kamatra
helyeztiink volna el a bankban, majd lejaratkor tjra és tjra befektettiink volna
azonos kamatra, pontosan ennyi pénziink lenne. 5,8%-os éves hozam esetén ez
nem 4&ll fenn, a szdmtani kozép itt tehat nem ad pontos képet. A két kozép
formulaval szamitott eredmény kozott annal kisebb a kiilonbség, minél kozelebb
vannak a hozamok a 0-hoz, illetve a ldncviszonyszamok az 1-hez. A pénziigy
terliletén gyakran szamitanak un. loghozamokat az elméletileg helyes mértani
kozép szamitas megkeriilésére.

2.2.3. Harmonikus k6zép

Ahogyan azt lattuk, a szamtani ko6zép esetén az Osszeg, mig a mértani kozép esetén
a szorzat alland6. A harmonikus kozép esetén ez a kifejezés a reciprokosszeg, aminek
els6 rédnézésre nincs nagy gyakorlati haszna, azonban sok esetben ez a megfeleld
atlagformula, ha viszonyszamokbdl kivanunk kozépértéket meghatarozni. Nagyon
gyakori hiba ebben az esetben is a szamtani kozép alkalmazasa, amely akar komoly
torzitasokat is eredményezhet. A pozitiv valds szdmokra értelmezett harmonikus
kozép formula:

fy = ——— X, >0 (2.3)

N 3
Zi:l z;

illetve silyozott forméjaban:
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N
2

Hp =

e

J

Tegyiik fel, hogy egy gépkocsi egy 6rédn keresztiil 10 km/h, egy érdn keresztiil
20 km/h, egy 6ran keresztiil pedig 30 km/h sebességgel halad. Mekkora az
atlagsebessége? Mivel azonos ideig halad mindharom kiilonb6z6 sebességgel,
sulyozas nélkiil, egyszerti szamtani kozepet szamitva valaszolhatunk, hogy az
atlagsebesség 20 km/h. Szémitdsunkat ellenérizhetjiik is, az els§ érdban 10, a
masodikban 20, a harmadikban 30 km-t tett meg, azaz 6sszesen 60 km-t, 3 éra
alatt.

Mi a helyzet, ha a feladatot némileg médositjuk: egy gépkocsi 10 km-t tesz meg 10
km/h, 10 km-t 20 km/h, Gjabb 10 km-t 30 km/h sebességgel? Ebben az esetben
nem alkalmazhatjuk a szdmtani kozepet, a helyes megoldds nem 20 km/h, hanem
a harmonikus kozép formulajat kell alkalmaznunk:

N 3030
“h_zj%_%+;—g+%_1,8333

= 16,3636

Talan intuitivebb, ha gy gondoljuk végig: 6sszesen 30 km-t tett meg a gépkocsi,
az els6 10 km-t 1 éra alatt, a méasodikat fél 6ra alatt, a harmadikat pedig 20 perc
alatt, Osszesen tehat 1 éra 50 percet (1,8333 Orét) vett igénybe az tt, azaz az
atlagsebesség 16,3636 km /h.

A gazdasidgi életben gyakran van szikség viszonyszamok, héanyadosok
atlaganak meghatdrozdsara. A fenti példa emlékeztesse az olvasét arra,
hogy ne automatikusan a szdmtani koézépre gondoljon! Amennyiben a stilyok a
viszonyszam szamlaléjanak mértékegységében vannak megadva, a harmonikus
kozép a megfelel6 dtlagformulal

2.2.4. Négyzetes kozép

A négyzetes, vagy kvadratikus kozép esetén a négyzetosszeg allandé. Inkabb csak
a teljesség kedve miatt emlitjiikk meg ezen a helyen, 6nmagéban ritkan alkalmazott
kozgazdasagi teriileten, a 2.3. fejezetben azonban alkalmazni fogjuk egy fontos
szOorédasi mérészam esetén, ahol vissza fogunk utalni rd. A kvadratikus kozép

formulaja:
N
| 2 X2

amiben tehat a megfigyelések négyzete szerepel, innen szarmazik a kozép elnevezése.
A silyozott formula az aldbbi:
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> FX?
M= TN

2.2.5. Helyzeti kozépértékek

A médusz az egyik helyzeti kozépérték, definiciéja szerint a leggyakrabban eléforduld
sokasagi megfigyelés. A moédusz leginkdbb a kevés ismérvvaltozattal rendelkez6
valtozok esetén alkalmazhat6. Ez a kozépérték kivételes olyan szempontbol, hogy
minGségi ismérvek esetén is alkalmazhaté. Folytonos mennyiségi ismérvek esetén
gyakran el6fordul, hogy minden megfigyelésiink egyedi, ilyen esetekben a modusz
nem értelmezhetd. Mas esetekben eléfordulhat, hogy tobb olyan ismérvvaltozat van,
amihez ugyanaz a legnagyobb gyakorisag tartozik, ilyen esetekben a moédusz nem
egyedi, azaz t6bb mddusz is elképzelhetd.

A medidn definiciéja szerint kozépsé értéket jelent a sorba rendezett sokasagban. A
kozéps6 elem megtaldldsdhoz mas-més képletet haszndlunk, ha N péros (bal oldal),
vagy péaratlan (jobb oldal).

s
vz
+
s
[z
+
=

Amennyiben N péaros, valéjaban minden, X (¥) és X, (N 11) kozotti szam median,
csupan matematikai ,egyezség”, hogy a két , kozéps6” szam atlagat hivjuk
medidnnak.

A median az eredeti adatok mértékegységében azt az értéket adja meg, amelynél a
sokasig elemeinek fele nagyobb, fele kisebb. Ujfent fel szeretnénk hivni ré a figyelmet,
hogy — a jeloléseknek megfeleléen — a sorba rendezett megfigyelések koziil kell
kivalasztanunk a kozéps6(ke)t a medidn meghatirozasiahoz!

A TOP100 brand érték esetén a sorba rendezéssel nincs mar dolgunk, hiszen
rangsorolva latjuk a megfigyeléseket, pont abbdl a szempontbél (mérkaérték),
ami alapjan mediant szeretnénk szamitani. Mivel N = 100 paros, ezért

Xwy+X(xy1)  Xgoy+ X51) 23,633 4 22,958
2 - 2 B 2

Me = = 23,2955

Azaz az 50. helyezett HSBC és az 51. helyezett YouTube markaértékének az
atlagat vessziik, a median mintegy 23,3 millidard dollar. Ez azt jelenti, hogy a
TOP100 markak felének 23,3 milliard dollar alatti, felének pedig ennél tébb a
markaértéke.
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2.2.6. Kozépértékek tulajdonsagai

Ebben a pontban attekintjiik a leggyakrabban hasznalt koézépértékek néhany fontos
tulajdonsdgat. A pozitiv megfigyelésekre szamitott kozépértékek esetén érvényes a

iy < g << pg (26)

egyenl6tlenség, azaz azonos adatokon szamitott harmonikus kozép a legkisebb, a
kvadratikus pedig a legnagyobb. Természetesen az adatok jellege hatarozza meg, hogy
melyik kozépértéket alkalmazzuk, ahogy ezt korabban lattuk. Az egyenlség abban és
csak abban az esetben teljesiil, ha az atlagolandé értékek megegyeznek.

A szadmitott kozepek koziil a szamtani kozép az, amit a legtobb gazdaségi életben
eléfordulé ismérv esetén alkalmazunk. A fejezet elején emlitett szempontok szerint
vizsgdljuk meg tehdt a szdmtani kozepet, valamint a két helyzeti kozépértéket (az
értelmezhetéség és a konnyl kiszdmithatdsdg kovetelményének mindhdrom mutatod
megfelel). Definicié szerint a medidn kozepes, a mdasik két kozépértékrél ez nem
feltétleniil mondhat6 el. A médusz tipikus, de a szdmtani kozép és a medidn akar
olyan értéket is felvehet, ami a sokasdgban nem taldlhaté meg. A két helyzeti
kozépérték robusztus, egy, vagy néhany kiugro érték nem, vagy csak alig befolyasolja
értékiiket, ami a szamtani k6zéprél nem mondhaté el. A fentieket foglalja Gssze az
alabbi tablazat.

2.1. tablazat: Kozépértékek jellemzése néhdny szempont szerint

kozepes tipikus robusztus

szamtani k6zép nem feltétleniil nem feltétleniill nem
moédusz nem feltétlenill igen igen
median igen nem feltétleniil igen

Osszességében tehat tgy tiinik, hogy a szdmtani kozép, vagy révidebben étlag nem
teljesit tul jol a vizsgalt szempontokbdl, mégis ez a leggyakrabban alkalmazott
kozépérték, amit talan az alabbiakban bemutatott jellemz6ok némileg magyaraznak:

1. az atlagtol mért eltérések Gsszege zérus: konnyen belathatd, hogy ha minden
sokaséagi érték tavolsdgat eldjelesen megmérjitk az atlagtol, akkor nullat kapunk

Xy =+ Xy—p)++Xy—p) =) X;—Np=0 (2.7)

?

M=

2. négyzetes minimum: ez a tulajdonsag a kovetkezd tényt takarja: ha azt a szamot
keressiik, amelyik (négyzetes értelemben) egyszerre van a legkdzelebb minden
sokasdgi megfigyeléshez, akkor az pontosan a szamtani kozép
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(X, — A + (X, — A+ 4+ (Xy—A) S min= A =puy (2.8)

3. linearis transzformalhatésag: amennyiben az X valtozét linearisan transzforméljuk
(konstanssal eltoljuk (b) és szorozzuk (a)), akkor az 0j Y véltozd szadmtani
kozepe kiszamithaté azonos transzformalt segitségével

py = apx +b (2.9)

Az utolsé tulajdonsig a szamtani kozépre, valamint a helyzeti kozépértékekre is igaz,
de a tobbi szdmitott kézépértékre nem!

Itt jegyezziik meg, hogy amennyiben a négyzetes tavolsag helyett az abszolut
tavolsdgot minimalizaljuk a (2.8) képlethez hasonléan, azaz a

X, — Al + | Xy — A+ + | Xy — A] = min = A = Me (2.10)

minimumot keressiik, akkor kideriil, hogy a kifejezést minimalizdlé érték pontosan
a median.

Osszefoglalva: a kozépértékekkel kapcsolatosan meg kell jegyezniink, hogy a
leggyakrabban hasznalt kézépérték a szamtani kozép, vagy atlag, elsésorban kedvezo
matematikai tulajdonsidgai miatt. Nem szabad azonban elfeledkezniink a medianrol
sem, amely az atlaggal ellentétben nem érzékeny a kiugré értékekre, igy olyan
sokasagok esetén, ahol ez elképzelheto, érdemes az atlag mellett a medidn kozlése is.
A két alapveté helyzeti kozépérték mutatd egymashoz viszonyitott elhelyezkedése is
fontos jellemz&it mutatja meg a sokasdgnak, ahogy azt a késébbiekben latni fogjuk.

2.3. Szorodasi méroszamok

A legfontosabb kozépértékek attekintése utan figyelmiinket egy masik jelenség, a
szorédas fogalma felé forditjuk, ami egyszertien azt jelenti, hogy a sokasagi elemek,
megfigyelések egymdstdl eltérnek, nem azonosak, ennek az eltérésnek a mértékét (a
homogenitést, vagy épp a heterogenitast) pedig a statisztika mérni szeretné.

A sz6rbédéas mérésére szolgald néhany mutatét tekintiink at az alabbiakban. A mutatok
korét a 3.1. fejezetben tovabb bévitjiik.

2.3.1. Terjedelem

A legegyszer(ibb szérédési mérészam a terjedelem (R), ami a sokasig legnagyobb és
legkisebb értéke kozti tavolsagot méri:
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ahol a mér megismert jeloléseket alkalmaztuk. A mutaté gyorsan meghatarozhato,
azonban kevéssé robusztus, egyetlen kiugré érték nagy hatassal van értékére.

A terjedelem konnyedén szamithato:
R = Xy — X1 = 302,063 — 12,456 = 289,607
A legkisebb és legnagyobb markaérték kiilonbsége tehat mintegy 289,6 millidard

dollar, vagy ugy is fogalmazhatunk, hogy barmely két markaérték kozotti a
kiilonbség nem nagyobb mint 289,6 milliard dollar a TOP100 brand esetén.

2.3.2. Atlagos abszolut eltérés

Az 4tlagos abszolit eltérés () mutatdja a szérddas jelenségét mar nem az értékek
egymastol vett tavolsaga, hanem egy kitiintetett kozépértéktol, az atlagtol vett
tavolsdg alapjan méri, méghozza ahogy a neve is mutatja, a tavolsdgot abszolut
értékként kezelve. Ahogy azt a (2.7) formula alapjin 1attuk, az abszolit érték nélkiili
tavolsdgok Osszege zérus lenne! Az igy kialakitott képlet:

1
5= 31Xl (2.12)

A mutaté mértékegysége a megfigyelt adatok mértékegységével egyezik meg, intuitiv,
konnyen értelmezhetd, nem idedlis matematikai tulajdonsigai (az abszolit érték
fiiggvény nehezen kezelhet6 sok esetben) miatt azonban nem terjedt el a gyakorlatban.

Az atlagos abszolit eltérés kiszamitasahoz valamennyi sokasagi értékbdl ki kell
vonnunk az atlagot, majd a kiilonbségek abszolut értékeinek atlagat kell venniink:

1
6= N Z |Xi - M| =
_ 1
~ 100
+ |12,456 — 43,83513|) = 33,1659

(302,063 — 43,83513| + 300,595 — 43,83513| + --- +

Az egyes markaértékek tehat atlagosan 33,17 millidrd dollarral térnek el az atlagos
markaértékt6l a TOP100 vallalatot tekintve 2018-ban (abszolut értelemben).

Az atlagos abszolut eltérés esetén jogosan vetddik fel (ldsd (2.10)), hogy miért az
atlagtél, miért nem a medidantdl vett eltérést vizsgaljuk. A statisztikdban létezik
természetesen ez a mutatdszam is, ahogy az atlagos eltéréseket barmely kozépértéktol,
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akar a moédusztél is vizsgalhatnank, ezek azonban jéval ritkdbban alkalmazott
mutatészamok, mint az atlagos abszolut eltérés.

2.3.3. Szoéras, variancia

Az abszolut érték fiiggvény helyett az atlagtol vald eltérések elGjelének kezelésére a
négyzetre emelés is hatékony. A mutatét hivhatnank atlagos négyzetes eltérésnek is,
de olyan gyakran alkalmazott mutaté (sokak szerint a statisztika nem az 4tlagok,
hanem a szérasok tudoménya), hogy révidebb nevet kapott: szérds (o). A képlete:

o= 1/5 X (X - (213)

A négyzetre emelések, majd a gyokvonds miatt a mutaté mértékegysége szintén
megegyezik az eredeti sokasdgi valtozd mértékegységével.

Gyakran dolgozik a statisztika a szérds négyzetével, a variancidval (o?), ami
onmagidban nem értelmezhetd, a gyokvonas hidnya miatt a mértékegysége sem
relevans. Sok Osszefliggésben azonban a variancidk szerepelnek, igy a fogalom
megismerése mar most fontos.

A variancia kiszadmitdsdhoz valamennyi sokasdgi értékbél ki kell vonnunk
az atlagot, majd a kiilonbségek négyzeteinek atlagat kell venniink. A szérés
kiszamitasahoz gyokot kell vonnunk a variancidabol.

1 2
2 = p—
=N Z (Xi—w)" =
= 15 ((302,063 — 43.83513)" + (300,505 — 43.83513)" + -+
+ (12,456 — 43,83513)2) = 2911,81

A variancia értéke tehat 2911,81, amit nem értelmeziink, a gyoke o = 53,9612.

Az egyes markaértékek tehat atlagosan 53,96 millidrd dollarral térnek el az atlagos
markaértéktél a TOP100 vallalatot tekintve 2018-ban (négyzetes értelemben).
Szembetling az atlagos abszolut eltérés és a széras nagyon hasonlé értelmezése
(de kiilonboz6 a szamszerti érték). A két mutatd kozotti kulonbséget a tavolsig
mérésének modja adja.

Maér ezen a helyen ki szeretnénk emelni, hogy a (2.13) képlet csak az alapsokasdgbdl
szamitott szords esetén helytalld. Ahogyan azt a 8.2.3. fejezetben litni fogjuk, a
mintabdl szamitott szérds képletének logikdja a fentitdl némileg eltér. A legtobb
szoftverben ezért a széras kiszamitdsahoz két kiilonbozé képlet is tartozik.
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2.3.4. Relativ szoras

Amint azt lattuk, a széras mértékegysége megegyezik az eredeti adatokéval, igy ha
két sokasdgot, vagy egy sokasdgot két valtozd heterogenitdsa, szorédésa alapjan
szeretnénk Osszehasonlitani, akkor az eltéré mértékegységek, vagy egyszeriien a
valtozok kiilonb6z6 nagysagrendje miatt ezt nem tehetjitkk meg. A relativ szérds éppen
arra szolgal, hogy Osszehasonlithatova tegyiik ezeket a mutatékat. A relativ szoras
a sokasig szérasat a sokasagi atlaghoz viszonyitja, altaldban szézalékos formaban
értelmezziik, illetve feltessziik, hogy az atlag nem 0.

V= (2.14)

o
I

A relativ széras mutatéjat a korabbi eredmények alapjan szamitjuk ki.

p_o_ 539612 o,
u 43,83513

A relativ szérds mutatdja 1,23, vagy 123%. Az egyes mérkaértékek az dtlagos
mérkaértéktol tehdt atlagosan 123%-kal térnek el. Amint azt a példa is mutatja,
a mutato értéke akar 1 feletti is lehet, ebben az esetben nagyon erds szérédast,
azaz heterogenitast figyeliink meg.

2.3.5. Szoéras tulajdonsagai

Ebben az alpontban a szérds — mint a leggyakrabban alkalmazott szér6déasi mutatd —
néhany tulajdonsigat, illetve a szérashoz és a variancidhoz kapcsolodd Osszefliggést,
fogalmat mutatunk be.

1. A variancia szamlalojat eltérés-négyzetosszegnek nevezziik, angol neve sum of
squares, gyakori roviditése SS. Az eltérés-négyzetOsszeg fontos szerepet fog
jatszani a késobbi tanulményok soran, itt csupan annyit jegyziink meg, hogy a
variancia szamlalojaban 1évé zardjelek felbontasaval az alabbi formulat kapjuk:

N
SS=> (X, — = X} Np? (2.15)
=1

2. A (2.15) Osszefiiggésbdl egyszertien adodik az tn. variancia &tlagfelbontés
képlete. A variancia tehat kifejezhet6 a megfigyelések négyzetes kozepének
és szamtani kozepének segitségével, méghozzd a két kozép négyzetének
kiilonbségeként. A képlet gyakorlati jelent&ségét tobbek kozt az adja, hogy
szamitasigénye elmarad a (2.13) formulaétol, igy a variancia (és a szords)
meghatarozisa gyorsabb.
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N
S8 Y, X?
O'QZW:$*M2:N37:U’2 (216)

s sz

hatasat a variancidara! Mivel a b konstanssal valé eltolds a szamtani atlagot is
eltolja, pontosan b-vel (lasd (2.9)), az atlagtdl vald atlagos eltérések (széras)
nem valtoznak. Ezzel szemben az a-val valé szorzas a’-szeresére valtoztatja a
varianciat és |a|-szeresére a szérast. Képletszeriien:

ha Y = aX + b, akkor 0% = a?0% (1) (2.17)

2.4. Sokasagi elhelyezkedés

Gyakori feladat, hogy egy adott megfigyelés sokasagi elhelyezkedését kell vizsgalnunk,

e sz

leggyakrabban alkalmazott két médszert mutatjuk be réviden.

A z-score az adott egyed &tlagtdl vett tavolsdgat méri szérasokban, gyakran
standardizalt értéknek, vagy magyarul sztenderdizalt, vagy z-értéknek hivjuk,
kiszamitasa

(2.18)
moédon torténik. Amennyiben értéke

e 0, akkor a megfigyelésiink épp atlagos,

e pozitiv, akkor a megfigyelésink atlag feletti,

o 1, akkor a megfigyelésiink épp egy szérasnyival van az atlag felett,

o mnegativ, akkor a megfigyelésiink atlag alatti,

o —1, akkor a megfigyelésiink épp egy szorasnyival van az atlag alatt.
A sokasdg Osszes megfigyelését sztenderdizdlva (a hozzdjuk tartozé z-értékeket
kiszdmitva) egy olyan 1ij, sztenderdizalt valtozét kapunk, amelynek atlaga 0, szérdsa
1, ezért a sztenderdizdlt valtozdk kiillonosen alkalmasak arra, hogy két sokasdgban
talalhaté értékek elhelyezkedését hasonlitsuk Ossze. A z-értékeket gyakran alkalmazzuk

kiugro, szokatlan értékek keresésére is. Hiivelykujjszabédlyként a —3 alatti és 3 feletti
értékeket kiugrd értéknek tekinthetjik.
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Egy masik gyakran alkalmazott transzformécié a minmax normalizalds, azt mutatja
meg, hogy az adott érték mennyire esik kozel a minimumhoz, illetve a maximumhoz,
maés szoval a sokasag teljes terjedelmén beliil hol helyezkedik el. Kiszamitasa a

X, —min(X X;—X
Y, = i mm(. ) __ Nt (2.19)
max(X) —min(X) Xy — X

formulaval lehetséges. A formula valamennyi megfigyelést a 0-1 zart intervallumra
transzformal, az 1 kozeli értékek a maximumhoz vannak kozel, mig a 0 kozeliek a
minimumhoz.

Vizsgéljuk meg, hogy az Apple markaértéke hol helyezkedik el a TOP100-on beliil.
A hozza tartozo z-érték

7 _ Xi—p _ 300,595 — 4383513
e 53,9612

= 4,758

azaz az Apple markaértéke mintegy 4,76 szorasnyival az dtlagos markaérték felett
van. Ez azt jelenti, hogy kiugré, nem szokésos értékek kozé sorolhatjuk. A minmax
normalizalt értéke

_ X;—min(X) 300,595 — 12,456
i max(X) —min(X) 302,063 — 12,456

=0,9949

azaz nagyon kozel van az egyes, maximalis értékhez.

2.5. Excel tippek

Hasznos Excel fliggvények:

o Kozépértékek: ATLAG, MERTANL.KOZEP, HARM.KOZEP, MODUSZ.EGY,
MEDIAN

A MODUSZ.TOBB Excel fiiggvény képes a moéduszt abban az esetben is
megtaldlni, ha az nem egyedi, azaz to6bb médusz is van. A MODUSZ.EGY
fliggvényt egyszerlibb hasznalni, azonban csak azt a moéduszt adja vissza,
amelyik az adatallomédnyban ,elébb” fordul el6, azaz az eredmény figg a
megfigyelések sorrendjétél. A MODUSZ.TOBB egy tn. témbfiiggvény, amit az
ENTER helyett a CTRL4+SHIFT+ENTER  billentytikkel kell meghivni.

o Sz6rédas: MIN, MAX, ATL.ELTERES, SZOR.S, VAR.S

« Sokasagi elhelyezkedés: NORMALIZALAS (a fiiggvény a z-score szamitasat végzi
el)
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Hasznos Excel funkcidk:

o Az Adatelemzés meni Leird statisztika eszkoze SiAdaiclomees

Az Adatelemzés meniiben t6bb hasznos elemzd eszkoz taldlhaté. Ezt az
Adatok fiilon érhetjiik el, ehhez a ,Bedllitdsok/Bdévitmények” opciét vdlasztva
aktivalnunk kell az Analysis ToolPak b&vitményt. A Leiré Statisztika eszkoz
Osszesit6 Statisztika bedllitdsa tobb ebben és a kovetkezd fejezetben targyalt
mutaté értékét kozli. A szérasndl és a variancidnal nem pontosan a sokasigi
értékeket adja meg, igy alkalmazdsa csak kell§ kortiltekintéssel ajanlott!




3. fejezet

Sokasagi eloszlas alakja

Az eléz6 fejezetben megismertiik a f6bb kozépérték és szorédas mutatdkat. Most azt
vizsgaljuk meg, hogy ezeken a mutatékon til milyen més moédszerek vannak a sokasag
lefrasara, az egyes megfigyelések hogyan helyezkednek el az atlag koriil, az atlagnal
alacsonyabb, vagy magasabb értékek a jellemz&bbek, hogyan helyezkednek el az adatok
a minimum és a maximum koézott. A hasonld kérdéseket Osszefoglaléan a sokasagi
eloszlas alakjanak vizsgalataval végezziik el.

Bizonyos sokasagok szimmetrikusak, abban az értelemben, hogy az atlag alatt és felett
a megfigyelések kozel hasonlé médon helyezkednek el. Ez alatt azt értjiik, hogy ha egy
populédcidban az atlagos testmagassag 175 centiméter, akkor a 165 és 185 centiméter
koriili egyedek koriilbeliil azonos szamban fordulnak eld, de ugyanez igaz a 160 és 190
centiméter koriili egyedekre is. Ezt a tulajdonsagot az eloszlas szimmetridjaként fogjuk
emliteni. A szimmetria egyik jellemz&je, hogy az atlag és a medidn kézel helyezkednek
el egymashoz.

Mas sokasdgok esetén a fenti megfigyelés nem igaz, példaul a jovedelem esetén van
egy erds alsé korlat (pl. a mindenkori minimdlbér), de a fels6 hatdr nem ilyen erds,
néhdnyan extrém (nagy) jovedelemmel rendelkeznek. Ahogy azt a 2.2.6. fejezetben
lattuk, a néhany magas megfigyelésre az atlag érzékeny, mig a medidn nem, ezért az
ilyen eloszlasok esetén az atlag jelentésen meghaladja a median értékét. Ezt az esetet
pozitiv ferdeségnek, vagy jobboldali aszimmetridnak nevezziik ebben a tankényvben.
Természetesen a masik irdanyt aszimmetria is elképzelhet6, amikor a szimmetria
hianyat alacsony, vagy lefelé kiugré értékek okozzak. Ezt negativ, vagy baloldali
ferdeségnek nevezziik.

A sokasagokat jellemezhetjiik az alapjan is, hogy a megfigyelések mennyire tomoriilnek
az atlag kozelében, vagy esetleg mennyire egyenletes az megoszlds a minimum és a
maximum kozott. A jelenséget csticsossdgnak/lapultsdgnak nevezzik.

A sokasagi eloszlds alakjat harom kiilonb6z6 megkozelitéssel vizsgaljuk a 3.1., 3.2. és
3.3. alfejezetekben, ahol részletesebben kitériink arra, hogy az adott médszerrel hogyan

39
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mérhetd a szimmetria és a csicsossag. Ehhez elére definidlunk 6t kiillonb6z6 sokasagot,
amiket az alfejezetekben tanult médszerekkel vizsgalunk:

1. szimmetrikus, nem tul lapos, nem tul csticsos
2. szimmetrikus, lapult eloszlas

3. szimmetrikus, csiicsos eloszlas

4. jobboldali aszimmetria, csticsos eloszlas

5. baloldali aszimmetria, csticsos eloszlas

A fejezetet egy specidlis témakor, a koncentracié jelensége, mérési modszerei zarjak.

3.1. Kvantilisek

A kvantilisek egyik tagjaval, a medidannal mér taldlkoztunk a 2.2.5. fejezetben, amit
sokasdgi felez6pontként definidltunk. A sokasdgot azonban nem csak két, hanem
akar tobb egyenld részre tudjuk bontani, ezeket az altaldnos osztépontokat hivjuk
kvantiliseknek. Attél fiiggden, hogy hény részre osztjak a sokasagot

o tercilis (harmadol6 - jele T, ¢=1,2),

o kvartilis (negyedeld - jele Q, ¢=1,2,3),
o kvintilis (6t6dol6 - jele K, k= 1,2,3,4),
o decilis (tizedel§ - jele D; d=1,2,...,9),

o percentilis (szdzadol6 - jele P, p=1,2,...,99)

névvel illetjiik a kvantiliseket. A tercilis tehat példaul hdrom egyenld részre bontja a
sokasdgot, abban az értelemben, hogy mind a hdrom harmadban a sokasdg (kozel)
azonos szamu eleme taldlhaté. A sorba rendezett értékek koziil tehat egy adott
algoritmus alapjan azokat az értékeket hatarozzuk meg, melyeknél a sokasagi egyedek
harmada kisebb, illetve nagyobb. Tercilisb6l tehat ketté van, jelik T és T5,. A
leggyakrabban alkalmazott kvantilisek talan a kvartilisek, azaz a negyedel6pontok.
Definici6 szerint @), azt az értéket jeloli, amelynél a megfigyelések negyede kisebb,
haromnegyede pedig nagyobb, elnevezése els6, vagy alsé kvartilis. A mésodik kvartilis
egyben a median, a fels6, vagy harmadik kvartilis jele (J5. Hasonléan definidlhatunk
0t0dold és tizedel$ osztépontokat, amibdl rendre 4, illetve 9 értelmezhets. A
legéltalanosabb (hiszen valamennyi fent emlitett kvantilis el6éllithaté specidlis
eseteként) nevesitett kvantilis a percentilis, azaz szdzadolé pont, ennek segitségével
tetszéleges szazalékos felosztas készithetd a sokasagrol.
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Fontos tehat, hogy két szomszédos kvantilis kézott mindig a sokasag adott hanyada
(harmada, negyede, 6tode, stb. talalhaté), az azonban nem feltétleniil igaz (s6t, szinte
soha nem igaz!), hogy a szomszédos kvantilisek kozotti tavolsidg azonos. Ne felejtsiik
el, a fejezetben a cél a sokasagi értékek elhelyezkedésének vizsgédlata, az osztépontok
elhelyezkedése, tavolsdga pontosan az az informécid, ami segit ezt megérteni.

Amennyiben ,kézzel” szeretnénk példaul kvartiliseket meghatdrozni, gy nagyon

hasonléan jarunk el, mint a medidn (ldsd 2.2.5. fejezet) esetén, az alsé kvartilis

1 3(N+1
-edik, mig a fels6 kvartilis esetén a %

értéket keressiikk meg. Amennyiben a képletek egész sorszamot adnak meg, Ggy meg
is talaltuk a keresett értékeket. Ahogy mar a median esetén is megkiilonboztettiik a
paros és paratlan elemszamu sokasigokat, gy ebben az esetben a néggyel vald osztasi
maradék alapjan négy esetet is megkiilonboztethetnénk. A helyzet tovabb bonyolédik,
ha példaul percentilist szeretnénk meghatarozni.

esetén a sorba rendezett sokasag

A legegyszeriibb, ha az aldbbi (némileg 6nkényes) elvet kévetjiik tetszéleges kvantilis
kozelité kiszamitdsa esetén:

e amennyiben a keresett érték sorszama egész, gy egyszeriien valasszuk ki az
adott értéket a sorba rendezett sokasdgban,

e« amennyiben a keresett sorszam ,5-re végzodik, vegyiikk a két szomszédos
megfigyelés atlagat (ahogy a medidnndl is tettiik),

o minden mas esetben kerekitsiik a sorszamot a legkozelebbi egészre és az annak
megfeleld elemet valasszuk a sokasagbdl.

Egy masik lehet&ség az lenne, ha aranyositandnk a két szoban forgé megfigyelés
kozotti tavolsagot. Lathatd, hogy tobb kiilonb6z6 elv, algoritmus van a kvantilisek
kiszamitasara, ennek megfeleléen Excelben két, mig az R-ben 9, némileg eltéro
eredményt adé fiiggvény keriilt implementalasra, a koztiik 1év6 kiillonbség taglalasa
meghaladja tananyagunk kereteit.

Tegyiik fel, hogy a kvartiliseket keressiik egy N = 11 elemil sokasdgban. Ekkor
N+1

= 3, azaz a sorba rendezett sokasig 3. eleme, a
3(N+1)

az alsé kvartilis sorszama

6. eleme a median, és minthogy =9, a 9. elem a fels§ kvartilis. Ujra

nyomatékositani szeretnénk, hogy nem a kvartiliseket és a mediant szamoltuk ki,
csupan a keresett sokasdgi elemek sorszamat!

N +1
Legyen most a sokasag N = 20 elemi. Ekkor a fenti szabéalyok szerint Z_ =
N +1
5,25, ami kerekitve 5, azaz az 6todik elemet keressiik, mig M = 15,75,

azaz a 16. elemet keressiik és azonositjuk ¢ket kvartilisként.
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Ne felejtsiik el, hogy az egyszer(i kerekités helyett mas szabalyok is vannak, azaz
ha szoftverrel szamitjuk a kvantiliseket, némileg eltéré eredményeket kaphatunk!

Amint azt mar emlitettiik, gyakran alkalmazzuk a kvartiliseket, egyrészt azért mert
a kvartilisek tavolsagara épiil egy szoérddasi mérészam, az interkvartilis terjedelem,
masrészt egy gyakran hasznalt statisztikai abra, a boxplot is felhasznalja az értékeket.

Az interkvartilis terjedelem kikiiszoboli a terjedelem mutaté azon hibajat, hogy tul
érzékeny a kiugréd adatokra, az interkvartilis terjedelem ugyanis csak a sokasag kozépso
50%-4anak terjedelmét vizsgdlja:

IQR = Q3 — Q, (3.1)

Az interkvartilis terjedelem mutatéjanak mértékegysége megegyezik az eredeti
adatok mértékegységével. Amennyiben a sokasdg nem szérodik, azaz minden eleme
megegyezik, az IQR mutat6 értéke 0 (az allitas forditva nem feltétlentil igaz).

A boxplot (a magyar doboz diagram kifejezés nem igazdn terjedt el) a sokasig o6t
jellemz8 értékének (five number summary) grafikus megjelenitése, amely alkalmas
kiillonb6zé sokasagok, vagy csoportok eloszlasanak Osszehasonlitdsara. Az abranak
tobb, kissé eltérd valtozata is 1étezik, de az valamennyi esetben ko6zos, hogy az aldbbi
ot érték feltiintetésre kertil:

« Xa

'Ql
o Me

[ X(N)

Az dbra felépitése egy @, és Q4 kozotti dobozbdl (innen az elnevezés), a medidnnal
egy ezen athaladé vonalbdl, valamint a dobozbdl kinyilé ,bajszokbdl” (angolul
box-and-whisker plot néven is ismert) 4ll a minimum és a maximum irdnydban.
Néhany szoftver a medidn mellett az atlagot is jeloli egy ponttal, vagy kereszttel,
illetve sok esetben a kiugré értékekként érzékelt megfigyelések (lasd 2.4. fejezet, bar
az outliereket dltaldban nem a z-score, hanem az IQR segitségével azonositjdk) is
kiilonallé pontokként szerepelnek, ami miatt a bajusz révidebb lesz. A boxplotokat
vizszintesen és fiiggblegesen is rajzolhatjuk. A 3.1. dbrdn a fejezet elején definialt &t
sokasag boxplot abrajat tiintettiik fel, ezek emlékeztetoiil:

1. szimmetrikus, nem tul lapos, nem tul csticsos
2. szimmetrikus, lapult eloszlas

3. szimmetrikus, csiicsos eloszlas
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4. jobboldali aszimmetria, csticsos eloszlas

5. baloldali aszimmetria, csticsos eloszlas

3.1. dbra. Kiilonb6z6 eloszlassal rendelkez6 sokasdgok alapjan készitett boxplotok

A TOP100 brandérték példankra visszatérve: azt mar korabban lattuk, hogy
az atlag (43,835) jelent6sen meghaladja a medidnt (23,2955), tehdt varhatéan
jobboldali aszimmetriardl fog taniskodni a boxplot. A terjedelem kiszdmitasdnal
(2.3.1. fejezet) lattuk, hogy a minimum 12,456, a maximum pedig 302,063, azaz
a median joval kozelebb helyezkedik el a minimumhoz, mint a maximumhoz.
Az als6 kvartilis értéke mintegy 17,6 (a pontos érték az alkalmazott képlettél
fiigg), mig a felsd kvartilis mintegy 41,4 millidrd dolldr. Azaz a TOP100
markaértékkel rendelkezo vallalatok negyedének értéke 17,6 milliard dollar alatti,
haromnegyediiknek ezt az értéket meghaladja, illetve a véllalatok negyedének
haladja meg az értéke a 41,4 millidard dollart. A TOP100 brandérték alapjan
késziilt boxplotot mutatja be a 3.2. abra. Mig bal oldali abra egy kiugr6 értékeket
killon nem jelolo, fiiggolegesen elhelyezkedé boxplot, addig a jobb oldalon
a kiugronak {itélt megfigyeléseket pontokkal jeloltiik a vizszintes tengelyen
helyeztiik el az abrazolandé értékeket.

Osszefoglaléan tehat a kvantilisek tetszoleges osztépontokat jelolnek, melyek
onmagukban is alkalmasak elemzésre, a leggyakrabban a kvartiliseket hasznalja a
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Markaérték (mrd USD)

J\‘H
Mérkaérték (mrd USD)

3.2. dbra. A mérkaértékek boxplotja

statisztika, els6sorban a boxplot megalkotasara. A boxplot alakjabol kovetkeztetiink a
sokasagi megfigyelések elhelyezkedésére, a jobboldali aszimmetria esetén hosszi jobb
oldali (vagy fenti) bajuszt és akdr sok kiugro értéket latunk. A sokasdg lapult, ha mind
a doboz, mind pedig a bajszok viszonylag nagyok, illetve cstcsos, ha a box (vagyis az
interkvartilis terjedelem), vagy valamelyik bajusz nagyon révid. Ne feledjik, barmely
két szomszédos kvartilis k6zott a sokasag elemeinek negyede talalhaté meg!

3.2. Osztalykozos gyakorisagi sor

Arra, a fejezet elején feltett kérdésiinkre, hogy milyen struktiraban helyezkednek el
az adataink, egy masik megkozelités, és egy masik statisztikai dbra is valaszt adhat. A
megkozelitést osztalykozos gyakorisagi sornak, az dbrat pedig hisztogramnak hivjuk.

Mig a 3.1. fejezetben taglalt kvantilisek esetén a két szomszédos kvantilis kozott
talalhaté sokasagi elemek szama allandé, és az informdciét az 6 tavolsaguk hordozza,
addig az osztalykozos gyakorisagi sorok esetén épp forditott a megkozelités:
(alapesetben) azonos tévolsdgra 1évé pontokat jeloliink ki, majd azt vizsgaljuk, hogy
hany darab sokasagi megfigyelés esik az igy kialakitott kategéridkba, vagy mas széval
osztalykozokbe. Az igy kialakitott statisztikai sort osztdlykozos gyakorisdgi sornak
nevezzilk. Tananyagunkban egyenlé hosszlisagi osztalykozos gyakorisagi sorokra
koncentralunk, de elvileg készithetiink egymastol eltéré hossziisdgi osztalykozoket is.

Az osztalykozos gyakorisdgi sor &dltaldnos séméja a 3.1. tébldzatban lathatd, J
osztalykoz feltételezésével. Az elsd osztdlykoz alsé és az utolsé osztalykoz felsd
hatara azért keriilt zaréjelbe, mert ezek gyakran nyitottak, azaz nincsenek megadva,
példaul az X{dsa értékkel egyenls, vagy attol kisebb valamennyi megfigyelés az els6
osztalykozbe tartozik.
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3.1. tablazat: Osztalykozos gyakorisagi sor

osztalykoz gyakorisag

(Xalsé) _ Xfelsc’i Fl
1 1

alsé fels6
X2 - X2 F2

X(a]ulsc’) _ (}gf]els(’ﬁ) FJ
Osszesen N

Az osztilykozok szédmédnak, valamint az osztalykozok hatdrainak meghatdrozaséra
nincs egyetlen jé6 megoldas, néhany fontos szempont az aldbbiakban foglalhaté 6ssze:

o tipikusan ajanlott egyenld hossztiisagu osztalykozok alkalmazasa,

o Attekinthetd, egyértelmii, teljes (nyitott alsé és fels§ kozok) legyen az
osztalykozos gyakorisdgi sor, minden megfigyelés pontosan egy osztalyba
tartozzon, azaz tisztazni kell az osztalykoz hatérra es6 megfigyelések helyét,

« lehetbleg ne legyenek tires (0 gyakorisdgl) osztalykozok, ami néhdny extrém
kiugré értéknél jelenthet gondot, erre szintén megoldéas a nyitott osztalykoz,

o ,szép” osztdlykoz hatdrok (az Excel jellemzden ezt a kritériumot nem teljesiti,
mas szoftverek, pl. az R igen), ami alatt azt értjik, hogy lehet6ség szerint kerek,
vagy kevés tizedessel rendelkezd, jol azonosithatd tortek legyenek a hatarok,

o tobb kiilonbo6zé szabdly /képlet is van az osztalykozok szdméra vonatkozdan, {6
szabélyként a minél tobb adat, megfigyelés egyre részletesebb (t6bb osztalykozt
tartalmaz6) gyakorisagi sort engedélyez.

Az osztalykozos gyakorisagi sorhoz tartozd statisztikai dbra neve hisztogram, mely
a vizszintes tengelyen az osztalykozoket tartalmazza, mig a fliggéleges tengelyen a
gyakorisagokat.

A 3.3 dbra alapjan jol lathatd, hogy nagyon kiilonb6z6 sokasagi eloszldsok képzelhetéek
el, itt is ugyanazokat a sokasigokat abrazoltuk hisztogram segitségével, mint a
boxplotok segitségével a 3.1. abran:

1. szimmetrikus, nem tul lapos, nem tul cstcsos

2. szimmetrikus, lapult eloszlas

3. szimmetrikus, csiicsos eloszlas

4. jobboldali aszimmetria, csticsos eloszlas

5. baloldali aszimmetria, csticsos eloszlas
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3.3. dbra. Kiilonbo6z6 eloszlassal rendelkezd sokasagok alapjan készitett hisztogramok
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Készithetunk gyakorisagi sort a TOP100 vallalat markaértékei alapjan. Legyenek
az osztalykozok 40 milliard dollar hossztiak, és az elsé osztalykoz kezdddjon
0-tol! (Vegyiik észre, hogy mdas értékeket is valaszthattunk volna, rdaddsul a
példank nem is teljesiti az tires osztalykozokkel kapcsolatos szempontot!) Ekkor
a gyakorisagi sor:

3.2. tablazat: Osztdlykozos gyakorisdgi sor a TOP100 adatok
alapjan

osztalykoz gyakorisag

-40] 74
(40-80] 1
(80-120]
(120-160]
(160-200]
(200-240]
(240-280]

(280-
Osszesen 100

N ODND NN OtW

Az osztalykozok kialakitasakor a hatdrokat ugy &llapitottuk meg, hogy a 40
millidrdos érték még az elsé osztalykozbe esik, a 40 milliard feletti, 80 milliardig
bezardlag a méasodikba, sth. A hatdrra esd értékek hovatartozdsat érzékeltettiik
a ]| és ( jelek alkalmazdsaval. A TOP100 véllalat markaértékeire vonatkozd
hisztogramok a 3.4. abran lathaték, két kiilonb6z6 osztalykoéz hossz esetén,
azonos adatok alapjan. Mindkét hisztogram alapjan elmondhaté, hogy eros
jobboldali aszimmetria figyelheté meg. Mig a baloldali abra talan tdl sok, rovid
osztalykoz alapjan, addig a jobboldali a fenti tdblazatban szereplé adatokbol
késziilt.

00 00 300 ) 100 200
Mirkaérték (mrd USD) Mirkaérték (mrd USD)

3.4. dbra. A markaértékek hisztogramja
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A nem egyenld hosszisagu osztalykozok esete meghaladja tananyagunk kereteit,
azonban a példdban is latott erés aszimmetria esetén alkalmazasa sziikséges lehet.
Ebben az esetben arra kell figyelni az dbra elkészitésekor, hogy az eltéré hosszusagu
osztalykozokhoz kiszamitott nyers gyakorisdgok torzitanak abban az értelemben, hogy
az osztalykoz hosszat nem veszik figyelembe, amit korrigalni kell.

Egy, a TOP100 markaérték adatallomanya alapjan készitett, nem egyenld
hosszisdgu osztalykozoket dbrazolé hisztogramokat mutat be a 3.4. dbra. Az
osztalykozok kezdetben 10, 25, 50, majd 100 hosszusigtak. A baloldali dbra
az egyes osztalykozokhoz tartozd gyakorisdgokat abrazolja, ugyanakkor nem
jogos Osszehasonlitani egy 10 hosszusagu és egy 100 hosszisagu osztalykoz
gyakorisdgdt. A statisztikai szoftverek a sziikséges korrekciét automatikusan
elvégzik (jobboldali abra).

200 300 100 0 100 200
Markaérték (mrd USD) Markaérték (mrd USD)

3.5. dbra. A markaértékek hisztogramja — eltér6 osztalykodz hosszok esetén

Az osztalykozos gyakorisagi sor tovabbi elemzésekre is lehetdséget nyujt a
hisztogram elkészitésén tul. A gyakorisdgok alapjan gyakran szamitunk relativ
gyakorisagokat (G ), azaz megoszlasi viszonyszdmokat (1.5) alapjan. A masik gyakran
alkalmazott mivelet a kumulaléds, vagy felosszegzés, amit a gyakorisagokra és a relativ
gyakorisagokra is elvégezhetiink.

J
F/=)"F, G)= ;Gk (3.2)

Azaz a j. osztalykéz kumulalt gyakorisiga az elsé j osztalykéz gyakorisagainak az
Osszege. A kumulélt relativ gyakorisidg hasonléan képezheté. A kumuldlt értékek
abrazoldsa kumulalt hisztogramot eredményez.

A gyakorisagi tdblazatot kiegészithetjiik a relativ gyakorisdgokkal (ami 100 elemii
sokasdg esetén trividlis), illetve kumulalt értékeket is feltiintethetiink.
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adatok alapjan

osztalykéz  F;  G; F] G
-40] 74 0,74 74 0,74
(40-80] 13 0,13 87 0,87
(80-120] 5 0,06 92 0,92
(120-160] 2 0,02 94 0,94
(160-200] 2 0,02 96 0,96
(200-240] 2 0,02 98 0,98
(240-280] 0 0 98 0,98
(280- 2 0,02 100 1,00
Osszesen 100 1 - -

tablazatban).

3.3. tablazat: Relativ gyakorisdgok és kumulélt értékek a TOP100

A maésodik osztalykoz kumuldlt gyakorisdga azt jelenti, hogy 87 vallalatnak van
80 millidrd dollaros, vagy az alatti markaértéke, ami jelen példdban 87%-nak felel
meg. A 3.4. dbran lathat6 két hisztogram parjaként, kumuldlt gyakorisagokbol
késziilt a 3.6. dbra két kumulélt hisztogramja (a jobboldali adatai l4thatdk a fenti

49

Kumaldlt gyakorisig

00
Mirkaérték (mrd USD)

Kumnuldlt gyakorisig

0 20
Miérkaérték (mrd USD)

3.6. abra. A mérkaértékek kumuldlt hisztogramja

A hisztogram az egyik legnépszerlibb eszkoéz egy sokasiag elhelyezkedésének,
eloszlasanak bemutatdsara, ugyanakkor hatranya, hogy Osszehasonlitasra kevésbé
alkalmas, hiszen a két sokasdgbdl készitett hisztogramok eltakarndk egymaést egy
kozos abrara helyezve. Ennek orvosldsdra gyakran készitenek (kumuldlt) gyakorisagi
poligonokat, ami gyakorlatilag a (kumuldlt) hisztogram oszlopainak kozéppontjat
Osszekotd egyenesekbdl all. A 3.7. dbra ezeket a grafikonokat mutatja be a TOP100

adatokra.
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Gyakorisig

Kumuldlt gyakorisig

100 200 100 200
Mérkaérték (mrd USD) Mérkaérték (mrd USD)

3.7. dbra. Poligon és kumulélt poligon a markaértékre

3.3. Alakmutatdok

Az eloszlas alakjanak jellemzésére egy harmadik megkozelitést is bemutatunk,
méghozza szdmitott mutatészdmok segitségével.

3.3.1. Ferdeség

Az aszimmetria mérésére tobb alkalmas mutatoszam is kidolgozasra kertilt. Ahogy azt
a 2.2.6. fejezetben is emlitettiik, a szdmtani atlag és a median egymashoz viszonyitott
helyzete arulkodik az eloszlas alakjarol, hiszen mig a medidn nem érzékeny a kiugro
értékekre, addig a szamtani 4tlag igen. Igy, ha a két kozépérték kozott jelentds
kiilonbség van, valdszintlileg aszimmetrikus a vizsgélt eloszlas alakja. A két kdzépérték
kiiléonbségén alapulé mutatoszamok is léteznek, de a leggyakrabban mégis az aldbbi
— kés6ébb megismerend6 fogalommal élve harmadrendii momentumokon alapulé —
mutatét alkalmazzuk a ferdeség jellemzésére.

3
vy = M (3.3)

o3

Amennyiben a mutaté értéke

e 0 koriili, gy szimmetrikus eloszlasrél
o mnegativ, akkor baloldali aszimmetriarol
e pozitiv, akkor jobboldali aszimmetriarél

beszélink. A gazdasigi jelenségek esetén nagyon gyakran taldlkozunk a pozitiv
ferdeséggel, azaz a jobboldali aszimmetriaval.
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3.4. tablazat. Ferdeség és csticsossag értékek

Sokasag Ferdeség | Cstcsossag
1. szimmetrikus, nem tul lapos, nem tul cstcsos -0,12 0,18
2. szimmetrikus, lapult eloszlas -0,01 -1,13
3. szimmetrikus, csicsos eloszlas -1,76 14,70
4. jobboldali aszimmetria, csticsos eloszlas 1,32 1,32
5. baloldali aszimmetria, csticsos eloszlas -1,40 1,76

A TOP100 vallat méarkaértéke esetén pozitiv ferdeségi mutatéértéket varunk. A
mutaté értéke 3,06, ami elég erGsnek szamit, azaz igazolja a mutatd értéke is a
boxplot és a hisztogram alapjan tapasztaltakat. A mutaténak nincs elvi hatéara,

tehat nem pl. —1 és 1 kozotti, ahogy azt majd sok esetben latjuk a késobbiekben,
ebben a példaban is meghaladta az 1-es értéket.

Léteznek egyéb mutatok a szakirodalomban, melyek az atlag és a medidn, esetleg az
atlag és a modusz egymashoz viszonyitott helyzete alapjan keriilnek kiszamitdsra. A
nemzetkozi szakirodalom azonban a leggyakrabban a (3.3) formula alapjin vizsgalja
az aszimmetriat.

3.3.2. Csticsossag

A cslcsossdg mutatéja azt méri, hogy a moédusz (vagy moddlis, leggyakrabban
el6fordulé osztalykoz) kornyékén mennyire silirlisodnek a megfigyelések — egy
negyedrendii momentumokon alapulé — mérdszam segitségével.

4
72:%2(?}*#) . 3.

Amennyiben a mutaté értéke

o 0 koriili, ugy atlagos csiicsossagu, ,norméalis” eloszlasrél
o mnegativ, akkor lapult eloszldsrol

e pozitiv, akkor csticsos eloszlasrél

beszélink. A tananyag kés6bbi, 6. fejezetében részletesen foglalkozunk a most csak
y,horméalisnak” hivott elméleti eloszlassal.

A 3.1. és 3.2. fejezetekben boxplotokon, illetve hisztogramokon bemutatott 6t sokasag
esetére kiszamitottuk a ferdeség és csicsossdg mutatokat, amiket a 3.4. tdblazat mutat
be.
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A TOP100 véllat markaértéke esetén pozitiv mutatdértéket varunk. A mutatd
értéke 10 feletti, ami extrém csicsos eloszlasnak szamit, azaz igazolja a mutatd
értéke is a boxplot és a hisztogram alapjan latottakat. Ennek a mutaténak sincs
elvi hatara.

3.4. Koncentracio

A koncentracié szd ismert koznapi jelentéssel bir, statisztikiban azonban a
koncentracios vizsgalat a sokasdg egyedeinek részesiilését elemzi valamilyen valtozo
alapjan. A koncentracié elemezheté az egyedi megfigyelések alapjan is, de jéval
elterjedtebb annak vizsgilata a gyakorisdgi tdabldzat tovabbi elemzése kapcsdn. Az
elemzéshez sziikségiink lesz a kumulalt relativ gyakorisdg mellett a kumuldlt relativ
értékosszeg fogalmanak bevezetésére.

3.4.1. Koncentracidés tablazat

Egy osztalykdzhoz tartozd értékosszeg alatt egyszeriien az abba az osztalyba es6
megfigyelések adott valtozd szerinti Gsszegét értjilk. Amennyiben az alapadatokat
ismerjiik, ez pontosan szamithatd egy egyszert osszegként, de gyakran éliink az aldbbi
kozelité meghatarozassal:

S;=F;X; (3.5)

ahol F; a j. csoport gyakorisaga, X7 az un. osztdlykozép, az az érték, ami az adott
osztalykozt leginkabb jellemzi, féltton az alsé és a felsé hatar kozott. Innen a relativ
értékosszeg kiszamitasa logikusan:

Z, 5 (3.6)

—
Zkzl Sk

ahol J az osztalykozok széama. A kumuldlas fogalmat mar megismertiik, a miivelet
mind az értékosszegre, mind a relativ értékosszegre elvégezhetd, eredményiil a kumulalt
értékosszeget (S)) és a kumulalt relativ értékosszeget (Z7) kapjuk.

A TOP100 vallat markaértékére vonatkozd tovabbi elemzéseket az aldbbi tablazat
tartalmazzas:

3.5. tablazat: Ertékosszegek a TOP100 adatok alapjan

osstélykéz X5 F;  S; S, Z;  Z

-40] 20 74 1480 1480 0,333 0,333
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(40-80] 60 13
(80-120] 100 5
(120-160] 140 2
(160-200] 180 2
(200-240] 220 2
(240-280] 260 0
(280- 300 2
Osszesen - 100

780
500
280
360
440
0
600
4440

2260
2760
3040
3400
3840
3840
4440

0,176
0,113
0,063
0,081
0,099
0,000
0,135
1,000

0,509
0,622
0,685
0,766
0,865
0,865
1,000

at teszik ki.

Az S; kozelité értékosszeg szerint az elsd osztalykozbe tartozo (40 millidrd doll4r
érték alatti) cégek Gsszesen 1480 millidrd dolldros mérkaértékkel rendelkeznek (ne
feledjiik, hogy ez egy kozelito érték, a tényleges Osszérték 1591,3 milliard dollar,
amit a nyers adatok ismeretében ebben a példdban ki tudunk szémitani), mig a
masodik osztalykozbe tartozok 780 millidrdos Gsszértékkel. Ez a 4440 milliardra
becstlt 0sszérték 17,6%-at teszi ki. A Z J/ oszlop harmadik sora példaul azt jelenti,
hogy a 120 millidrd dollar alatti markaértékek a teljes markaérték mintegy 62,2%-
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A koncentracié elemzéséhez a kumuldlt relativ gyakorisdg (G7), valamint a kumuldlt
relativ értékosszeg (Z7) mutatéira van sziikségiink, tulajdonképpen ezt a két szamsort
hasonlitjuk 6ssze. A koncentraciés tablazat sematikus felépitése a 3.6. tablazatban
lathato. Az utols6 sorban természetesen mindkét kumuldlt sor esetén 1 érték szerepel,
azaz a sokasag egésze feloleli az értékosszeg egészét.

3.6. tablazat: Koncentracids tdblizat

osztélykoz G 4
(X?Isé) _ X{clsé G/l Z{
Xzza,lsé B Xgelsé G/2 Zé
el (XTels5) 1,000 1,000

osztalykoz G Z;
-40] 0,740 0,333
(40-80] 0,870 0,509
(80-120] 0,920 0,622
(120-160] 0,940 0,685
(160-200] 0,960 0,766

A TOP100 markaértékre vonatkozd koncentricids tablazat az aldbbi.

3.7. tablazat: Koncentracids tablazat a TOP100 adatok alapjan
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(200-240] 0,980 0,865
(240-280] 0,980 0,865
(280- 1,000 1,000

A 3.7. tablazat alapjan példaul azt olvashatjuk le, hogy a legkisebb markaértékkel
rendelkez6 véllalatok 87%-a a teljes markaérték 50,9%-4val rendelkezik, vagy a
vallalatok 98%-a az Osszérték 86,5%-dval, azaz a két legnagyobb mérkaértékii
vallalat rendelkezik a maradék 13,5%-kal. Vegyiik észre, hogy két osztalykoz
esetén is azonosak a G;- és természetesen a ZJ’» értékek, ami azért kovetkezett
be, mert tires osztalykoz figyelheté meg az osztalykozos gyakorisagi sorban.

3.4.2. Lorenz-gorbe

A Lorenz-gorbe tulajdonképp a koncentraciés tablazat vizudlis megjelenitését
szolgdlja egy pontdiagram segitségével. A vizszintes tengelyre a kumulalt relativ
gyakorisdg, mig a fliggblegesre a kumulalt relativ értékosszeg keriil, az egyes pontok
a gyakorisdgi tabldbdl keriilnek abrézoldsra, majd Osszekotésre. Amennyiben nem
lenne koncentracié, valamennyi pont a f6atlon helyezkedne el, ezért a f6atlot mintegy
referenciaként dbrazolni szokds. A 3.8. dbra hirom kiilonb6z6 sokasigra vonatkozo
gorbét mutat be, rendre alacsony, kdzepes és magas koncentracidval.

1,00 =

o

0,50

Kumulalt relativ értékosszeg

o

0,00+ #
’

0,00 0.25 0,50 0,75 1,00
Kumulalt relativ gyakorisag

alacsony —  kizepes magas

3.8. abra. Harom kiilénb6z6 Lorenz-gorbe

A TOP100 maérkaértékre vonatkoz6 (egyedi megfigyelések alapjan készitett)
Lorenz-gorbét mutatja be a 3.9. dbra. A koncentracié az dbra alapjan is magasnak
mondhato.
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1,00

o

0,50

Kumulélt relativ értékosszeg

0,00
’

0,00 025 0,50 0,75 1,00
Kumulélt relativ gyakorisag

3.9. dbra. Lorenz-gorbe a TOP100 markaérték alapjan

A Lorenz-gorbe esetén tehat minél messzebb fekszik a gérbe az 4t16t6l, annél erésebb a
koncentracié. A Gini-egyiitthaté a gorbe és az atld altal bezart teriilet nagysagat méri,
a maximalis 0,5-h6z viszonyitva. A Gini-egytitthat6 értéke 0 és 1 k6zé normalizalt, 0
értéke a koncentracié hidnyat, 1 értéke a maximalis koncentraciot mutatja.

A TOP100 maéarkaértékre vonatkozé Gini-index meghatirozasa meghaladja
tananyagunk kereteit, értéke megkozeliti a 0,5-6t, azaz elég erés koncentraciorol
beszélhetiink, még akkor is, ha csak a TOP100 markaérték esetét vizsgaljuk. Ha
a vildg valamennyi markdjat tudnank vizsgalni, a koncentracié még nagyobb
lenne.

A koncentracié az egyedi adatok alapjan is vizsgalhat6, ebben az esetben a relativ
gyakorisagokat % adja minden megfigyelésre, mig a kumulalt értékosszeget egyszeriien
a novekvo rendbe allitott megfigyelések kumulalasaval kapjuk. Az egyedi adatokbol
készitett Lorenz-gérbe megrajzolasat az érdeklodé Olvasora bizzuk.

3.5. Excel tippek

Hasznos Excel fiiggvények:

o kvantilisek:

— KVARTILIS.KIZAR, KVARTILIS. TARTALMAZ
— PERCENTILIS.KIZAR, PERCENTILIS. TARTALMAZ

o osztalykozos gyakorisagi sor: GYAKORISAG
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A GYAKORISAG egy tin. tombfiiggvény. Alkalmazasdhoz elére ki kell jelolniink
azokat a celldkat ahova a gyakorisigokat meg szeretnénk kapni. A Csoport-
tombnek a kivant osztalykozok felsé hatarait kell megadnunk, majd a fliggvényt
az ENTER helyett a CTRL+SHIFT+ENTER billentytikkel kell meghivni.

o alakmutaték: FERDESEG.P, CSUCSOSSAG

Az Excelben szerepel a FERDESEG és a FERDESEG.P fiiggvény, amelybél a
mésodik az, ami a (3.3) formuldval adott mérészamot kiszamitja. A FERDESEG
fliggvény is hasonlé eredményt ad, az a fliggvény a minta ferdeségébdl enged
kovetkeztetést levonni, ami a kés6bbi fejezetek tananyaga. Sajnos a csticsossag
esetén nem keriilt implementaldsra a sokasagi adatokra alkalmazhaté fiiggvény
(nincs CSUCSOSSAG.P fiiggvény), igy a némileg eltér, de implementalt
fiiggvényt fogjuk hasznalni, vallalva a kis pontatlansagot.

Hasznos Excel funkcidk:

il -

 Hisztogram és Doboz-diagram (boxplot) besziirdsa

o Adatelemzés menii Hisztogram eszkoze E il ol

Az Excelbe beépitett szabdly altaldban til sok osztdlykozt hoz létre, de lehetéség
van az osztlykozok szamédnak moédositasara. A 2016-os Excel verziéban
mar kozvetleniil elérhet6 a hisztogram és a boxplot abraja, és a hisztogram
viszonylag rugalmasan testreszabhaté. Az Adatelemzés meni hasznalatakor a
Rekesztartoméany opciéndl megadhatjuk a kivant osztalykozok fels6 hatarait. A
leginkdbb rugalmas megoldés (pl. eltéré hosszisdgi osztalykozok készitéséhez)
természetesen a GYAKORISAG tombfiiggvény alkalmazasa.




4. fejezet

Bevezetés a
valOsziniliségszamitasba

A Valészintiségszamitas és statisztika targy keretében az elsé harom fejezetben
sokasdgokat leiré modszereket ismertiink meg. A statisztika mésik (jéval nagyobb)
nagy teriilete a kovetkeztetéses statisztika mintabol kovetkeztet a sokasdgra. A
mintavétel véletlen jellege miatt a valdszinliségszamitas alapjait ismerjiik meg a 4.
fejezetben, majd a kovetkezd két fejezetben a legfontosabb diszkrét és folytonos
eloszlasokat taglaljuk. A tananyagban a teljes matematikai pontossdgot esetenként
feldldozzuk az érthetéség oltaran, de gy gondoljuk, hogy ez vallalhaté kompromisszum
ebben az esetben.

4.1. Valészinliségszamitas alapfogalmai

A téarsadalmi, gazdasdgi, természeti jelenségek véletlen jellegiik alapjan az aldbbi
csoportokba sorolhatok.

4.1.1. Jelenségek csoportositasa
o determinisztikus
o sztochasztikus (véletlen jelenség)

— egyszeri véletlen jelenség

— véletlen tomegjelenség

A determinisztikus jelenségrol beszélink, ha adott korilmények mellett minden
esetben ugyanaz az esemény kovetkezik be. Amennyiben adott koriilmények ko6zott
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nem mindig azonos esemény kovetkezik be, a jelenséget sztochasztikusnak nevezziik.
A két nagy csoport kozott nem annyira éles a hatarvonal, mint azt elsére gondolnank:
azt, hogy egy jelenséget melyik csoportba sorolunk, nagyban befolyasolja, hogy mik
azok az emlitett ,adott koriilmények”.

A determinisztikus jelenségek leginkabb a természettudomanyokat jellemzik.
Amennyiben a megfeleld korilmények fenndllnak (légnyomds, hémérséklet,
stb.), a jég elolvad. Ezzel szemben, amikor egy pénzérmét feldobunk, az hol
a fej, hol az iras oldalaval felfelé fog leesni. Ilyen szempontbdl a pénzérme
feldobéasa sztochasztikus jellegli. Amennyiben lenne egy pénzfeldob6 gépilink, ami
figyelembe veszi az érme fizikai jellemz6it, a 1égmozgast, stb, Ggy a jelenség tobbé
mar nem lenne sztochasztikus. Egy jelenség jellege tehat nagyban figg attol,
hogy ésszerti kereteken belill mennyire tudjuk a koriilményeket kontrollalni.

A sztochasztikus jelenségek még két csoportra bonthatdk, az egyszeri véletlen
jelenségek jellemzdje, hogy az ket befolyasold koriilmények nem ismételheték meg, mig
a véletlen tomegjelenségek olyan jelenségek csoportjat alkotjik, amelyek — legalabbis
elvileg — valtozatlan kortilmények kozott akar végtelen sokszor megismételhetok.
A valdszinliségszamitas a fenti két csoport kozil az egyszeri véletlen jelenségekkel
nem foglalkozik, tovabbi vizsgdlatainkban a véletlen tomegjelenségek vizsgalatara
fokuszalunk.

Egyszeri véletlen jelenségek kozé soroljuk példaul a sporteseményeket, amik
jellemzéen olyanok, hogy azonos koriilmények ko6zott nem ismételheté meg,
valésziniileg pontosan ez adja a sportfogadds népszertiségét. A véletlen
tomegjelenségek kozé tartozik példaul az egyszeri kockadobastél a lottohtzason
at a statisztikai mintavétel is.

A statisztikai alkalmazdsokon kiviil a véletlen jelenségek és azok kezelése a gazdasagi
élet rengeteg teriiletén felmertil. A pénziigyi élet, a biztositétarsasdgok mind
alkalmaznak valdszinliségszamitason alapulé modelleket és médszereket. A kovetkezo
harom fejezetben olvashaté ismeretek mindegyik témakor szempontjabdl hasznos
ismeretek.

4.1.2. Elemi esemény, esemény, eseménytér

A véletlen jelenségek (mds széval véletlen kisérletek) sordn megfigyeliink egy
kimenetelt, melyeket elemi eseményeknek hivunk, az elemi eseményeket w jeloli. Az
Osszes elemi eseményt tartalmazd halmazt eseménytérnek nevezziik és Q-val jeloljiik.
A gyakorlatban jellemz&en kozvetleniil nem az elemi eseményekkel foglalkozunk,
hanem eseményeket szeretnénk vizsgalni. Az események az elemi események egy
részhalmazaként definidljuk, és jellemzéen az ABC elejérél szarmaz6 nagybetiikkel
jeloljuk Oket: A, B,C,..., vagy amennyiben sok eseményrél beszéliink, gyakran
indexekkel kiilénboztetjitk meg Sket: A;, Ay, As,.... Egy esemény tehat allhat 0, 1,
vagy akar tobb elemi eseménybdl is. Azt az eseményt, ami 0 elemi eseménybdl &ll
(iires halmaz, jele @), lehetetlen eseménynek nevezziik. Az Q halmaz is egy esemény,
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ezt az eseményt biztos eseménynek nevezziik. Végill az adott kisérlethez tartozo
események halmazat A jeloli.

Maér itt bevezetjik a valésziniiség jelolését, a tananyagban P() fogja jelolni egy adott
esemény valészinliségét. A valdsziniiség tehat minden eseményhez egy szdmot rendel.

Tekintstik at a fenti fogalmakat és jeloléseket a kockadobés példajan!

o clemi esemény: a dobhaté szdmok, w; =1, wy =2, ..., wg =6

o eseménytér: O = {w,:1=1,2,3,4,5,6} ={1,2,3,4,5,6}

e esemény:
— A: paros dobés, A = {w,,w,,ws} = {2,4,6}
— B: pératlan dobéds, B = {w;,ws,ws} = {1, 3,5}

e események halmaza:

A= {{0},{1},{2}, ..., {1,2},{1,3},...,{1,2,3}, ... {Q}}
o val6szintiség: P(A) = P(B) =0,5
Természetesen a paros és paratlan dobas esetén jelen tananyag szerint még nem

tudjuk, hogy a valészintiség 0,5 értéket vesz fel, de korabbi ismereteinkbél ezt mar
felirhatjuk, feltételezve az érme szabalyossagat.

4.1.3. Események kozti miiveletek

Az események kozott definidlhatéak miiveletek, illetve bemutatunk olyan jeloléseket,
melyek eseményekhez kapcsolédnak. Legyen A, B € A, azaz tartozzon mindkét
esemény egy adott eseménytérhez.

e Azt az eseményt, amikor A és B esemény is bekovetkezik, a két esemény
szorzatdnak, vagy a két esemény metszetének hivjuk és A N B modon jeldljiik.

e Azt az eseményt, amikor az A és B események koziil legaldbb az egyik
bekovetkezik, a két esemény Osszegének, vagy a két esemény unidjanak hivjuk
és AU B médon jeloljiik.

e Azt az eseményt, amikor nem az A esemény kovetkezik be, az A esemény ()-ra
vett komplementer eseményének hivjuk és A médon jeloljik.

e Ha A és B esemény olyan, hogy valahanyszor A bekévetkezik, akkor B is, akkor
A-b6l kovetkezik B és A C B (vagy A C B) mddon jeloljiikk. Amennyiben a két
esemény egyezdségét is megengedjiik, a A C B jelolést hasznéljuk.

Azt az eseményt, amikor A bekévetkezik, de B nem, a két esemény kiilonbségének
hivjuk és A — B (vagy A N B) médon jeloljik.
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Legyenek adottak az alabbi események:

o A = {péaros dobés}
o B = {5-nél kisebb dobas}
o C = {3-nél kisebb dobés}

Ekkor

« ANB=1{2,4}
« AUB=1{1,2,3,4,6}
« A=1{1,35}

e C C B teljesiil

« ANB={6}

Az eseményeket gyakran abrézoljuk Venn diagram segitségével. Az Osszegzés és a
szorzas muveletét mutatja be a 4.1. 4bra.

4.1. dbra. Az Osszegzés és a szorzas miivelete

A fenti miiveletekkel és jelolésekkel kapcsolatosan néhény egyszerii szabély, 6sszefiiggés
irhaté fel. Mind az események Osszege, mind pedig az események szorzata rendelkezik
az idempotencia, kommutativitas, asszociativitas és disztributivitas tulajdonsagaval:

4.1. tablazat: Az Osszegzés és szorzas tulajdonsigai

tulajdonséag Osszeg szorzat

idempotencia AUA=A ANA=A
kommutativitdis AUB = BUA ANB=BNA
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tulajdonséig Osszeg szorzat

asszociativitdss (AUB)UC =AU (BUC(C) (ANB)NC=An(BNC)
disztributivitdss AN(BUC) = (ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Az A esemény és annak A komplementer eseményére vonatkozéan belathaté, hogy

ANA=0 AUA=Q
azaz tetsz6leges A esemény és komplementere egyszerre soha nem kovetkeznek be,
illetve az A esemény és komplementere egyiittesen az eseményteret adjak.

Szintén az események kozotti elemi mitveletekkel kapcsolatosak a DeMorgan
azonossagok, melyek szerint tetszéleges A és B eseményekre igaz:

AUB=ANnB ANB=AUB
A fenti két azonossdg Venn-diagram segitségével egyszeriien ellenérizheté.

Az események egy A, A,, ..., A, rendszerét teljes eseményrendszernek hivjuk,
amennyiben az alabbi két feltétel teljesiil:

)

AJUAU . A, =0Q (4.1)

azaz az események Osszege a teljes eseményrendszer, valamint

A;NA; =0 minden i # j,i,j = 1,2,...,n-re (4.2)

4.2. Klasszikus valészintiségi mezo

Az események és a koztik elvégezheté miiveletek, jelolések bemutatdsa utan
vezessik be a valdszinliség fogalmat. Ahogy azt mar emlitettiik, barmely A esemény
bekovetkezésének valdsziniiségét P(A) moédon jeloljik. A valdszinliségszamitds az
alabbi harom, Kolmogorov-féle axiémara tdamaszkodik:

0<PA4) <1
P(Q) =1 (4.3)
ha AN B =0, akkor P(AUB) =P(A) +P(B)

Azaz a valésziniliség egy olyan fiiggvény, amely minden eseményhez egy szamot rendel
hozza, méghozza a 0-1 zart intervallumbol.

e sz

kiilonboztethetjiik meg:
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1. szubjektiv: az eseménnyel kapcsolatos egyéni varakozasok kifejezodése,

amely ennek megfeleléen egyénenként valtozhat. Az un. bayesi statisztika
er0sen tamaszkodik a szubjektiv valdsziniiségekre, ennek targyaldsa azonban
meghaladja tananyagunk kereteit.

2. objektiv: az esemény valoszinliségének meghatarozasahoz sok kisérletet végziink,

és feljegyezziik, hogy az esemény bekovetkezett-e, vagy sem. Az objektiv
valésziniiség szerint a relativ gyakorisdgok a valdsziniiséghez fognak kozeliteni,
ha a kisérletek szamét minden hataron tul noveljiik.

3. logikai: az esemény valdszinliségét elméleti modon, a kisérlet elméleti jellemz6i

alapjan vezeti le, tananyagunkban leginkabb ezt a megkozelitést alkalmazzuk.

A valészintiség fenti harom megkozelitése természetesen nem zarjak ki egymaést,
alkalmazasuk inkabb a vizsgaland6 jelenség Osszetettségétdl fligg. Viszonylag
egyszerli problémék esetén (érmedobds, kockadobds, mintavétel, stb.) a
logikai Ut vezet eredményre. Amennyiben a kisérlet, vizsgalni kivant jelenség
bonyolultabb, logikai tton nem hatarozhaté meg a valdsziniisége, de nincs
elvi akadalya a kisérlet sokszori elvégzésének, akkor az objektiv megkozelités
adhat eredményt (szdmitdgépes szimuldcidk, véletlenszdm generdlds, stb.).
Szubjektiv valdsziniiségeket gyakran hasznalunk a mindennapi életben is,
amikor nem képzelheto el a kisérlet sokszori megismétlése, azaz nem véletlen
tomegjelenséggel, hanem egyszeri véletlen jelenséggel van dolgunk. A szubjektiv
valésziniiség azonban a tudoméanyos megismerésben is egyre nagyobb szerepet
tolt be.

A (4.3) axiémékbdl levezethetd néhény fontos, eseményekre vonatkozo6 tulajdonsag:

o P(0) =0, azaz a lehetetlen esemény valszintisége 0

« P(A) = 1 — P(A), azaz a komplementer esemény valészinfisége egybdl vald

kivonassal kaphatd meg
e« P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANDB)
e ha A C B, akkor P(4) < P(B)

Klasszikus valészintiségi mez6rol beszéliink, ha

o az eseménytérben taldlhaté elemi események szdma véges (jelolje a szamukat
2 =neN),

e az elemi események valdsziniisége pozitiv és egyenlo.

Amennyiben a két fenti feltétel teljesiil, konnyen belathato, hogy minden elemi esemény
valbszintisége
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P(w,) = = P(w,) = 1/n (4.4)
hiszen

n

1=P(Q)=P ( UJ wi> = iP(wi) =nP(w;)

=1

A gyakorlatban jellemzéen nem egyetlen elemi esemény, hanem egy komplexebb
jelenség, azaz egy A esemény valdszinliségét szeretnénk meghatarozni. Tegyiik fel, hogy
az A € A esemény k darab elemi — kedvez6 — eseménybél all, azaz A = {wy, ..., w;},
ekkor

P(4) = Pluy U Uw,) = Plog) + -+ Ploy) =k = = (45)

azaz az esemény valosziniiségét a klasszikus valdsziniiségi mezo feltételrendszerében a
kedvez6 események és az Osszes esemény szamanak hanyadosaként szamitjuk.

A pénzérme, vagy a kocka egyszeri feldobdasanak modellje konnyen belathatéan
illeszkedik a klasszikus val6szintiségi mez6 feltételrendszeréhez. A lehetséges
események szdma véges (n = 2, illetve n = 6), és azt feltételezziik, hogy
bekovetkezési valésziniiségeik megegyeznek (fair érme, illetve dobdkocka). Ennek
megfelelen egy elemi esemény valdszintisége 1/2, illetve 1/6. A pénzérme esetén
nehéz komplex eseményt definidlni az elemi események kis szama miatt, de a
kockadobds esetére (4.5) méar alkalmazhatd. Legyen az A esemény az, hogy a
dobéds péros, ekkor a kedvezd esetek (A = {2,4,6}) konnyen megszdmldlhatok,
azaz k = 3, a keresett valészinliség pedig P(A) = %

Maés esetekben a klasszikus valdszintiségi mez6 alkalmazhatosdga nem ilyen
egyszerlien belathaté. A lottohuzas esetén példaul tudjuk, hogy az ottalalatos
szelvény valoszintsége joval kisebb, mint példaul az egytaldlatosé, igy elsd
ranézésre azt gondolhatjuk, hogy itt nem alkalmazhaté a klasszikus valészintiségi
mez6 feltételrendszere és képletei. Ne felejtsiik el azonban, hogy a lehetséges
szamotosok szama véges, valoszintliségiik pedig egyenlo, igy ebben a szituacioban
is alkalmazhaté (4.5), ahogy azt a 5.3.4. fejezetben latni fogjuk.

Nem csak a klasszikus valoszintiségi mez6 1étezik, jelen tananyagunkban azonban
csak ezt az egyet emlitjik meg. Az Un. geometriai val6szinliségi mez6 is
fontos szerepet jatszik, alkalmazéasakor jellemz6en idomok teriileteinek, vagy
térfogatainak aranyaként hatarozunk meg valdszintiségeket.

A (4.5) egyenlet tehat azt mondja roviden, hogy a klasszikus valészinliségi mezd
feltételrendszerében a valészinliséget a ,kedvez6 per Osszes” modon szamitjuk.
Sok egyszerii esetben ez nem okoz kiilondsebb problémat, azonban Gsszetettebb
szitudcidkban a kedvezd, és/vagy Osszes esetek megszamldldsa nem mindig egyszert.
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Az esetek megszamlalasaban segit a kombinatorika, jelen tananyagban harom, elemi
események megszamlilasat segitd technikdt emlitiink meg.!

e permutacio: arra a kérdésre ad valaszt, hogy n objektumot hanyféleképpen lehet
sorba rakni. Mivel az els6 helyre n objektum koziil vilaszthatunk, a masodikra
n — 1, sth, az 6sszes lehetséges sorrend:

P,=nl=n-(n—1)-2-1 (4.6)

e variacié: arra a kérdésre ad valaszt, hogy n objektumot hanyféleképpen lehet &
helyre sorba rakni, ha ismétlédhetnek az elemek. Mivel minden helyre minden
objektumot elhelyezhetjiik, ezért a lehetséges esetek szama:

VEk =nk (4.7)
e kombinécid: arra a kérdésre ad valaszt, hogy n objektum koziil hanyféleképpen
lehet kiemelni k£ darabot gy, hogy a sorrend nem szamit:

4.3. Feltételes valoszintiség

Nagyon gyakran arra vagyunk kivancsiak, hogy egy esemény bekovetkezése
befolyasolja-e, és ha igen, milyen mértékben egy masik esemény valdszintiségét.
Az ehhez hasonlé kérdések vizsgdlatdban a feltételes valdsziniiség fogalma lesz
segitségiinkre. Ebben az alfejezetben elséként definidljuk a feltételes valdsziniiséget,
majd a definicié segitségével tobb hasznos tételt, allitast is megfogalmazunk. Az itt
megismert fogalmakra épit majd a Statisztikai modellezés targy tobb témakore is.

Tegyiik fel, hogy egy A esemény P(A) val6szinliségét vizsgaljuk, majd tudomasunkra
jut, hogy egy B esemény bekovetkezett (P(B) # 0). Ennek tiikrében az A esemény
valészinlisége megvaltozhat, ezt a feltételes valdsziniiséget P(A | B) jeldli, a feltételes
eseményt A feltéve B, vagy A vonas B eseménynek nevezziik.

Egy 1j termék bevezetése elott a vezérigazgaté egy adott valdsziniliséget rendel
a termék sikeréhez (A). A bevezetés el6tti fogyasztoi tesztek eredményei (B)
megvaltoztathatjak az err6l alkotott véleményét mind pozitiv, mind negativ
iranyban.

LA hérom technika térgyaldsakor k és n betiiket hasznilunk, ami azért nem szerencsés, mert a
kedvezd esetek és az Osszes eset jelolésére is ezeket a betiiket haszndltuk. Az alabbi pontokban n és k
csupén tetOszleges szamokat jelolnek, amik segitségével szamlaljuk meg az elemi események szamét.
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A sztarbefektetd a tézsdeindex kovetkezd mnegyedévben torténd 10%-os
emelkedéséhez (A) egy adott valdszinliséget rendel. A jegybanki alapkamat
megvaltozdsa (B) ezt a valdszinliséget megvaltoztathatja, kiilonosen, ha
meglepetésként hat.

A tarsasjaték vége felé kozeledve akkor tudok nyerni, ha egy hatoldali kockaval
kétszer dobva t6bb mint 10-et dobok (A). Az els6 dobés értéke (B) nyilvdnvaléan
befolyasolja a nyerési esélyeimet.

Ha tehat mar tudjuk, hogy B esemény bekovetkezett, akkor a ) eseménytér egy —
a B-n kiviili — része mar nem kovetkezhet be, innentdl B valik az eseménytérré. Ez
azt jelenti, hogy az eseményteret le kell sziikitentink. Mivel eddig minden eseményt
az eseménytérben taldlhatd Osszes elemi esemény szaméhoz hasonlitottunk, az 1j
viszonyitdsi alap B esemény elemi eseményei lesznek. Azt tehdt méar tudjuk, hogy
egy B-re feltételes valdszinliség nevezdjében P(B) szerepel. A szdmldléban pedig
azok az események szerepelnek, ahol B mellett A is bekovetkezik, azaz P(A N B).
A gondolatmenet alapjan levezetett képlet ténylegesen a feltételes valdsziniiség
definiciéja:

P(AN B)

PUIB) =35

(4.9)
azaz az A feltéve B esemény valdsziniiségét a két esemény egyiittes bekovetkezési
valdsziniiségének és B valdsziniiségének hanyadosaként definidljuk, feltéve hogy
P(B) > 0. A feltételes valdsziniiség kiszamitasinak logikdjat mutatja be a 4.2. abra.

4.2. dbra. A feltételes valdszintiség illusztracidja

A (4.9) definiciébdl egyben a forditott feltételes valoszinfiiség is adodik (feltételezve,
hogy P(A) # 0), azaz

P(ANB)

P(B|A)= =51

(4.10)
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hiszen az egyiittes bekovetkezési valészintliség felcserélhets, P(AN B) = P(BN A).

Folytassuk a fentiek koziil a legegyszeriibb példaval, legyen tehat

o A = {a dobott szdmok Gsszege t6bb mint 10},
o B = {az els6 dobas 6-0s}.
Ebben az esetben a (4.9) és (4.10) formuldk valamennyi elemét egyszerii

modszerekkel ki tudjuk szamitani, igy mintegy ,ellencrizve” a képletek
helyességét. Ekkor

oo

. P( A) =
kedvezo:

=, hiszen a 62 = 36 lehetéségbdl (lasd (4.7)) minddssze 3 sorozat
6,5); (6,6); (5,6)

W

—

« P(B) = %, egyszeriien annak a valészinlisége, hogy az els6 dobas hatos.

« P(ANB) = 3—26, tehat annak a valdszintiségét keressiik, hogy nyeriink ES

elsére hatost dobunk. Az Gsszes eset szama szintén 36, a kedvez6 események
széma pedig 2: a (6,5) és (6,6) dobds sorozatok.

e« P(A|B) = %, hiszen ha méar tudjuk, hogy elsére 6-ost dobtunk, akkor az
Osszes esemény szama 6, ebbol pedig két kedvezO esemény van, ha 5-Ost,
vagy ha tjra 6-ost dobunk.

« P(B|A)= %, hiszen ha mér tudjuk, hogy tiznél tébbet dobtunk, akkor az
Osszes esemény szama 3, ebbdl pedig két kedvezd esemény van.

Behelyettesitve tehat

2
P(AIB)=H§(—?=§=?%—6 P(B|A):$:§:

SRS

Az esetek nagy részében természetesen nem az a cél, hogy a (4.9) és (4.10)
formuldk valamennyi elemét kiszamitsuk, ahogy ebben az egyszerii példaban
tortént, hanem pontosan az, hogy altalaban két tag konnyebben meghatarozhato,
mint a harmadik, mely meghatarozasaban segitenek a formulak.

Sok esetben épp a (4.9) és (4.10) formuldkban szereplé egytittes bekévetkezési
valoszintiségek kiszamitasa okoz problémat, azonban ismert valamelyik feltételes
valdszintiség. Elemi matematikai ismeretek segitségével beldthaté a valdsziniiségek
szorzasi szabélya

P(ANB)=P(A| B)P(B)=P(B| AP(A) (4.11)
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A szorzéasi szabaly kettonél tobb esemény esetére is értelmezhetd, ez azonban
meghaladja tananyagunk kereteit.

s sz

fliggetlensége, az A eseményt a B eseménytdl fiiggetlennek nevezziik, ha

P(A|B) = P(A) (4.12)

A definicié logikus, azt mondja ki, hogy ha B bekdovetkezése nem valtoztatja meg
A bekovetkezési valdszintiségérol alkotott véleményiinket, akkor A esemény fiiggetlen
B-tél.

Abban az esetben, ha A és B események nem nulla valosziniiségliek, belathaté, hogy
A fluggetlensége B-t6l egyben B fliggetlenségét is jelenti A-t6l, azaz a tulajdonsag
szimmetrikus.

Felhasznalva (4.11) és (4.12) definicidkat a flggetlenség egy mésik, gyakran hasznalt

s sz

P(AN B) = P(A)P(B) (4.13)

A (4.13) formuldt kimondva, kimondatlanul nagyon gyakran fogjuk haszndlni mind
a kovetkezO két fejezetben, mind kés6bb, a Statisztikai modellezés kurzuson. A
fliggetlenség ketténél tobb eseményre is definidlhatd, jelen tananyagban azonban nem
tériink ki erre az esetre.

A teljes valdsziniiség tétele szintén feltételes valdsziniiségekre vonatkozd Osszefliggés.
A korébbiakban ((4.1) és (4.2)) méar definidltuk a teljes eseményrendszer fogalmat.
A teljes valdszinlség tétele azt mondja, hogy ha A, A,, ..., A, események teljes
eseményrendszert alkotnak, akkor az eseménytér barmely B eseményének valdszintisége
meghatarozhaté a

P(B) = zn:P(B | A, )P(A,) (4.14)

i—1
modon.

A feltételes valésziniiségek egy ujabb fontos alkalmazdsi teriilete az Gn. Bayes-tétel.
Tekintsiik (4.11) formuldt, amibél egyszer(i osztéssal (feltéve, hogy P(B) > 0)

P(B | A)P(A)

PUA|B) = O (4.15)

adédik. A tételben tehat két feltételes valdszintliség szerepel. A P(A) valdszintiséget
gyakran ,a priori”, vagy réviden prior, mig a P(A | B) valészintiséget ,a posteriori”,
vagy roviden poszterior valésziniliségnek nevezziik, utalva arra, hogy az A esemény
eredeti, valamint a B esemény bekévetkezése utani valosziniiségeirdl van sz6. Gyakran
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van sziikségiink az utobbi két tétel, azaz (4.14) és (4.15) egytttes alkalmazédsdra, hiszen
a Bayes-tétel nevez&jében szereplé P(B) valésziniliség gyakran nem ismert kozvetlentl.
Tegyiik fel, hogy a teljes eseményrendszert alkoté események koziil A, poszterior
valészintiségére vagyunk kivancsiak, ekkor a Bayes-tétel egy alternativ forméaja

P(B | A,)P(A)
Y P(BA)P(4))

P(A, | B) = (4.16)

4.4. Excel tippek

Hasznos Excel fiiggvények:

e permutacio: FAKT
o varidcié: VARIACIOK, VARIACIOK.ISM
« kombinécié: KOMBINACIOK, KOMBINACIOK.ISM



5. fejezet

Diszkrét valésziniiségi valtozo

A 4. fejezetben események valdszinliségének kiszamitasaval foglalkoztunk. A
gyakorlatban a véletlen kisérletek kimeneteleit szamokkal jellemezziik, ezt a minden
kimenetelhez egy szamot rendeld fliggvényt valdszinliségi valtozénak hivjuk, és
jellemz&en X-szel jeloljiik. A statisztikai valtozd fogalomhoz hasonléan pl. Y-nal
jeloliink egy tovabbi valdszintiségi valtozot, vagy ha sok valtozéval dolgozunk a
kés6bbiekben, akkor gyakori az X, X,, ..., X}, jelolés is. Fontos azonban megjegyezni,
hogy — bar nagyon hasonlék — nem keverendd Ossze a 2. fejezetben megismert
sokasagot leird valtozo és a valdszinilségi valtozd. Utobbi egy absztraktabb fogalom,
bar lefrasara hasonlé fogalmakat is hasznalunk majd, mint egy statisztikai valtozo
esetén.

Egy adott eseménytérhez (végtelen) sok valdszinfiségi vdltozé definidlhato.
Amennyiben a véletlen kisérlet a jové heti (6tos)lottéhiizason valé részvétel
egy szelvénnyel, akkor X lehet példaul az elért taldlatok szama, egy masik Y
valészintiségi valtozé lehet az elért nyeremény nagysaga. Egy masik példaban a
véletlen kisérletek lehetnek egy call-centerbe beérkezé hivasok. Ekkor X lehet
az egységnyi idétartam (pl. egy éra) alatt beérkezd hivdsok szdma, Y pedig a
hivasok hossza, stb.

A statisztikai mintavétel is egy véletlen kisérletnek foghaté fel és ne feledjiik, hogy
a valoszintiségszamitas elsdsorban a kovetkeztetéses statisztika megalapozasahoz
ad szamunkra segitséget. Valészinliségi valtozé lehet a mintadba keriilt elsd
megfigyelés testmagassiga, vagy egy masik esetben a mintaba keriilt vallalatok
atlagos arbevétele is.

Attol fiiggben, hogy a valdszinliségi valtozd értékkészlete milyen szamossagy,
megkiilonboztetiink:

o diszkrét

— véges szamossagu

69
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— megszamlalhatbéan végtelen szamossagu

o folytonos

valoszintiségi valtozokat.

A diszkrét valészintiségi valtozék jellemzben szamldlds ttjan keletkeznek, igy
a lehetséges értékek a természetes szdmok korében keresendék. A folytonos
valésziniiségi valtozok jellemzden valamilyen mérési folyamat eredményeképp dllnak
elo, igy a lehetséges értékek altaldban a valds szdmok valamely részhalmazan
talalhaték, azaz kontinuum szamossagu potencidlis kimenettel rendelkeznek.

Az el6z6 példak kozil az 6toslotton elért taldlatok szdma egyértelmiien véges
szamossagu, diszkrét valészintiségi valtozo, hiszen a lehetséges taldlatok szdma
mindossze hat: 0,1,...,5. Az egy o6ra alatt beérkezo telefonhivisok szdma
megszamlalhatéan végteleniil sok kiilonboz6 értéket vehet fel, azaz nincs egy
olyan fels6 hatar, mint a lott6 talalatok esetén, a beérkezd hivasok szdma lehet
0,1,2,.... A hivasok hossza, vagy a mintaba keriilt vallalatok atlagos arbevétele
folytonos valtozd, hiszen bizonyos korlatok kozott barmilyen, nemnegativ valds
értéket felvehetnek, a lehetséges értékek halmazanak felsoroldsa lehetetlen lenne.

5.1. Sily- és eloszlasfiiggvény

A fejezetben a diszkrét valdsziniiségi valtozok jellemzésére szolgdld két eszkozt, a
sulyfiiggvényt és az eloszlasfiiggvényt mutatjuk be.

Egy X diszkrét valdszinliségi valtozd sulyfiiggvénye alatt a

P (X =uz;,) =p, (5.1)

fliggvényt értjliik, ami egy tetszbleges valds szamhoz az érték bekovetkezési
valésziniiségét rendeli. A hozzarendelést megadhatjuk az Osszes lehetséges érték,
és a valosziniiségek felsorolasaval, vagy akéar képletek segitségével is, ahogy azt a 5.3.
pontban latni fogjuk.

Diszkrét valoszintiségi valtozok esetén az x;, lehetséges értékeket gyakran k-val jeloljiik,
jelezve, hogy csak természetes szamok esetén vesz fel a fiiggvény 0-tél kiilonb6z6
értéket. Emiatt a fejezetben gyakran fogunk élni a P (X = k) = p, egyszerfisitett
jeloléssel.

A p,, valdszintiségeknek két feltételt kell teljesiteniiik ahhoz, hogy egy diszkrét eloszlast
irjanak le:
o p, > 0, azaz a valdszinliségek nemnegativak,

. Zk p, = 1, mivel a lehetséges értékek teljes eseményrendszert alkotnak.
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Ha a széban forgd kisérletet nagyon sokszor elvégezziik, akkor a megfigyelt relativ
gyakorisdgok a valésziniliségekhez fognak tartani. A sulyfiiggvény Aabrazolasara
jellemzo6en oszlop-, vagy palcikadiagramot hasznalhatunk.

Az egyik legegyszeriibb diszkrét valészintiségi valtozé a kockadobas példajahoz
tartozik, ebben az esetben a sulyfuggvény

1

p1:p2:...:p6:6

ami azt jelenti, hogy ha nagyon sok kockadobast végeznénk el, akkor azt varjuk,

1
hogy minden dobott szam megkozelitoleg 5 relativ gyakorisaggal fog el6fordulni.

Egy X diszkrét valdszintliségi valtozd eloszlasfiiggvénye alatt a

F(z) =P (X < ) (5.2)

fliggvényt értjiik, ami egy tetszbleges valds szdmhoz az X < x esemény bekovetkezési
valésziniiségét rendeli. Az eloszlasfiiggvény a diszkrét esetben nem annyira fontos,
hiszen a sulyfuiggvény segitségével konnyedén meghatdrozhaték a sziikséges
valdsziniségek, de a folytonos eloszlasoknal definialt eloszlasfiiggvény kiemelten
fontos lesz a kovetkez6 fejezetben, ezért mar itt is megemlitjiik. Diszkrét esetben az
eloszlasfiiggvény értéke az a helyen (F (a)) egyszerlien azon stlyflggvény-értékek
Osszege, melyekre az x;, < a feltétel teljesiil.

Az egyik legegyszeriibb diszkrét valdszintségi valtozo a kockadobas példajahoz
tartozik, ebben az esetben az eloszlasfiiggvény néhany pontja példaul:

P FQ)=P(X<2)=P(X=1)+P(X=2)=p +p =3

2
o F(4,5) =P (X <45)=p; +py+p3 +py = 3

A miésodik példa azt is mutatja, hogy az eloszlasfliiggvény minden z-re, nem csak
egész szamokra értelmezett.

Az eloszlasfiiggvény monoton névekvd, hiszen x névelésével a P (X < x) valdszinliség
nem csOkkenhet. A diszkrét értékek kozott a fliggvény szakaszonként konstans, hiszen
példaul az F(4,5) és az F(4,8) valdszinliségek megegyeznek. A fliggvény hatérértéke
—oo-ben 0, co-ben pedig egy, azaz minél nagyobb z-re a valdszinliség minden hatdron
til megkozeliti (vagy eléri) az egyet. Ahogy a sulyfliggvény statisztikai megfelelgje a
relativ gyakorisag, gy az eloszlasfiiggvény esetében ezt a szerepet a kumulalt relativ
gyakorisag tolti be.

Konnyen belathatd, hogy az eloszlasfiiggvény akkor igazan hasznos, ha a kiszdmitandé
valészinliség nem P (X = z) tipust, hanem egy nyilt, vagy zart intervallumba esés
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valészinliségét szeretnénk kiszdmitani. Az aldbbiakban bizonyitas nélkil mutatjuk be
azokat az eseteket egy tablazatban, melyek esetén az eloszlasfiiggvény is alkalmazhato.
Természetesen minden valdszinliség megadhaté a megfelel¢ sulyfiiggvényértékek
Osszeadésaval is.

5.1. tablazat: Eloszlasfliggvény alkalmazési lehetGségei diszkrét
esetben (a és b valés szamok)

keresett valoszintiség —alkalmazhat6 formula

P(X<a) F(a)

P(X <a) Fla—1)

P(X>a) 1—F(a—1)

P(X > a) 1— F(a)
P(a< X <b) F(b) — F(a)
Pa< X <b) F)—F(a—1)
P(a< X <b) Fb—1)— F(a)
Pla< X <b) Fb—1)—F(a—1)

A sulyfiiggvény és az eloszlasfiiggvény szoros kapcsolatban allnak egymaéssal,
ahogy lattuk, az eloszlasfliggvény el6allithaté a sulyfiiggvény megfelel6 értékeinek
Osszeadasaval.

A kockadobéas példdjahoz tartozéd sulyfiiggvény és az eloszlasfiggvény az 5.1.
abran lathaté. A sulyfliggvény azt mutatja meg, hogy a valdsziniségek hol
helyezkednek el, mig az eloszlasfiiggvény egy 1épcsés, szakaszonként konstans
fiiggvény képét mutatja. A két fiiggvény egyméssal szorosan Osszefligg, az
egyikbol kiszamithaté a masik, 6sszeadas, illetve ennek inverz miivelete, kivonas
segitségével: az eloszlasfiiggvényben ott van ugras, ahol lehetséges érték van,
ennek a lehetséges értéknek a valdsziniisége pedig az ugras nagysagaval azonos.

Sulyfiiggvény Eloszlastiiggvény

<)

P(X
P(X <

5.1. abra. A kockadobds valészinliségi véltozdjanak sily- és eloszlasfiiggvénye
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5.2. Momentumok

A valOsziniiségi valtozokat — csakigy mint a statisztikai sokasdgokat — gyakran
jellemezziik azok momentumaival. Végtelen sok momentum definidlhaté, ebben a
tankényvben csupan a legfontosabb kettovel fogunk megismerkedni: a varhaté értékkel
és a variancidval (illetve a szdrédssal).

Egy X diszkrét valdszintiségi valtozd varhatd értékén a
E (X) :Zwk'pk (5.3)
k

kifejezést értjiik, ahol k a valdszinliségi valtozd Osszes lehetséges értékét befutja. A
varhaté érték a sulyfliggvény ,tomegkozéppontjaként” értelmezhetd, a statisztikai
megfeleldje a szamtani atlag. Ez azt jelenti, hogy a kisérletet sokszor ismételve a
kapott értékek atlaga a varhaté értékhez fog tartani.

Visszatérve a kockadobas példajara a varhaté érték az alabbi médon hatarozhatd
meg;:

Ez tehat egyrészt azt jelenti, hogy a 3,5 pontban van a sulyfuggvény
tomegkozéppontja, illetve nagyon sokszor elvégezve a kockadobas kisérletét, a
kapott értékek atlaga egyre kozelebb fog keriilni a 3,5 értékhez.

Egy X diszkrét valdsziniiségi valtozd variancidjan a

D’(X) =E(X —E(X))* =) (a, —E(X))* - p, (5-4)
k

kifejezést értjiik, ahol k a valdsziniiségi valtozd Osszes lehetséges értékét befutja. A
variancia gyokét a valésziniiségi valtozé szérdsdnak nevezzitk és D(X) moédon jeldljiik.
A sz6ras azt mutatja meg, hogy a kisérletet sokszor ismételve a kapott értékek
atlagosan milyen messze fognak elhelyezkedni a varhat6 értéktél (és egyben a sajat
atlaguktol).

A kockadobas példaja esetén a variancia az aldbbi médon hatarozhaté meg:

35

1 1 1
D?(X) = (1—35)%= + (2—3,5)2= 4+ -+ (6 — 3,5)2= =
(X)=(1=35)°+ (235 +-+(6-35°:=15
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Ez tehat azt jelenti, hogy a kockadobast sokszor elvégezve a kapott szamok

35
(statisztikai) szordsa egyre inkabb megkozeliti a 4 / 15 értéket.

5.3. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Sok esetben olyan jelenségeket, kisérleteket vizsgalunk, melyek egy adott sémaét
kovetnek, igy a kiszdmitasukhoz sziikséges — egyszer mar kitaldlt — képleteket ujra
tudjuk alkalmazni kissé eltéré médon. Amennyiben példaul kigondoltuk, hogy az
otoslotton (ahol 90 szambdl 5-6t kell eltaldlni) elért taldlatok szdmét milyen médon
kell kiszamitani, a hatoslotté esetén mar nem kell tGjra kigondolnunk a szamitas
menetét, csupan a megfelels értékeket (kés6bbi széhaszndlattal paramétereket) kell
moédositanunk. Az ilyen, adott formula segitségével meghatarozhaté valdszintiségekkel
rendelkez6 valdsziniiségi valtozokat nevezetes eloszlasoknak nevezziik. A nevezetes
eloszlasok tovabbi elénye, hogy a valdszinliségek kiszamitasan tdl a momentumok
meghatdrozdsa is jéval egyszeriibb, mint az altaldnos (5.3), vagy (5.4) képletek
segitségével.

Az alabbiakban a legegyszeriibb, leggyakrabban haszndlt o6t diszkrét nevezetes
valésziniiségi valtozot mutatjuk be, de ezen kiviil is sok fontos eloszlds létezik,
amelyre tananyagunk nem terjed ki. Az aldbbi eloszlasok logikdjanak megértése
azonban megkoénnyiti més eloszlasok alkalmazasat is. Azt, hogy egy X valdsziniiségi
valtozo adott eloszlast kévet, azt ~ mddon jeloljiik, amit zardjelben a mar emlitett
paraméter(ek) kovet(nek).

5.3.1. Bernoulli-eloszlas

A Bernoulli-eloszlds (més néven indikdtor eloszlds) a legegyszeriibb diszkrét eloszlés,
mindossze két lehetséges értéke van: 0 és 1. Amennyiben egy adott, szamunkra
fontos, p valdsziniiségii esemény bekovetkezik, akkor X = 1 értéket vesz fel, ellenkez6
esetben pedig X = 0-t. Vegyiik észre, hogy egyetlen paraméter, a p értéke teljesen
meghatarozza az egyes lehetséges értékek valdszinliségét. Az X ~ Bern(p) jelolést
alkalmazva tehdt a sulyfiiggvény:

PX=1)=pé&sPX=0=1-p=gq (5.5)
Vegyiik észre, hogy a két egyszerli formula helyett a valészintiségeket a
k (1—k)
P(X =k =pt(1-p)" ™, ke{o1} (5.6)

modon is felirhatjuk, amely képlet mar sokkal inkabb hasonlit a kés6bb megismerend6
eloszldsoknal latottakra. Konnyen ellendrizhet6, hogy k = 0 esetre a valdszintiség 1 —p,
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mig a k = 1 esetre a valdszinliség p. A (5.6) formuldhoz nagyon hasonlé képlettel a
késébbiekben még taldlkozni fogunk.

Ahogy emlitettiik, a nevezetes eloszlasok elénye, hogy a momentumok meghatérozisihoz
nem kell az &ltaldnos képleteket haszndlni, levezethetdk specialis, csak az adott
eloszlasra alkalmazhaté momentum-formulédk is. Mivel ezt a Bernoulli-eloszlas esetén
kénnyl megtenni, ezért ezeket a levezetéseket meg is tessziik.

Meg kivanjuk tehdt hatdrozni az X ~ Bern(p) valdszinfiségi valtoz6 varhatd értékét,
amihez a (5.3) altaldnos definiciét haszndljuk fel, mely szerint az Osszes lehetséges
érték és a hozzajuk tartozé valdszinliségek szorzatosszege adja meg a keresett értéket:

E(X)=) 2,-p,=0-(1—-p)+1-p=p (5.7)
k

Hasonl6an egyszer(i levezetni az X ~ Bern(p) valésziniiségi valtozé varianciajat a (5.4)
altalanos definicié felhasznélasaval:

DX(X) =) (2, - E(X))?-p,=(0-p>*(1—p)+(1—p?p=p(l—p)  (58)
k

Azt kaptuk tehat, hogy a p paraméter ismeretében mind a varhaté érték, mind
a variancia kénnyedén meghatarozhaté. A Bernoulli-eloszlds klasszikus példdja a
pénzérme feldobas, ahol a p valdszinliségli esemény lehet az, hogy fejet dobunk.
Amennyiben p = 0,5, azt mondjuk, hogy a pénzérme fair.

A 5.2. dbra a Bernoulli-eloszlas sily- és eloszlasfiiggvényét mutatja be.

Sulyfiiggvény Eloszlasfiiggvény

5.2. dbra. A Bernoulli-eloszlés sily- és eloszlasfiiggvénye, p = 0,6

5.3.2. Diszkrét egyenletes eloszlas

Amennyiben egy diszkrét valészinliségi valtozé6 n darab, egymaést kovetd egész
szammal jellemezhetd lehetséges értékkel rendelkezik, melyek azonos valdsziniliséggel
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kovetkeznek be, egyenletes eloszlasrol beszéliink. Az eloszlas pontos leirdsdahoz két
paraméterre van sziikség, amiket a, a lehetséges értékek alsé hatara és b, a lehetséges
értékek fels§ hatéra jelol. Az X ~ U(a,b) jelolést alkalmazva tehdt a sulyfiggvény:

P(X = k) = % (5.9)

ahol n = b — a + 1. A diszkrét egyenletes eloszlds momentumai a paraméterek
segitségével konnyen megadhaték. A varhaté érték és a variancia a

a+b n?—1
E(X) = 5 D?(X) = B (5.10)

formulak segitségével szamithatd. A legkézenfekvébb példa a mar tobbszor emlitett
kockadobds, a = 1,b = 6 paraméterekkel. A (5.10) képletek lehetéséget adnak a 5.2.
fejezet alapjan ellendrizni a kapott varhatd érték és szoras eredményeket. Konnyen
7 62 —1
beldthatd, hogy ugyanazokat az eredményeket kapjuk (E(X) = 2 D?(X) = 7 =

35
ﬁ)’ mint az altalanos képletek segitségével, de joval egyszeriibben kaptuk meg az

eredményeket, kihaszndlva hogy tudjuk, a kockadobds egyenletes eloszlast kovet. A
szoban forgd eloszlas abrajat mar bemutattuk a 5.1. dbran, igy itt azt nem ismételjitk
meg, mas paraméterii esetekre is hasonlé abrat kapnank.

5.3.3. Binomidlis eloszlas

Az egyik leggyakrabban el6forduld eset és emiatt az egyik legfontosabb valésziniiségi
valtoz6 a mintavételhez kotodik. A binomidlis eloszlas alkalmazasanak feltételei az
alabbiak:

elére adott, n szamd megfigyelést végziink,

o valamennyi megfigyelés pontosan két kategéridba sorolhaté (sikeres, vagy
sikertelen)

« minden egyes megfigyelés esetén a siker valdszinlisége allandd, amit 7 jel6l,

o a megfigyelések egymdstdl fiiggetlenek (pl. az elsd mintaelem kivdlasztdsdnak
eredménye nem befolydsolja a masodik és azt koveté mintaelemek eloszlasat,
vagy mas szavakkal, nem valtoztatja meg a sokasig Osszetételét),

o a vizsgalatunk targya az Osszes sikeres megfigyelés szdma a mintdban (k).
Ezek a feltételek két gyakran el6forduld gyakorlati mintavételi esetben is érvényesek:

o végtelen sokasaghdl vett, illetve
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o véges sokasaghbol visszatevéssel vett
minta esetén. Altaldnossigban a fenti két eset az aldbbiakkal frhaté le.

o Végtelen alapsokasdgbodl egymastél fliggetleniil vett n elemii mintaba az
elemenként 7 valészintiségli adott tulajdonsdgi objektumbdl k darab keriil be.

o Véges, N elemii alapsokasagban K darab adott tulajdonsiggal rendelkez6 elem
van. Ebbdl a sokasaghdl visszatevéssel vett n elemli mintdba k darab adott
tulajdonsigu elem keriil be. Ekkor a 7 = % jeloléssel éliink.

Jelolje a X valOszintiségi valtozé a mintdba keriil6, adott tulajdonsaggal rendelkez6
objektumok szdmét (vagy roviden a sikerek szamét). Mindkét fenti esetben
azt mondjuk, hogy X ~ Bin(n,w), azaz X binomidlis eloszldst kovet, n és =
paraméterekkel. A sulyfliggvényt az aldbbi

P(X=k) = <Z>nk(1—w)"—k (5.11)

formula frja le. A képlet emlékeztet a (5.6) egyenletben latott kifejezésre. A kapcsolat
a két eloszlas kozott igen szoros, hiszen mig a Bernoulli-eloszlds egy kisérletet irt
le, addig a binomialis eloszlds n egymas koveto kisérletet. Formalisan is kénnyti
belatni, hogy n darab p paraméteri Bernoulli-eloszlast véletlen valtozd Osszege
n,p paraméterparral rendelkez6 binomidlis eloszlast ad. Vagy a masik oldalrdl, a
Bernoulli-eloszlas a binomialis eloszlas specidlis esete, arra az esetre, amikor n = 1.

A binomidlis eloszlds paramétereinek ismeretében a megismert momentumok
kénnyedén szamithatdk:

E(X)=nr, D2X)=nr(l—n) (5.12)

A binomidlis eloszlas sily- és eloszlasfliiggvénye véltozatos alakot 6lt a paraméterek
fiiggvényében. Az 5.3. dbra két paraméterpar esetén mutatja be a fiiggvényeket. Az
els6 esetben a m = 0,5 valasztds miatt a slirliségfiiggvény szimmetrikus, illetve az
eloszlasfliiggvény is kozéppontosan szimmetrikus, mig a 0,5 feletti paraméter baloldali
(hiszen a magas k értékekhez fog magas valoszinliség tartozni), a 0,5 alatti paraméter
jobboldali aszimmetridt (hiszen az alacsony k értékekhez fog magas valdszinliség
tartozni) okoz a suilyfiiggvényben.

A binomiélis eloszlasra a klasszikus példa a pénzérme feldobasa n alkalommal, X pedig
jelolje a dobott fejek szdmat (azaz a fejeket tekintjiik sikeres eseménynek). Ennek a
modellezésére fair érme esetén az n,m = 0,5 paraméterparral rendelkezé binomialis
eloszlas felel meg.

Itt jegyezziik meg, hogy a gyakorlatban a nagyon nagy alapsokasagot is végtelenként
kezeljiik. Gyakorlati szempontbdl egy Magyarorszag népességébdl vett viszonylag
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5.3. dbra. A binomidlis eloszlas sily- és eloszlasfiggvénye, n = 10,7 = 0,5, illetve
n=12,7 = 0,65
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kis elemszamn visszatevés nélkiili minta is fliggetlennek tekinthetd, gyakorlati
szempontbol nem valtozik meg a sokasig Osszetétele jelentésen attol, hogy az els6
elemeket méar kihtztuk, és nem tettiik 6ket vissza. Abban az esetben viszont, ha
a minta a sokasdg méretéhez képest nem elhanyagolhaté méretii, és a kivalasztas
visszatevés nélkiil torténik, a binomialis eloszldas nem alkalmazhaté.

5.3.4. Hipergeometriai eloszlas

Az el6z6 pontban bemutatott binomiélis eloszlds a mintdban eléfordulé sikeres
esetek szamahoz rendel valdszintiségeket tobb kiilonbozo esetre vonatkozodan is, de
a véges alapsokasagbdl visszatevés nélkiil vett mintdk esetén maéas eloszlassal kell
megismerkedniink. Amennyiben annak a valdszinliségére vagyunk kivancsiak, hogy
N elemi véges alapsokasagbol visszatevés nélkiil vett n elem mintdba, az Osszesen
K tulajdonsagi objektumbél pontosan k& db keriil be, akkor a hipergeometriai, vagy
hipergeometrikus eloszldsrdl beszéliink. A X ~ Hip(n, K, N) eloszlas stlyfiggvénye a

P@Eﬂﬂzggﬁﬁa (5.13)

formuléval irhaté le. A szamitds logikaja tulajdonképp egyszerii, az Osszes lehetséges
(]: ) mintabdl azoknak a szdmét szeretnénk meghatdrozni, amiben pontosan k adott
tulajdonsdgt szerepel. Ennek meghatarozasara egyrészt a mintankba pontosan
(]k() moédon valaszthatunk az adott tulajdonsdggal rendelkezok koziil, majd — hogy
teljes legyen a minta — ki kell valasztanunk az adott tulajdonsiggal nem rendelkez6
mintaelemeket, amit (J:’l :f ) médon tehetiink meg. Mivel minden sikeres csoporthoz
minden nem sikeres csoportot valaszthatjuk, ezért a lehetoségek szamat a szamlaléban
Osszeszorozzuk.

A X ~ Hip(n,K,N) eloszldas momentumai a paraméterek ismeretében konnyen
szamithatoak.

K KN—KN-—n
DX(X)=p—o &
X)) =rg—N ~_1

(5.14)

Amennyiben ezt a formulat 6sszehasonlitjuk a binomiélis eloszlas varhato6 értékével és
variancidjdval a (5.12) egyenletben, és a hipergeometriai eloszlasnal is bevezetjik a
T = % jelolést, akkor azt latjuk, hogy a két varhaté érték megegyezik, a variancidk
pedig abban kiilonboznek, hogy a hipergeometriai eloszlas esetén szerepel egy %
tényez6. Mivel ezt a kiilonbséget a véges sokasag miatt figyelhetjiikk meg, a tényezo

neve véges szorzé. A késébbi fejezetekben még taldlkozni fogunk a kifejezéssel.

A hipergeometriai eloszlas klasszikus példaja a lottén elért taldlatok valdsziniisége,
ami olyan szempontbdl specialis példa, hogy a sokasdgban a kedvezo esetek szama is
K =5 (hiszen 6t nyer8szam van) és a mintaelemszdm is n = 5 (hiszen 6t szamra kell
tippelni). Ez a hipergeometriai eloszlis egyéb felhasznéldsai esetén nem feltétleniil van

18y.
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A hipergeometriai eloszlds sulyfliggvénye és eloszlasfiiggvénye két paraméterezés
mellett az 5.4. dbran lathato.

Sulyfiiggvény Eloszlasfiiggvény
100 —————
; 5
o) =
& &
t L — e
0 i
Sulyfliggvény Eloszlasfiiggvény
—"
= =
i Vi
> =
& & —
0,10+
r 1 I (.

5.4. abra. A hipergeometriai eloszlas sily- és eloszlasfiiggvénye, n = 10, K = 50, N =
100, illetve n = 12, K = 65, N = 100

5.3.5. Poisson-eloszlas

A Poisson-eloszlas nem koézvetleniill a mintavételhez kapcsolédik, mégis hasznos,
gyakran alkalmazott eloszlas. Az eloszlds egy rogzitett idétartam alatt, vagy felszinen
megfigyelhetd események szamanak valdszintiségét irja le, ha az események egymastol
fuggetlenil kovetkeznek be, &llandé rata mellett. A Poisson eloszlas egyetlen
paraméterrel irhaté le, a X ~ Poi(\) eloszlas stlyfiiggvénye a

P

P(X =k) =" (5.15)

formulaval irhaté le. A Poisson-eloszlas kiilonleges abbdl a szempontbol, hogy a varhato
értéke és variancidja megegyezik.

E(X)=)  DX)=2A\ (5.16)
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A Kklasszikus példa a Poisson-eloszlasra az oranként egy call-centerbe érkezd hivasok
szama. Az els§ kozismert alkalmazdsa a porosz hadseregben évente haldlra rugott
katonak szaméanak modellezése volt. A 5.5. abra két Poisson-eloszldst mutat be

Sulyfiggvény

Sulyfiiggvény

Eloszlasfiiggvény

—

—o

—o

—o

Eloszlasfuggvény

5.5. abra. A Poisson-eloszlas stly-

5.4. Excel tippek

Hasznos Excel fiiggvények:

« HIPGEOM.ELOSZLAS
« POISSON.ELOSZLAS

.

BINOM.ELOSZL, BINOM.INVERZ

és eloszlasfiiggvénye, A =3, A =5

SZORZATOSSZEG (a varhaté érték meghatrozasdhoz silyfiiggvény alapjan)

Az Excel ELOSZLAS fiiggvényei egyarant alkalmasak a stly-, és eloszlasfiiggvények
értékeinek (valdszinliségek) kiszdmitdsdra, az els§ paraméterben megadott k
értékének fliggvényében. Odafigyelést igényel a fliggvények paramétereinek helyes



82 5. FEJEZET. DISZKRET VALOSZINUSEGI VALTOZO

megaddsa, kiilonosen ha a fliggvénybe nem szamokat, hanem abszolut és relativ
hivatkozasokat irunk!

Hasznos Excel funkcidk:

o A stly- és eloszlasfiiggvény abrazolasa oszlopdiagramon -



6. fejezet

Folytonos valdsziniiségi
valtozo

A 4. fejezetben események valdsziniiségének kiszamitdsaval foglalkoztunk, majd a
5. fejezetben diszkrét valdsziniiségi valtozokkal. Amint azt lattuk, a gyakorlatban a
véletlen kisérletek kimeneteleit szamokkal jellemezziik, ezt a minden kimenetelhez
egy szamot rendel6 fiiggvényt valdszinliségi valtozénak hivjuk és jellemzéen X-szel
jeloljik. A statisztikai valtozd fogalomhoz hasonléan pl. Y-nal jelolink egy tovabbi
valoszintiségi valtozét, vagy ha sok valtozéval dolgozunk a késébbiekben, akkor
gyakori az X, X,, ..., X, jelolés is. Fontos azonban megjegyezni, hogy — bar nagyon
hasonlok — nem keverendd Ossze a 2. fejezetben megismert sokasagot leiréd valtozo
és a valdszinliségi valtozo. Utdbbi egy absztraktabb fogalom, bar leirdsara hasonld
fogalmakat is haszndlunk majd, mint egy statisztikai valtozo6 esetén.

Attol figgben, hogy a valdszinliségi valtozd értékkészlete milyen szamossagu,
megkiilonboztetiink a tananyagunkban:

o diszkrét

— véges szamossagu

— megszamlalhatéan végtelen szamossagu

o folytonos

valésziniiségi valtozokat. A fenti besorolas nem teljes, vannak példaul vegyes eloszlasok
is, de ezeket nem targyaljuk.

A diszkrét valésziniiségi valtozokkal ellentétben a folytonos valdsziniiségi valtozok
jellemz6en valamilyen mérési folyamat eredményeképp allnak el6, igy a lehetséges
értékek altaldban a nemmnegativ valdés szamok valamely véges, vagy végtelen
részhalmazan taldlhatok. Ennek megfeleléen a folytonos valdsziniiségi valtozdk

83
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kontinuum szamossagu potencidlis kimenettel rendelkeznek. Pontosan amiatt, mert

a lehetséges értékek szamossiga nem megszamlalhatdéan végtelen, az egyes elemi

események valOszinliségének sziikségszerien nullanak kell lennie, azaz minden
folytonos eloszldsra P (X = x) = 0 barmely x értékre.

A 6.1. abra azt mutatja be, hogy ha végteleniil slirtien helyezkednek el a lehetséges
értékek egy intervallumon, és teljesiil a P (X = ) = 0 feltétel, akkor a sulyfiiggvény

és az eloszlasfiiggvény is folytonossa valik.

—
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6.1. 4bra. Atmenet a diszkrét és folytonos valdszintiségi valtozok kozott

A sulyfiiggvény, amely definici6 szerint a P (X = x) val6szinliséget adja meg diszkrét
esetben, folytonos esetben értelmét veszti, a fentiek miatt. A silyfiiggvény helyett a
stirtiségfiiggvény fogalméat fogjuk bevezetni a kovetkezd alpontban, az eloszlasfiiggvény
szerepe azonban nem valtozik. Mivel tetszéleges valdsziniliség meghatarozasaban a
strliségfiiggvény kozvetlentil nem, csak az eloszlasfiiggvény segit folytonos esetben,

ezért gyakran elsoként az eloszlasfiiggvényt definialjuk.

6.1. Eloszlas- és siirtiiségfiiggvény

A fejezetben a folytonos valdsziniiségi valtozok jellemzésére szolgald két eszkozt, az

eloszlasfliiggvényt és a strliségfiiggvényt mutatjuk be.
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Egy X folytonos valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye alatt a

Flz) =P (X < z) (6.1)

fliggvényt értjiikk, ami egy tetszbleges valds szdmhoz az X < x esemény bekovetkezési
valdsziniiségét rendeli. Ahogy azt mar emlitettiik, a folytonos valészintliségi valtozok
esetében a valdszinliségek kiszamitdsahoz minden esetben az eloszlasfiiggvényt fogjuk
haszndlni, ezért érdemes a lehetséges valtozatokat felsorolni:

e P(X<a)=P(X <a)=Fla)

« P(X>a)=P(X>a)=1—F(a)

e Pa<X<b)=Pa<X<b)=P@a<X<b)=Pla<X<z)=F0b) —
F(a)

Amint az a fentiekbdl is 1athatd, folytonos esetben az események esetén az egyenléségek
nem relevansak, hiszen a definici6 szerint az elemi események valdszintisége 0.

s sz

novekvd, folytonos fiiggvény. Hatérértéke lim, , . F(x) = 0, illetve lim,_, . F(z) = 1.

Egy X folytonos valdszintiségi valtozé stirtiségfiiggvénye alatt az f fliggvényt értjik,
ha

F(z) = /T f(u)du (6.2)

amibdl szokasos feltételek mellett kovetkezik, hogy

f(z) = F'(x) (6.3)

A stirliségfiiggvényre igaz, hogy f(x) > 0, illetve ff:o f(z)dxe = 1. A teljes gorbe
alatti teriilet tehat egységnyi, ami a valdsziniiséget reprezentalja. Fontos azonban
hangstlyozni, hogy a siirliségfiiggvény f(x) értéke nem val6sziniiségként értelmezendd,
hanem csupan a valésziniiség sirtisodésérol. Matematikailag ez azt jelenti, hogy a
stirtiségfiiggvény x kis sugarti kornyezetében a valdszintliség silirlisodését irja le: P(x <
X <z+ Az) =~ f(z)Ax.

A gorbe alatti teriilet tehat egységnyi, a (zart, vagy nyilt) intervallumba esés

valbsziniiségét a slriiségfiggvény segitségével integral segitségével hatarozhatjuk meg,
b

azaz P(a < X <b) = [ f(z)da.

A siirliség- és eloszlasfliggvény — hasonléan a diszkrét eloszldsokhoz — egyértelmii
kapcsolatban van egymaéssal. Ahogy diszkrét esetben Osszegzéssel, illetve kivondssal
meghatarozhaté egyik fliggvénybdl a masik, agy folytonos esetben az integralas, illetve
a derivdlas miivelete segit a meghatarozasban.
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A 6.2. dbran egy egyszeri folytonos eloszlas siirtliségfiiggvénye, illetve a hozza
tartozé eloszlasfiggvény lathatd. A valészintiségi valtozé —1 és 1 kozotti értékeket
vehet fel, a legerdsebb sfirtisodés az x = 0 kornyékén ldthatd, f(0) = 1, de ez
értelemszertien nem jelenti azt, hogy a 0 értéket 1 valdszintiséggel veszi fel a valtozo.
A gorbe alatti teriilet Osszesen egységnyi, ami egyszerii matematikai mddszerekkel
két haromszog tertileteként szamithatd ki. Az x = 0 ponttdl balra es6 gorbe alatti
teriilet a slirliségfiiggvény esetén 0,5, azaz P(X < 0) = fj)oo f(z)dx = 0,5. Ugyanez
a valoszinliség olvashaté le az eloszlasfliggvényrél (joval egyszeriibben), hiszen
P(X <0)=F(0)=0,5.

Stirtiségfiiggvény Eloszlasfiiggvény

10 12

f()

06 08

P(X <2)
0,6

04
Il
F(z)

0,2

0,0

6.2. abra. Folytonos valészintiségi valtozo stirliség- és eloszlasfiiggvénye

Vegyiik észre, hogy az eloszlasfiiggvény folytonossdga miatt a fliggvényérték bejarja
a 0-1 intervallumot, azaz tetszéleges p valészinliséghez meghatarozhaté az az «
érték, melyre igaz, hogy F(z) = P (X < z) = p, ezt a kifejezést az eloszlasfiiggvény
inverzének hivjuk és x = F~!(p) médon jeldljiik. Az eloszldsfiiggvény inverzének
segitségével tehat adott p valdsziniliséghez tudjuk meghatdrozni azt az x értéket,
melyhez pontosan a p eloszlasfiiggvény-érték tartozik.

6.2. Momentumok

A 5.2. fejezetben megismerkedtiink a diszkrét valdsziniiségi valtozék két legfontosabb
momentumaval, a varhaté értékkel és a variancidaval. A folytonos esetekben a
momentumok jelentése, tartalma azonos, de az alkalmazandé képlet természetesen
moédosul, az osszeadas folytonos megfeleléjére, az integralasra tamaszkodunk.

Egy X folytonos valdszintiségi valtozé varhaté értékén a

E(X) :[ x - f(z)dx (6.4)

kifejezést értjuk. A varhaté érték ebben az esetben is a slirliségfiiggvény
tomegkozéppontjaként értelmezhets, a statisztikai megfeleldje a szamtani Aatlag.
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Ez azt jelenti, hogy a kisérletet sokszor ismételve a kapott értékek atlaga a varhato
értékhez fog tartani.

Egy X folytonos valdszinliségi valtozd varianciajan a

DXX) = B(X ()= [ (@~ BOOP S (6.5)

kifejezést értjik. A variancia gyokét a valdszinliségi valtozd szordsanak nevezzilk és
D(X) médon jeloljik. A szérds azt mutatja meg, hogy a kisérletet sokszor ismételve
a kapott értékek dtlagosan milyen messze fognak elhelyezkedni a varhaté értéktél (és
egyben a sajit atlaguktdl).

Ahogy azt mar emlitettiik, a momentumok szamitasa soran a diszkrét dsszegzés helyett
folytonos esetben integralni sziikséges, illetve a sulyfiggvény (P(X = z)) szerepét a
stirliségfiiggvény (f(z)) veszi 4t mind (6.4), mind (6.5) esetében.

Eddig nem ejtettiink szt a valdszintiségi valtozok transzforméacidjardl, de ezen a
ponton egy specidlis miiveletet meg kell emliteniink, amely azonban elveiben mar
ismerés a 2.4. fejezetbol.

Legyen X (nem feltétleniil folytonos) valdsziniiségi valtozo, ekkor a

(6.6)

transzformalt valdszintiségi valtozdt standardizalt valészintiségi valtozénak nevezziik.
Ko6nnyen belathaté, hogy

. 57 - (X5EN) L BOIE®)

D(X)
X -E(X 1
. DQ(Z):DQ( D(X(> >> = Dz(X)DZ(X)zl

azaz a standardizélt valdsziniiségi valtozd varhatd értéke 0, variancidja (és szérdsa)
pedig 1.

6.3. Nevezetes folytonos eloszlasok

A diszkrét eloszlasokhoz hasonléan a folytonos eloszlasok koziil is vannak olyanok,
melyek valamilyen tulajdonsaguk miatt gyakrabban alkalmazhatéak. Ezen eloszlasok
esetén jellemzoOen a siirliség- és az eloszlasfiiggvény is ismert, a sziikséges paraméterek
megaddasaval az eloszlds jol kezelhet&vé valik. A slirtiségfiiggvény alapjan megtorténhet
az eloszlds abrazolasa, ami segit elképzelni a valdsziniiség stirlisodését, azonban a
stirliségfliggvény csak korldtozottan alkalmas valdszinliségek szamitasdara, a gorbe
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alatti teriilet gyakran nehezen szamithaté. Az eloszlasfiggvény ebben segit,
gyakorlatilag tetszoleges x értékhez megadva az adott értékhez tartozé baloldali gérbe
alatti teriiletet.

A nevezetes eloszlasok alkalmazdsa a valészinliségek konnyebb szamithatésiga mellett
azért is elényds, mert a momentumok is a paraméterektol fliggé zart képlettel
rendelkeznek, azaz nem kell a (6.4) és (6.5) Aaltalanos képleteket és integraldst
alkalmazni, hanem egyszeriibb specidlisan az adott eloszlasra jellemzo6 képletek allnak
rendelkezésiinkre.

Az aldbbiakban a legegyszeriibb folytonos eloszldsokat mutatjuk be réviden, a
tovabbi tanulméanyok sordn ezeket még tobb folytonos eloszlas fogja kévetni. Az elsé
két eloszlas jelentOségét az egyszeriiségiik adja, ennek ellenére fontos, gyakorlatban
alkalmazhaté eloszlasok, a normaélis eloszlas pedig a statisztika szdmara az egyik
legfontosabb eloszlas.

6.3.1. Folytonos egyenletes eloszlas

Az egyenletes eloszlas az egyik legegyszeriibb folytonos eloszlds. Azt az esetet irja
le, ha egy intervallumon valamennyi azonos hossztsagi részintervallum ugyanolyan
valészintiséggel kovetkezik be, vagy mas szavakkal, a valdszinliség stlirtisddése
egyenletes, azaz a siirtiségfliggvény konstans. A folytonos egyenletes eloszlasnak tehat
két paramétere van, melyeket jeloljiink a diszkrét esethez hasonldéan a-val és b-vel,
ahol a legkisebb, b pedig a legnagyobb lehetséges értéke X-nek.

Az X ~ U(a,b) jelolést alkalmazva tehat a slirliség- és eloszlasfiiggvény:

L haa<a<b 0 ha x < a
— a<cw
flx) =40 o Flr)=qF2 haa<z<b (6.7)
0 egyébként a
1 hax >0

A folytonos egyenletes eloszlas momentumai a paraméterek segitségével konnyen
megadhatdk, azok hasonlitanak a (5.9) egyenletekben ldtottakhoz. A varhaté érték és
a variancia a

E(X) = “;Lb, D2(X) = — 2 (6.8)

formulak segitségével szamithatd. Ha tudjuk, hogy a 0 —t idGintervallumban pontosan
1 telefonhivas érkezik be, akkor joggal feltételezhetjiik, hogy a telefonhivis ideje
leithaté az X ~ U(0,t) eloszldssal. Egyenletes eloszlassal kozelithets egy szakaszra
es6 véletlenszerii pont helyzetének eloszlasa, stb.

A fenti elméleti fejtegetéseket az alabbi példaval szeretnénk érthet6bbé tenni.
Tegyiik fel, hogy egy telefonhivés érkezik be a kévetkez6 6 percen beliil, jelolje X
az eltelt id6t és tételezziik fel, hogy X ~ 1/(0,6). Ekkor
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1 ha0<z<6 0 haz<O0
= ha x
fla)y=4° W F@)=4%2 ha0<z<6
0 egyébként
1 haz>6

Mivel X folytonos, ezért tudjuk, hogy P(X = z) = 0 minden z-re. A
strliségfliggvény a 0-6 intervallumon konstans, konnyen ellenérizhetjiik azt is,
hogy f(x) slirliségfiiggvény, hiszen f(z) > 0 minden z-re, illetve a gorbe alatti
tertilet 1, hiszen egy olyan téglalaprdl van sz6, melynek egyik oldala 6, a méasik
% hossztisagu.
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f(z)

Stirtiségfiiggvény Eloszlasfiiggvény

05

04

P(X <1)

2
4

Flz)

6.3. dbra. Egyenletes eloszlasu valtozo sliriiség- és eloszlasfliiggvénye

Koénnyen ellenérizhetd, hogy a stirtiségfliiggvény —oo-t6l x-ig vett integralja épp

az eloszlasfiiggvény, illetve az eloszlasfliggvény derivaltja épp 5

Példaként tekintsiik annak az eseménynek a valészintiségét, hogy 3 percet, vagy
anndl kevesebbet kell varni a hivasra. A P (X < 3) valdsziniiséget két médon
is meghatarozhatjuk, egyrészt a stirliségfiiggvényen az x = 3 értéktél balra esd

1
gorbe alatti teriilet meghatérozasdval. A gorbe alatti teriilet a [ 300 —du kifejezés
segitségével hatarozhaté meg, ami jelen esetben felesleges, hiszen egy téglalaprél
van sz0, melynek egyik oldala 3, a masik — hosszusagti. A keresett valosziniiség
tehat a striiségfiggvény segitségével 0,5. Az eloszlasfiggvény segitségével
sokkal konnyebb a keresett valészinliség meghatarozasa, hiszen csupan be kell
x

helyettesitentink az F(x) = 5 képletbe, amib6l kozvetleniil adédik, hogy a
keresett val6szinliség 0,5. Az eloszlasfiiggvény dbrajarél ez a pont kénnyedén
leolvashato.

A fenti, baloldali valdszinliség mellet a jobboldali valészinliségek, vagy
az intervallumba esés valészinlisége is analég moédon szamithatd, akar a
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stirtiségfliggvény megfelel integralasaval, vagy az eloszlasfiiggvény alkalmazdsaval
a fejezet elején felirt azonossagok alapjan.

A momentumok segitségével a varhaté érték és a variancia konnyedén

meghatarozhaté, E(X) = ¥ = 3, illetve D?(X) = % = 3. Az altaldnos (6.4)
és (6.5) formuldk alkalmazdsdval szintén megkaphattuk volna a momentumokat.

Kérdésként meriilhet fel, hogy mi az az idGtartam, ami esetén annak a
valdszinisége, hogy maximum annyit kell varnunk épp 0,8. Most tehat egy
valészintiséget ismeriink, méghozza azt az x értéket keressiik, amire teljesiil, hogy
P (X < z) = 0,8. Erre a kérdésre az eloszlasfiiggvény inverze ad vélaszt. Azt az
x-et keressiik tehdt, amire F(z) = § = 0,8, amibdl egyszertien kapjuk az x = 4,8
megoldast. Tehat 0,8 valoszintiséggel legfeljebb 4,8 percet kell varni a hivasra.

6.3.2. Exponencialis eloszlas

Az exponenciilis eloszlast gyakran alkalmazzak véletlenszerii idGtartamok lefrasara.
Ertelmezési tartomdnya a nemnegativ valds szdmok halmaza, egyetlen, pozitiv
paraméterrel rendelkezik, melyet A jelol. Az X ~ Exp()) jelolést alkalmazva tehét a
stirtiség- és eloszlasfiiggvény:

A ™ haz>0 1—e ™, haz>0
flz) = "y F(z) = i~y (6.9)
0 egyébként 0, egyébként

A varhat6 érték és a variancia a

1 1

(6.10)
formulak segitségével szamithatd, tehat az exponencidlis eloszlas esetén a varhato
érték megegyezik a szérdssal. Az exponencialis eloszlas egy fontos tulajdonsdga, hogy
ynincs memoridja”, azaz beldthatd, hogy P (X >z + s|X > s) = P (X > x) minden
nemnegativ x és s esetén. Azaz ha példaul egy meghibasodasig tarté idotartamot
vizsgalunk, akkor ha a meghibasodas nem kovetkezett be az elsé x masodperc alatt,
akkor annak a valészintisége, hogy a meghibdsodas nem kévetkezik be a kdévetkezo
s masodpercben pontosan ugyanannyi, mintha a 0 idéponttél kezdve mérnénk az
s masodpercet. Ez a tulajdonsag nem mindig redlis, ezért az exponencidlis eloszlas
egyéb valtozatait is gyakran alkalmazzak példaul meghibasodasok vizsgédlata esetén.
A folytonos eloszlasok koziil egyediil az exponenciilis eloszlas rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal.

Vizsgaljuk egy call-centerbe érkez6 hivasok hosszat. Ha tudjuk, hogy a hivasok
atlagos hossza két perc, akkor gyakran alkalmazzuk a A = 0,5 exponencilis

1
eloszlést (hiszen E(X) = 3= 2).
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felolelni? Tudjuk, hogy

megkaphattuk volna, ennek belatdsat az olvasora bizzuk.

Mi az a hivishossz, amelynél a hivisok 95%-a révidebb?
P(X<x)=F(z)=1—-e%52 =095

A fenti egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy

e85 — () 05
amibél (005
n
= ) _ 5901
* 0.5 ’

percnél rovidebb a hiviasok 95%-a.

Mi a valésziniisége, hogy a kovetkez6 hivas 1 és 3 perc kozotti idétartamot fog

Pl<X<3)=F0B)—F(1)=1—-e%%3— (1 -5 =05 —e15=0,3834

A valbszinliséget a stirtiségfiiggvény 1-3 intervallumon vett integraldsaval is
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Az exponencidlis eloszlas siirliség- és eloszlasfliiggvényét mutatja be a 6.4.

kiillonb6zé A paraméterek mellett.

abra

Stirtiségfliggvény Eloszlasfiiggvény
o v =
s 1 = LememmrmImamaTese s LTSI m e
|
S0 w |
i — X=05 S !
- i =1 = !
i . A=2 vi e | !
_ : =5 = < !
= = | o |
. I i _
B | 5 S =05
S 5 x=1
=2

5 3 A =5
S
z =

T T T T T T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

T T

6.4. dbra. Exponencidlis eloszldsu valtozé stiriiség- és eloszlasfiiggvénye

6.3.3. Normadlis eloszlas

A normalis eloszlds az egyik legfontosabb, leggyakrabban alkalmazott eloszlas.
Ennek egyik oka, hogy a természetben is sok jelenség j6 kozelitéssel leirhatd ezzel
az eloszlassal, a masik ok, hogy a kovetkeztetéses statisztikdban kozponti szerepet
tolt be ez az eloszlds. A normaélis eloszlds két paraméterrel rendelkezik, melyeket

p és o jeldl (néhol p és o?

paramétereket alkalmaznak), amely jeloléseket mér

alkalmaztunk a leir6 statisztikdval foglalkozé 2. fejezetben. A tananyag irasakor
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kinosan {igyeliink arra, hogy kiilonbo6z6 fogalmakat ne jeloljiink ugyanazzal a betiivel,
itt azonban mégis ezt tessziik, de a két paramétert klasszikusan ezekkel a betiikkel
szokas jelolni, a késObbiekben kideriil, hogy miért. Legyen X ~ N(u,0), ekkor az
eloszlas stirtiségfliggvénye:

o) = nge_;(x;u) (6.11)

ahol ¢ € Ryp € R,o > 0, m =~ 3,1416 a Ludolph-féle szam, e ~ 2,7182 pedig
az Euler-féle szam. A fiiggvény a valés szamok teljes korén értelmezett, igy az
X val6szinliségi valtozé —oo és oo kozott elvileg barmilyen értéket felvehet. A p
paraméter tetszOleges, a o paraméter viszont nemnegativ. Az eddig megismert
folytonos valésziniiségi valtozokkal ellentétben az eloszlasfiiggvény nem adhaté meg
zart alakban. A momentumok azonban a leheté legegyszeriibben szdmithatéak,
ugyanis

E(X)=p D*X)=o> (6.12)

azaz azt tapasztaljuk, hogy a két paraméter értéke épp a varhaté értéket és a varianciat
Lallitja be”, egymastol fiiggetlenill. Eppen ez az a tulajdonsig, ami miatt a jelolésiik
megegyezik a sokasdgi dtlag és a sokasdgi variancia/szérds altalunk is alkalmazott
jelolésével.

Stirfiségfiiggvény Eloszlasfiiggvény

6.5. dbra. Kiilonb6z6 varhaté értékii, 1 szorast normaélis eloszlasok

Az abrak alapjan lathatd, hogy a normalis eloszlds a p paraméterre szimmetrikus,
illetve a moédusza (a slirliségfiigevény legmagasabb pontja) és a medidnja (a
gorbe alatti teriiletet felez pont) is itt taldlhaté. A figgvények csupén eltoldsban
kiilonboznek. Valamennyi esetben az értelmezési tartomany a teljes szdmegyenes, de
a valdészintiségek donté része a —5,5 intervallumba esik ezekben a példadkban.

Az azonos p paraméternek koszonhetéen a slirliségfiiggvények azonos szimmetria
tengellyel rendelkeznek, illetve valamennyi eloszlasfiiggvény dtmegy a (0; 0,5) ponton.
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Stirtiségfiggvény Eloszlasfiiggvény

0,8

aaaaq
[ T T}

G =

f(z)
0,4

0,2

0,0
0

6.6. abra. Kiilonbo6z6 szérasu, 0 varhatd értékii normalis eloszldsok

Minél kisebb a o paraméter értéke, jellemzden anndl kozelebb esnek az értékek a
varhaté értékhez. A o = 5 paraméter mellett az eloszlas nagy része mar nem fér ra a
diagramra.

Legyen X ~ N (100,15), ami j6 kozelitéssel egy populdcié 1Q hdnyadosit leird
valészintiségi valtozo. Vegyiik észre, hogy a feladat az IQ-t folytonos valtozdként
kezeli, annak ellenére, hogy az 1Q tesztek eredménye tipikusan egész szam. A
modell feltételezése szerint az IQ nagyon sok lehetséges értéket vesz fel, az a
méroeszkoziink jellemzbje, hogy csak egész értékekre mér. Ebbdl azt tudjuk, hogy
a legtobb embernek 100 koriil van az 1Q-ja, illetve az emberek felének ennél
alacsonyabb, a masik felének ennél az értéknél magasabb.

A normélis eloszlas egyik fontos tulajdonsaga, hogy a paraméterek értékétol fliggetlentil
a varhato érték adott szérasnyi kornyezetében minden esetben azonos teriilet talalhato,
ami a valdszinliségek meghatarozasaban a késGbbiekben segitségiinkre lesz. Ahogy
lattuk, az eloszlasfiggvénynek nincs zart alakja, igy ezeket a valdsziniiségeket
numerikus uton lehetséges meghatérozni (kozelités, szimuldcid, stb.), ez azonban nem
képezi tananyagunk részét. A valdszinliségeket tablazat, vagy szoftver segitségével
fogjuk meghatarozni.

A 6.7. abrardl tehat azt olvashatjuk le, hogy — fiiggetleniil a paraméterek konkrét
értékétol — a varhatd érték egy szorasnyi kornyezetében a valdszinliség mintegy
68,3%-a taldlhatd, két o esetén a valdszinliség 95,45%, hdrom o esetén pedig mér
99,73%. Gyakorlati szempontbdl nagyobb a jelentésége azoknak az eseteknek, ahol
a valészintiség egy kerek, 1-hez kozeli érték, a jobb oldali abran néhany ilyen eset
lathat6. Ahhoz, hogy a tertilet 90%-4t lefedjiik a varhat6 érték koriil, 1,645 szoérdsnyit
kell eltavolodnunk p-t6l mindkét irdnyban. 95%-os valdsziniiség eléréséhez 1,96,
99%-hoz pedig 2,576 szérasnyi tavolsig szitkséges.

A normaélis eloszlas fenti jellemz&i alapjan tehat azt tudjuk, hogy a népesség
mintegy 68,3%-dnak 85 és 115 kozott van az 1Q-ja, mintegy 95,5%-nak pedig 70
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99.73% b < 99%. -
95.459 959

- 4
S
ach
S

34 68,3%

f(z)
f(z)
03

0.2

[}
0,1

13,6% 13,6%
) 1 1%
S
T T T T T T T T 1
p—40 p—30 p—20 p—o p  p+o p+2 p+3c ptdo

0,0

z

L—2,5760 -
11,960 |

4+ 1,6450 -
1+ 1,960
W+ 2,5760 -

p—1,6450 —

6.7. dbra. Gorbe alatti teriiletek a varhatd érték kortil

és 130 kozott. A szimmetria miatt az is meghatdrozhatd, hogy a fennmaradé 4,5%
fele 70 alatti, fele pedig 130 feletti 1Q-val rendelkezik. Amennyiben az emberek
kozéps6é 90%-anak 1Q-jara vagyunk kivancsiak, agy 1,645-15 = 24,675 pontot kell
a 100 varhato értékbdl levonnunk, illetve hozzdadnunk.

A normélis eloszlasok koziil kiemelt szerepe van a p = 0 varhaté értéki, o = 1
szordsi normadlis eloszlasnak, amit standard normaélis eloszldsnak neveziink. Amint
azt a normadlis eloszlas tulajdonsagaindl lattuk, a varhatd érték adott szorasnyi
kornyezetében minden normalis eloszlas esetén azonos valészinliség taldlhatd. Ez
lehet6séget ad arra, hogy egy kitlintetett normalis eloszlason keresztiil hatarozzuk
meg a keresett valdszinliségeket, méghozza egy transzformécié — a standardizalas —
segitségével. Mivel ezzel az eljardassal minden normalis eloszlds standard normalissa
alakithato, ezért elegendd a standard normalis eloszlas esetén egyszer meghatiroznunk
a kiilonboz6 értékekhez tartozo valészinliségeket, majd ezeket egy tablazatba foglaljuk.
Legyen tehdt Z ~ N(0,1), ekkor az eloszlds slirfiségfliggvénye:

o(z) = e 2 (6.13)

ahol az dltaldnos (6.11) sfirliségfiiggvénybe a p = 0 és 0 = 1 helyettesitéseket végeztik
el, illetve — jelezve, hogy standardizalt valtozordl van sz6 — a valtozo elnevezésére X
helyett Z-t haszndltunk. A siirliségfiiggvények dltaldnos f(x) jelolése helyett gyakran a
@(2) jelolést alkalmazzuk, ami Snmagédban arra utal, hogy standard normalis eloszlassal
van dolgunk. A standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvényét ennek megfeleléen a
®(z) moédon jeloljik F(x) analdgidjara. A P(z) eloszlasfiiggvénynek sincs ugyan
zart alakja, de léteznek téblazatok, melyek z bizonyos (pl. -3-t6l 3-ig szédzadonként)
értékeire megadjik az eloszlasfiiggvény értékét, azaz a P(Z < z) valdsziniiségeket.
Néhany téblazat (példdul a tankonyvhoz tartozd képletgylijteményben taldlhat6) nem
az eloszlasfiggvény értékét, hanem annak komplementerét tartalmazza, igy feltétlentil
sziikséges a hasznalt tdbldzat alapos ismerete. A tablazatok tipikusan a pozitiv z



6.3. NEVEZETES FOLYTONOS ELOSZLASOK 95

értékeket tartalmazzak, az eloszlas szimmetridja miatt azonban a negativ z értékekre
is alkalmazhatéak. Belathato, hogy minden z-re

B(z) =1— B(—2) (6.14)

ami az eloszlas szimmetridja alapjan grafikusan is konnyen abrazolhato.

Hatarozzuk meg annak a valdsziniliségét, hogy egy véletlenszertien kivdlasztott
X —

megfigyelés esetén az 1Q 90-nél alacsonyabb! Tudjuk, hogy Z = 2TH (0,1)
o

és a normalis eloszlas tulajdonsagai alapjan

P(X<90):P(Z<90;—5100>:P(Z<_§):q>(_2>

A (6.14) alapjan tehat

P(X<90)=1—-90 (;)
azaz az eloszlasfiggvény értékeit tartalmazé tablazatbol a 0,67 helyen talalhaté
valésziniiség komplementerét keressiik. Az eloszlasfiiggvény komplementerét
tartalmazo6 tablazatbél azonban kozvetleniil kiolvashaté a keresett valdszintiség,
ami 0,2514. Az Excel, illetve a statisztikai programok a keresett valosziniiséget
kozvetleniil (az eredeti eloszldsbdl) is képesek szolgéltatni, nem csupdn két
tizedes figyelembevételével, de fontosnak tartjuk a tablazat ismeretét is.

Sok esetben nem egy x érték alapjan keresiink valdszintiséget, hanem forditva, azt
az x értéket keressiik, amelyhez adott valdszindség tartozik. Ezt az eloszlasfiiggvény
inverzének nevezziik. Az eloszlasfiiggvény zart alakjinak hidnya miatt alapvetéen itt
is a standard normalis eloszlashoz tartozé tablazatra tamaszkodhatunk, épp forditva
gondolkodva. A tablazat belsejében keressiik meg a leginkabb megfelel6 valoszintiséget
(nem feltétleniil taldljuk meg egészen pontosan a keresett értéket), majd ehhez keressiik
meg z-t. A standardizélds miiveletét is épp forditva végezziik el, amennyiben Z ~
N(0,1), 48y p+ Zo =X ~ N(u,o0).

Hatarozzuk meg azt az x értéket, melynél az emberiség csupan 1%-4nak magasabb
az 1Q-ja! Ehhez els6ként azt a z értéket keressiik, melyre igaz az ekvivalens allitas,
miszerint az értékek 99%-a alacsonyabb néla.

®(z) =P(Z < z) =0,99

ekkor a
7= <I>*1(0,99)

megoldast (az eloszlasfiiggvény inverzét) keressiik. A tédblazat alapjin a keresett
z érték 2,32 és 2,33 kozott taldlhaté (0,0102 és 0,0099 valdsziniiség tartozik a két
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z értékhez). A 2,33 értékkel szamolva a keresett 1Q
x=p+oz=100+ 152,33 = 134,95

Ez az az 1Q érték tehadt, aminél az emberiség csupdn 1%-4nak magasabb az
intelligenciahanyadosa.

6.4. Excel tippek

Hasznos Excel fiiggvények:

« EXP.ELOSZL
« NORM.S.ELOSZLAS, NORM.S.INVERZ
« NORM.ELOSZLAS, NORM.INVERZ

Az Excel INVERZ fiiggvényei az adott nevezetes eloszlasfiiggvény alapjan
adjdk meg azt az x értéket, amelynél az eloszlasfiiggvény éppen a megadott
valoszintiséget adja vissza.

o egyéb eloszldsok és kapcsolataik: http://www.math.wm.edu/~leemis/chart/
UDR/UDR.html


http://www.math.wm.edu/~leemis/chart/UDR/UDR.html
http://www.math.wm.edu/~leemis/chart/UDR/UDR.html

7. fejezet

Valészintiségi vektorvaltozo

A 4. fejezetben események valdszinliségének kiszamitasdaval foglalkoztunk, majd az
5. fejezetben diszkrét, a 6. fejezetben folytonos valdsziniiségi véltozdkkal. Amint
azt lattuk, a gyakorlatban a véletlen kisérletek kimeneteleit szamokkal jellemezziik.
Sok esetben azonban egy kisérletnek nem csupan egy, hanem tobb jellemzGjére
is kivancsiak vagyunk. Ezeket a kimeneteleket egy vektorba rendezhetjiik, ennek
megfeleléen ebben a tobbvaltozos esetben valdszinliségi valtozé helyett valosziniiségi
vektorvaltozordl beszélhetiink.

Egy dobozbdl torténd hiuzasok soran nem csak a kék, hanem a piros és zold
goly6k szamara is kivancsiak lehetiink. A holnapi iddjaras jellemzésére a
kozéphémérséklet mellett a csapadék mennyiségét és a napos 6rak szamat is
feljegyezhetjiik. Altaldnossagban egyedek tobb tulajdonségat is vizsgalhatjuk
egyszerre. A fejezetben egyszerii példaként egy kis benzinktton az egy éra alatt
eladott kavék és dsvanyvizek egyiittes eloszlasat fogjuk vizsgalni.

A megfigyelt véletlen értékek szama alapjan beszélhetiink a valdszintiségi vektorvaltozo

c sz

ki részletesebben, de a legtébb megismerendé koncepcié hasonléan &dltalanosithato
tobbvaltozds esetekre is.

Az egyvaltozos esethez hasonléan megkilonboztetiink:

o diszkrét és

« folytonos

valoszintiiségi vektorvaltozokat.

97
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7.1. Kétvaltozos diszkrét eloszlasok

A fejezetben a kétvéltozds diszkrét eloszlasokhoz kapcsolédé fogalmakat és elemzési
eszkozoket mutatunk be. A fogalmak egy része az 5. fejezetben megismertek
altalanositasa, a tobb valdsziniliségi valtozd egylittes vizsgdlata azonban lehetOséget
ad azok kapcsolatanak vizsgdlatara is, amire a statisztika is nagy mértékben
tamaszkodik.

Jelolje (X,Y) a kétvaltozdés, mindkét valtozéjdban diszkrét vektorvéltozot
(t6bbvéltozdés esetben célszerlibb indexeket alkalmazni a valtozdk jelolésére
(X1, Xy, ..., Xy)). Jelolje tovdbba rendre x; és y; a lehetséges értékeket.

7.1.1. Sily- és eloszlasfiiggvény

A valészinliségi vektorvaltozdkat az egyvaltozds esethez hasonldéan jellemezhetjik a
lehetséges értékek, valamint azok valésziniiségének felsorolasaval. Jelolje az egyiittes
bekovetkezési valészintiségeket

P(X:‘Tiayzyj) = Dij (7.1)

amivel tulajdonképp a kétvaltozés diszkrét eloszlas sulyfuggvényét definidltuk. A két
valtozo egyiittes eloszldsat (azaz a lehetséges értékeket és valdszintiségeiket) érdemes
egy tablazat segitségével Osszefoglalni:

7.1. tdblazat: A lehetséges értékek és azok egyiittes bekovetkezési
val6szintiségei, valamint a peremvalészintiségek

XY Vi Yo e Yy PX=u)
Ty P11 P12 -+ Pim P1.

Lo P21 P22 -+ Pom P2

Ty Pn1 Pn2 Prm Pn.
PY=y,) p1 P2 - DPm 1

Természetesen a fenti valoszintiségekre minden i és j esetén 0 < p;; < 1,
valamint ). Zj p;j = 1 feltételeknek teljesiilniiik kell, hogy valéban kétviltozos
diszkrét sulyfiiggvényrol beszélhessiink. A tablazat peremén — az utolsdé sorban és
oszlopban — feltiintettiik az Gn. peremvaldsziniiségeket, melyek a két valtozo szerinti
sulyfiiggvényeket adjak meg.

A peremvaldsziniliségek egyszertien a megfelel sorban, illetve oszlopban talalhato
egyiittes bekovetkezési valdszintliségek Osszegel, azaz p;, = Zj p;; = P(X = ;), illetve

p;= Zipij =P = yj>~
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Az egyvaltozés esethez hasonléan az eloszlasfiiggvény egyszerti felosszegzéssel
képezhetd, mind a peremeloszlasokra, mind az egyuttes eloszlasra vonatkozdan. Az X
valtozo szerinti perem eloszlasfiiggvény tehét

Fy(z)=P(X <z)= Z Zpij = Z i, (7.2)

z;<x j z;<x

moédon szamithatd, azaz az egyiittes bekovetkezési valoszintiségek és a peremvalészintiségek
Osszegzésének segitségével is. Az egylittes eloszlasfiggvény az egyvaltozos eset
altalanositdsa, azt mutatja meg, hogy a valdszinliségi vektorvaltozé milyen
valészintiséggel teljesiti a X < x és Y < y feltételeket:

Fyy(z,y) = Z Z Pij (7.3)

;ST Y; <y

Legyen tehat X az adott ordban eladott kavék, mig Y az asvanyvizek szama.
Tudjuk, hogy az egytuttes bekovetkezési valoszinliségeket az alabbi tablazat irja
le.

7.2. téblazat: Az egyiittes bekovetkezési valOszinliségek és
peremvaldszintiségek

kaveé, viz 0 1 2 3 Osszesen
0 0,1 0,045 0,015 0,015 0,175
1 0,075 0,15 0,025 0,05 0,3
2 0,025 0,05 0,125 0,1 0,3
3 0 0,025 0,1 0,1 0,225
Osszesen 0,2 0,27 0,265 0,265 1

Az egylttes bekovetkezési valdszinliségek az egyvaltozds esethez hasonléan
abrazolhatdk, az egy tengely helyett azonban mar kettére van sziikségiink, a
lehetséges értékek egy sikon helyezkednek el, a bekévetkezési valdszintiségeket pedig
a harmadik dimenziéban &brazoljuk. Harom, vagy tobb valdszinliségi valtozora
vonatkozé sulyfiiggvény abrazoldsa méar nehezen megoldhatd, mert legaldbb négy
dimenziéra lenne sziikség. A 7.1. dbran a példara vonatkozo kétvaltozos sulyfiiggvény
lathato.

Az &bra alapjan megéllapithatjuk, hogy a legnagyobb valésziniiségek a f6atld
mentén lathatok, azaz ahol az értékesitett asvanyvizek és kavék mennyisége
megegyezik. Ez arra utal, hogy a két termék kiegészité termékként viselkedik a
mikrookonémia széhasznalataval élve.
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7.1.2. Feltételes eloszlasok

Az, hogy két valdsziniiségi valtozot vizsgalunk lehetdséget ad az tin. feltételes eloszlasok
vizsgalatara is. A feltételes eloszlas alatt azt értjiik, hogy az egyik valtozé fix értéke
mellett a mésik valtozd eloszldsa hogyan alakul. A feltételes eloszlas vizsgalatdhoz
a mar korabban targyalt, eseményekre vonatkozé feltételes valdszinliség fogalmahoz
nytlunk vissza, amit a (4.9) formuldban definidltunk. A kétvaltozos diszkrét eloszlasok
jelolésrendszerét alkalmazva

PX=um,Y =y, Py
P(Y = yj) p;

P(X =z, |V =y) = (7.4)

amennyiben az Y vdltoz6 értéke y;. Az X valtozd értékét rogzitve a feltételes
valészintiségek analég médon hatarozhaték meg:

P(Y =y | X =)= — 5 o = (7.5)

azaz a feltételes valdsziniiség kiszamithatd az egytittes bekovetkezés valdszinliségének
és a megfelel6 peremvalésziniiségnek a hanyadosaként. Adott feltételhez tartozo
valamennyi feltételes valoszintiség a feltételes eloszlast adja meg. Mivel az egyik
valdszintiségi valtozot adott értéken fixdltuk, igy a feltételes eloszlas ebben az esetben
egy egyvaltozds valdsziniiségi valtozo, igy az 5. fejezetben megismert elemzési eszk6zok
is alkalmazhatdk, igy példaul a feltételes eloszlas varhaté értéke is kiszamithato, ami
a késobbiekben is fontos szerepet kap. Rogzitett y; esetén a formula

Pij
B(X|Y =y) = Y eP(X =2, |Y =y) = w00 (7.6)
i i J
mig rogzitett z; esetén
Pij
EY | X=z)=Y yPY =y;| X =2z :Zyjp% (7.7)
j ] 2.

Tegyiik fel, hogy tudjuk, az elmult érdban X = 2 kavét értékesitettek a
benzinkuton, ekkor kivancsiak lehetiink az egyes dsvanyviz értékesitések
valbsziniiségére, valamint a feltételes varhaté értékre is.

2 1 1
P(Y:O|X:2):%:E P(Y:1|X:2):%:E
0125 5 01 1
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azaz ha tudjuk, hogy két kavét értékesitettek, akkor annak a valészintisége, hogy
1
nem értékesitettek asvanyvizet mindossze 12’ mig a 3 dsvanyviz valoszintisége =

Az ezekbodl szamithaté feltételes varhaté érték Y-ra vonatkozdan pedig a

E(YIX—2>—Zj:yij_‘ =0- 5+l o425 +3-5=2
Azaz ebben a példaban, amennyiben tudjuk, hogy egy adott éraban két kavét
értékesitiink, akkor az eladott asvanyvizek varhaté darabszama is épp kettd, bar
természetesen eléfordulhat 0, 1, 2 és 3 is eladott mennyiségként, ahogy azt a
feltételes valdszinliségek mutatjdk. A varhaté érték (hasonléan az egyvaltozds
esethez) nem feltétlentil olyan érték, amely lehetséges, igy példaul

E(Y | X =3)=2,333

Adott mennyiségii dsvanyvizhez tartozé kévéra vonatkozé valdsziniiségek és
varhato értékek analég modon szamithatok.

A feltételes varhato érték mellett a feltételes eloszlas variancidja, vagy barmilyen egyéb
momentuma is meghatarozhatd, az egyvaltozos esettel analég mdédon, ez azonban
meghaladja tananyagunk kereteit.

7.1.3. Fiiggetlenség
Két esemény fiiggetlenségét a (4.12) formuldval, a 4.3. fejezetben definidltuk, két

valdsziniiségi valtozo fliggetlensége tamaszkodik ezekre az ismeretekre. Azt mondjuk,
hogy X és Y valészintiségi valtozé fiiggetlen, ha

PX=uY=y)=PX=2) (7.8)
minden ¢ és j esetén teljesiil, azaz barmilyen, Y-ra vonatkozdé informécié sem

valtoztatja meg az z; események valdszintiségét. A definicié forditottja is kimondhato,
azaz fliggetlenség esetén

PY =y | X =2;) =P(Y =y,) (7.9)
Ez pontosan akkor teljesiil, ha
P(X=2z,Y=y) =P X =2,)PY =y,) (7.10)

minden i és j esetén teljestl, azaz az egyiittes bekdvetkezési valdszinliségek a teljes
tablazatban a hozzajuk tartozd peremvaldsziniiségek szorzataiként eléallithaték.
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A példankban szerepl6é X és Y valdszinliségi valtozok nem fuggetlenek, hiszen mar
kordbban lattuk, hogy pl.

P(Y:0|X:2):11—27EP(Y:0):0,2

Mivel az azonossagnak minden feltételes valdsziniiségre teljesiilni kell fiiggetlenség
esetén, ezért mar egy ellenpélda esetén is kimondhatjuk, hogy a valésziniiségi
valtozok nem fluggetlenek. Egyezség esetén azonban tovabb kell vizsgalédnunk,
hogy minden esetben fennall-e az.

A flggetlenség ellendrizheté a (7.10) egyenlet alapjan is, amihez — és kés6bb
megismerend6 vizsgalatokhoz — érdemes elkésziteni a fliggetlenség esetén érvényes
valésziniiségeket a peremvaldszinliségek segitségével. A példank esetén ez harom
tizedesre kerekitve az alabbi tablazatban lathato.

7.3. tablazat: Fliggetlenség esetén érvényes valoszintiségek

kavé, viz 0 1 2 3 Osszesen
0 0,035 0,047 0,046 0,046 0,175
1 0,060 0,081 0,080 0,080 0,3
2 0,060 0,081 0,080 0,080 0,3
3 0,045 0,061 0,060 0,060 0,225
Osszesen 0,2 0,27 0,265 0,265 1

7.1.4. Vektorvaltozé momentumai

Az egyvéltozds eloszlasok legfontosabb momentumai (5.2. és 6.2. fejezetek) a varhato
érték és a variancia. Vektorvaltozé esetén a varhatd érték szerepét skalar helyett egy
vektor, mig a variancia szerepét egy méatrix veszi at.

Kétvaltozos diszkrét eloszlas esetében a varhato érték egy kétdimenzids vektor

E{ if( } B [ i%] } (7.11)

azaz a varhatdo érték vektor egyszerlien a komponensek varhaté értékeinek
felsorolasabdl all, amibdl kovetkezik, hogy az egyvaltozds esetnél megfigyelt
tulajdonsagok 6roklédnek.

Az egyvaltozés esetben megismert variancia helyét a C variancia-kovariancia matrix
veszi at, amely kétvaltozos esetben 2 x 2-es:

D%(X) Cov(X,Y)

_ )
C= Cov(Y,X) DY)

(7.12)
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amiben a két valtozd variancidjat méré D2(X) és D?*(Y) mellett a két valtozod
egylittmozgasat méré kovariancia is megjelenik, amely szimmetrikus, azaz
Cov(X,Y) = Cov(Y, X). A kovariancia az aldbbi médon szamithatd

Cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y —E(Y))) = E(XY) — E(X) - E(Y) (7.13)

ami diszkért esetben a

Cov(X,Y) = Z z LiY;iPij — (Z Im,) (Z yij) (7.14)

forméaban irhaté fel. A szimmetria mellett a kovariancia alabbi f6 tulajdonsigait
emlitjiikk meg:

o béarmely val6sziniiségi valtozd konstanssal vett kovariancidja 0, azaz Cov(X, a) =
0
e linedris transzformdciok esetén Cov(aX + b,cY + d) = acCov(X,Y)

e a variancia tulajdonképp egy valoszintiségi valtozé 6nmagéval vett kovarianciaja
Cov(X,X) = D?(X)

A példénkban a varhaté érték vektor a két (feltétel nélkiili) varhatd értéket
tartalmazza

E X| | 0-0175+1-03+4+2-0,3+3-0,225 | | 1,575
Y| [0-02+4+1:-0,27+2-0,265+3-0,265 | | 1,595

A variancia-kovariancia matrix elemei kozul a kovariancia kiszamitasat
szemléltetjiik, elséként szamitsuk ki a E(XY') varhaté értéket.

c_ [ DX)  Cov(X,Y)] _[ 1044375 0612875
“| Cov(Y,X) DY) |~ | 0612875 1,170975

B(XY) = > @b =
v g
=0-0-0,1+--4+1-0-0,005+1-1-0,15+--+3-3-0,1 =3,125
amibél a kovariancia egyszertien adodik:

Cov(X,Y) = E(XY) —E(X)-E(Y) = 3,125 — 1,595 - 1,575 = 0,612875
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A kovariancia tehat pozitiv, ami azt jelenti, hogy az egyik valtoz6 nagyobb
értékei a masik valtozd nagyobb értékeivel fordulnak el egyutt gyakran, illetve
a kis értékek is gyakran jarnak egyiitt. Ezt fogalmaztuk meg mar kordabban, a
sulyfliggvény vizsgalatakor is tigy, hogy a kavé és az asvanyviz ezen a benzinktuton
kiegészit6 termékek. Helyettesito termékek esetén a kovariancia negativ értéket
venne fel.

Az egyvaltozés diszkrét valdsziniiségi valtozokkal analdég médon kiszamitott
variancidk és a kovariancia alapjan felirhato tehat a variancia-kovariancia matrix:

C

[ D%X) Cov(X,Y)] [ 1044375 0,612875
T | Cov(y,X) DY) |~ | 0612875 1,170975

7.1.5. Korrelaci6é

A kovariancia tehat két valOsziniiségi valtozd egylittmozgasinak mértékét meéri,
hatranya azonban, hogy fiigg a valtozok nagysdgrendjétél. Ahogyan azt lattuk,
ha az X valtozot a-szorosara valtoztatjuk, a kovariancia is a-szorosara valtozik,
annak ellenére, hogy ez nem jelenti azt, hogy az Y valtozdval valdé egyiittmozgasa
megvaltozott. Ha példaul X koltséget, vagy profitot jelol, és forint helyett 1000
forintban mérjiik, a kovariancia 0,001-szeresére valtozna. Ezt a tulajdonsagot hivatott
kikiisz6bdlni egy nagyon gyakran alkalmazott mérészam, a korrelacié.

Két valdszintiségi valtozd kozotti kapesolat szorossagat és iranyat a

Cov(X,Y)

D*(X) - D2(Y)

un. linearis korrelacios egyutthatéval mérjiik. Legfontosabb tulajdonsagai:

p(X,Y) =

(7.15)

o szimmetrikus, azaz p(X,Y) = p(Y, X),

e« —1<p(X,)Y) <1,

o az eldjel a kapcsolat iranyat jeloli,

e p(X,Y) =0 neve korreldlatlansig,

e |p(X,Y)] = 1 neve fiiggvényszerii linedris kapcsolat, tokéletes negativ, vagy

pozitiv linearis korrelaltsig.

Altaldnossdgban minél kozelebb van a korreldciés egyiitthaté abszoldt értéke 1-hez,
annal erésebb korrelaciés kapcsolatrdl beszéliink a két valdszintiségi valtozd kozott.

Amint azt 1attuk, a kovariancia értéke pozitiv a példankban, eléjele igen, nagysiga
nem értelmezhetd 6nmagaban. A kovarianciabol szamitott korrelaciés egytitthatéd
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azonban biztosan —1 és 1 kozotti értéket vesz fel.

XY 12
pX)Y) = Soloend) S A = 0,5542
VD2(X)-D2(Y)  /1,044375 - 1,170975

Azaz a korrelacios egyititthato — a kovarianciaval sziikségszertien azonos — pozitiv
elojelti, azaz pozitiv, de nem tokéletes linearis korrelacidt tapasztalunk a két
valdsziniségi valtoz6 kozott.

Gyakran keveredik 6ssze a 7.1.3. fejezetben targyalt fiiggetlenség, valamint a
korreldlatlansiag fogalma, ezért ezen a helyen néhany szét ejtiink a két fogalom kozotti
kapcsolatrol

« bizonyithat6, hogy ha X ésY fiiggetlenek, akkor korreldlatlanok, azaz p(X,Y) =
0

e a korreldlatlansidg azonban nem jelenti egyben azt, hogy a valészintiségi valtozok
fliggetlenek!

Ilyen értelemben a két valdszintiségi valtozd kozotti fiiggetlenség erdsebb allitas,
mint a korreldlatlansidg. A 0 korrelaciés egyiitthaté csak annyit jelent, hogy linedris
Osszefiiggés nem figyelhetdé meg a valtozok kozott, de mas, pl. parabolaszeri kapcsolat
elképzelheto.

Legyen X és Y egyiittes eloszlasa az alabbi

Ebben az esetben konnyen belathatd, hogy a kovariancia, és ezzel egyiitt a
korrelaci6 is 0, azaz a két valtozo korreldlatlan, de a valtozok nem fiiggetlenek.
A szadmitasok elvégzését az olvaséra hagyjuk.

7.2. Kétvaltozo6s folytonos eloszlasok

Kétvaltozos folytonos eloszldsokrdl jelen tananyagban részletesen nem lesz sz0,
azonban a kés6bb tanult modszerek miatt elengedhetetlen egy rovid betekintés.
Kétvaltozds esetben a siirliségfiiggvényt egy gorbe helyett egy feliilet irja le. Ahogy
az egyvaltozds esetben a gorbe alatti teriilet, gy kétvaltozds esetben a feliilet alatti
térfogat irja le az adott eseményhez tartozé valdszintliséget. Az egyvaltozds eset

c sz
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Az eloszlasfliiggvény szintén egy monoton novekvo feliiletként képzelhetd el, hatarértéke
dél-nyugati irdnyban (ahol a két véltozé kis értékei szerepelnek) 0, észak-keleti
irdnyban 1.

Az egyvaltozds esethez hasonléan a tobbvaltozds valdszintiségi valtozok esetén
is beszélhetiink nevezetes eloszlasokrdl, és a tobbvaltozdés normalis eloszlas a
leggyakrabban alkalmazott eloszlasok koézé tartozik. A 7.2. dbra két kiilonbozd,
kétvaltozés normalis eloszlas slriiségfiiggvényét mutatja be. Mindkét eloszlas varhato
érték vektora [0, 0], a variancidk pedig minden esetben egységnyiek. A kiilénbség a
kétvaltozds normalis eloszlas fontos paramétere, a korrelacios egyiitthatd. A baloldali
abran 0, mig a jobboldali stirtiségfiiggvény esetén —0,8 az értéke.

7.2. abra. Kétvaltozos stlirliségfiiggvény

7.3. Excel tippek

e Az 1. fejezetben megismert abszolut és relativ hivatkozdsok, valamint

« az 5. fejezetben megismert SZORZATOSSZEG fiiggvény alkalmazasa javasolt.
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8. fejezet

Mintavétel, mintavételi
eloszlas

Az el6z6 fejezetekben a valOsziniiségszamitas alapjaival, illetve néhdny nevezetes
diszkrét és folytonos eloszlassal ismerkedtiink meg. Ebben a fejezetben a
kovetkeztetéses statisztika alapjait rakjuk le. A kovetkeztetéses statisztika mintabol
kovetkeztet a sokasag egészére, igy els6ként néhany fontos mintavételi mddszert
tekintiink at. Tovabbéa azt vizsgdljuk ebben a fejezetben, hogy adott sokasidgbol
kivalaszthaté Osszes mintat figyelembe véve hogyan alakulnak a minta alapjan
szdmitott jellemzék (pl. atlag, ardny, szérds). Mig ezeket a jellemzéket sokasig esetén
Osszefoglaléan paramétereknek nevezziik, mintabeli megfeleldik osszefoglalé neve
mintabeli statisztika. A kiillonb6zé mintakbdl szamitott mintabeli statisztikdk véletlen
valtozdként viselkednek, eloszldsukat mintavételi eloszlasnak nevezziik.

A mintavétel soran az alapsokaségra

o jellemz6 paraméter kozelité értékére, vagy
o megfogalmazott allitas igazsagtartalmara, vagy

o vonatkozd modell 6sszefiiggéseire
vagyunk kivancsiak megfelelé médon kivalasztott minta alapjan, mert

e nincs elegend6 id6, pénz, egyéb erdforras, vagy

e nem lehetséges

a teljes sokasag felmérése.

109
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Tekintsiik a magyar felsGoktatdsban tanulok sokasagat. Egy kutatas soran
kivancsiak lehetiink arra, hogy atlagosan hany forintot koltenek albérletre,
vagy arra, hogy koriikkben milyen egy adott politikai part tdmogatottsidga
(jellemz6 paraméter kozelitd értéke). Egy mdsik esetben az dllithatjuk, hogy
koriikben a férfiak és a nok atlagosan azonos id6t toltenek tanulassal, vagy a
mar emlitett part tdmogatéi azonos ardnyban vannak a férfiak és nok korében
(megfogalmazott allitds), és ezt egy minta alapjdn probaljuk ellendrizni. Még
nehezebb a dolgunk, ha azt szeretnénk koriikben vizsgdlni, hogy a csalad
jovedelme, vagy a hallgaté lakohelye hogyan befolydsolja az albérletre koltott
osszeget (modell Gsszefiiggés). Valamennyi esetre elmondhat6, hogy valamennyi
felsboktatasi hallgaté megkérdezése rengeteg idObe és pénzbe keriilne, ezért a
fenti vizsgalatokat leginkabb egy minta alapjan realis elvégezni. Mas esetekben
a teljes sokasidg megismerése egyaltalan nem lehetséges, példaul toréstesztek
esetén.

A minta alapjan levont kovetkeztetés eredménye mindig bizonytalansidggal terhelt,
egyrészt azért, mert nem a teljes sokasdgot ismerjiikk meg, masrészt egyéb hibaforrasok
is jelen vannak: nemvélaszolds, rossz adat rogzitése, félreértett kérdés, rossz
mértékegység hasznalata, stb. Vegyilk észre, hogy ezek a potencidlis hibak
akkor is jelen vannak, ha a teljes sokasdgot probaljuk vizsgalni. A mintavételi
hiba és az egyéb hibak kozotti jelentOs kiilonbség az, hogy a mintavételi hiba
bizonytalansidga szamszerisitheté. Ebben a fejezetben azzal kezdiink foglalkozni, hogy
ez a bizonytalansag hogyan kvantifikalhato.

A minta alapjan szerzett informécié tehat bizonytalan, azonban az iizleti
dontéshozatalhoz elengedhetetlen informéaciokat szerezhetiink segitségével. A tananyag
héatralévé részében a sokasagi paraméter kozelité értékének meghatarozasaval
foglalkozunk, amit szakszéval becslésnek neveziink. A megfogalmazott &llitas
igazsagtartalma, a hipotézis vizsgalat, és a modellezés témakore a Statisztikai
modellezés targy anyagahoz tartozik.

8.1. Mintavételi modszerek

A mintavételi modszerek széles tarhdza &ll a kutatast végzék rendelkezésére,
valamennyi modszer bemutatdsa meghaladja a tananyagunk kereteit. A mintavételi

/////

néhany szot.

8.1.1. Véletlen mintavételi médszerek

A véletlen mintavételi mddszerek kozos jellemzéje, hogy a sokasdg elemei el6re
meghatdrozhaté (nem feltétlentil azonos) valdsziniiséggel keriilnek a mintéba.
A véletlen mintavételi modszereknek ez a tulajdonsiga lehetévé teszi, hogy a
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mintavételhez kapcsoldodd bizonytalansagot szamszertiisitsiik, igy els6sorban az ilyen
mintavételek eredményeibdl levonhaté kovetkeztetést targyaljuk.

Véletlen mintavételi mddszerek koziil az aldbbiakat emlitjiikk meg:

o fiiggetlen azonos eloszlasi (FAE): a FAE mintavétel feltétele, hogy rendelkezésiinkre
alljon egy lista a sokasag elemeir6l, majd pl. véletlenszamok generaldsaval
kivalasztjuk a megvizsgdlandé sokasagi elem sorszamat. A mintavételt
visszatevéssel végezziik, azaz egy sokasigi elem akar tObbszor is a mintaba
keriilhet. A FAE mintavétel nem elsésorban gyakorlati szempontbdl fontos,
hanem matematikai kezelhet&sége miatt. A gyakorlatban gyakran a végtelen
nagy sokasagbdl kivalasztott mintakat is FAE mintaként kezeljiik, természetesen
ilyenkor a véletlen kivalasztast valami mas médszerrel kell biztositanunk.

e egyszerli véletlen: az egyszerii véletlen mintavétel nagyon hasonlé a FAE
mintahoz, azonban a kivalasztas visszatevés nélkil torténik. Ennek a modszernek
nagyobb a gyakorlati jelent&sége, mint a FAE mintavételnek.

o rétegzett: amennyiben rétegzett mintavételt szeretnénk végezni, a sokasagi
egyedekrél mas — lehetdleg a vizsgalandd ismérvvel osszefligg6 — tgynevezett
rétegképzé ismérveket is ismerniink kell, amiket a kivalasztas soran figyelembe
is vesziink, de maga a kivalasztas véletleniil torténik. A rétegképzdé ismérvek
segithetnek abban, hogy a mintdnk Osszetétele emlékeztessen a sokasig
dsszetételére, illetve abban is, hogy bizonyos esetekben hatékonyabban! tudjuk
a becslést elvégezni. A tul sok valtoz6 szempontjabdl torténd rétegzésnek gatat
szab, hogy a rétegek szama az ismérvvaltozatok szdmanak szorzata szerint
alakul. A rétegzés oka lehet egyszertien az is, hogy pl. nem csak orszagos, de
régiés bontasu adatokra is szitkség van, és rétegzéssel biztositjuk a megfelel6
mintaelemszamot valamennyi régié (réteg) esetén.

e csoportos és tobblépcsds: gyakran egy teljes sokasdgrol nem rendelkeziink
listaval, azonban a sokasag csoportokra bonthato és a csoportokrél rendekleziink
informéciéval, méas esetekben pedig olcsébb, illetve gyorsabb a csoportos
kivalasztdas. Csoportos mintavétel esetén a csoportok koziil valasztunk ki
néhanyat véletlenszeriien, majd a kivalasztott csoportban minden egyedet
felmériink. Ez a mintavételi modszer azonos mintaelemszam mellett
kevésbé hatékony, azonban ahogy mar emlitettiik, sok esetben egyszeriibben
kivitelezhet6. Tobblépcs6s mintavételrdl akkor beszéliink, ha tobb, egymasba
agyazott csoportba sorolhaték a sokasagi egyedeink.

Tegyiik fel, hogy az &altaldnos iskoldsok matematikai képességeit szeretnénk
felmérni. A Minisztérium rendelkezik egy listdval, amirdl véletleniil kivalaszthatjuk
a tesztet kitolto iskolasokat. Ebben a példdban a visszatevéses mintavétel nem
életszerti, vegyilk azonban észre, hogy a visszatevés nélkiili mintavétel sem

1Ez azt jelenti, hogy azonos mintaelemszam mellett sziikebb konfidencia intervallumot tudunk
képezni az adott paraméterre, mint pl. a FAE mintavétel segitségével. Ez abban az esetben lehetséges,
ha a rétegképzé ismérv kapcsolatban &ll a becsiilni kivant valtozdval.
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valtoztatja meg tulsdgosan a sokasdgot, feltéve, hogy a mintavételi arany nem
tulsagosan nagy. Rétegzett mintavétel esetén példaul nem és régié szerint
rétegzést alkalmazva biztosithaté, hogy valamennyi rétegre megfelel6 mintank,
igy adataink fognak rendelkezésre allni. Csoportos mintavételt példaul az iskolak
koziili véletlen valasztas, majd az adott iskola teljes felmérése jelentene, mig a
tobblépcsos mintavétel esetén pl. az iskoldkon beliil osztalyokat is valasztanank.
Ez utébbi megoldasok természetesen sokkal olcsébbak és egyszeriibbek,
statisztikai szempontbol azonban kevésbé hatékonyak, igy nagyobb mintara
lehet sziikség. A mintavételi médszer kivalasztdsa komoly gyakorlati feladat a
statisztikai munkaban.

A tankonyvben a fiiggetlen azonos eloszldsti mintat eredményezé és az egyszerii véletlen
mintavétellel foglalkozunk részletesebben, mert ezek a leginkabb elterjedtek, illetve
matematikailag a legegyszeriibben kivitelezheték. Ne feledjik ugyanakkor, hogy a
komplexebb mintavételi médok esetén altalaban jobb eredményeket kapunk.

8.1.2. Nem véletlen mintavételi mdédszerek

A nem véletlen mintavételi modszerek esetén a mintaba keriilés valdszinilisége nem
hatdrozhaté6 meg, igy a mintavételb6l fakaddé hiba szdmszerisitése sem oldhaté
meg, ezért a kovetkezo fejezetekben bemutatott moédszerek sem alkalmazhatok. Ez
sajnalatos médon azt jelenti, hogy a kapott eredmények megbizhatdsagat nem tudjuk
megitélni, igy komoly kutatasok nem épiilnek ilyen technikakra.

Nem véletlen mintavételi modszerek koziil az alabbiakat emlitjiik meg:

e kvéta szerinti
« koncentralt
e Onkényes

e holabda

A fogyasztéi arak valtozasat a Kozponti Statisztikai Hivatal méri hénaprél
hénapra. Az egyes termékkategéridk (pl. pékaruk) arat olyan termékek alapjan
mérik, melyek a legfontosabbak (pl. egy kilogrammos fehér kenyér), azaz a
kivalasztds nem véletlenszeri. Ennek megfeleléen a szamitott index mintavételi
bizonytalansagat nem is szamszertisiti a Hivatal. A hélabda mddszer jellemzden
az online felmérésekhez kotédik, melyben a résztvevoket arra kérik, hogy
ismerGseiket, barataikat is kérjék meg a kérdoiv kitoltésére, ilyen mddon
felhizlalva a mintat.

Az adatok gyfijtésének technikai moddszerei is igen eltéréek lehetnek. A személyes
megkeresés sok szempontbdél nagyon hatékony (jobb vélaszaddsi hajlandésig, a
kérdés magyardzata sziikség szerint, stb), azonban kifejezetten koltséges moddszer.
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A telefonon, vagy levélen keresztiil torténé mintavételezés olcsébb ugyan, azonban
jellemz6en magasabb a nemvdlaszoldsi ardny, illetve lehetnek olyan rétegek (a
tarsadalom alsé és fels6 peremén is), akiket nem lehetséges ilyen médokon elérni. Az
informatikai eszk6zOk térnyerésével az elektronikus modszerek is egyre kénnyebben
elérhetok, de ne felejtsiik el, hogy ezekkel az eszkozokkel sokkal inkdbb a nem véletlen
mintavételi mddszerek felé terelhetjiik a kutatdsunkat. A kérd6iv online megosztasanal
nagyon gyakori torzitds az onkivalasztas, azaz maga a kitolté donti el, hogy kitolti-e
a kérdéivet. Konnyen belathatd, hogy az adott téméaban érdekl6dd egyén nagyobb
valbsziniiséggel tolti ki azt, igy a levonhat6 6sszkép nem lesz valds.

8.1.3. Reprezentativitas

Az 1. fejezetben mar széba keriilt a szelekcids torzitas fogalma, mely alatt azt értjiik,
hogy a sokasidg bizonyos részei nem — vagy nem megfelel6 valdszintiséggel — keriilnek
a mintaba, vagy forditva, olyanok is a mintankba keriilnek, akik a vizsgdlni kivant
sokasidgban nincsenek benne. Reprezentativitds alatt altaldnosabb értelemben azt
értjiik, hogy a mintavételi mdédszeriink biztositja, hogy a minta jol leirja a sokasigot
egy adott vizsgalat céljainak szempontjabol. Kiemelendd tehdt, hogy onmagaban
nem beszélhetiink reprezentativitasrol, az mindig valamilyen valtozd, vagy valtozok
szempontjabdl értelmezhetd. A minta mérete és reprezentativitdsa nem keverendd
Ossze.

8.2. Mintavételi eloszlasok

Az iizleti életben és mas, statisztikai mddszereket alkalmazo teriileteken is gyakran
elofordul, hogy nem ismerjiikk a teljes sokasagot, igy minta alapjan kell dontéseket
hoznunk. A kovetkeztetéses statisztika egyik nagy terllete a becslés, melynek
soran egy sokasagi paraméter kozelité értékét kivanjuk meghatarozni egy mintabeli
statisztika segitségével. A statisztikai becslés elvégzéséhez azonban els6ként azt
kell megérteniink, hogy egy adott sokasdghdl kivalaszthatd Osszes minta hogy
viselkedik. Becslést barmelyik, a 2. és 3. fejezetekben megismert sokasdgi paraméterre
vonatkozoan készithetnénk, de jelen tananyagunkban els6sorban két gyakran
vizsgalt paraméterre, a sokasagi atlagra és a sokasagi ardnyra koncentrdalunk. A
gyakorlatban tehat egyetlen minta atlaga alapjan fogunk koévetkeztetéseket levonni
a sokasagi atlagra vonatkozoan, illetve egyetlen mintdban tapasztalt arany alapjan
kovetkeztetiink a sokasdgi ardanyra. Ahhoz, hogy ezt el tudjuk végezni, el6szor
végiggondoljuk, hogy adott sokasagbdl milyen lehetséges mintaatlagi minték, illetve
milyen mintabeli ardnnyal rendelkezé mintdk keletkezhetnek. Az Osszes lehetséges
minta alapjan kiszdmitott atlagokat (melyek kiilonbozék lesznek) az dtlag mintavételi
eloszlasanak, analog médon az ardnyokat az arany mintavételi eloszldsanak nevezziik.
Természetesen az Osszes tObbi paraméter (medidn, szérds, variancia, kvartilisek, stb.)
is rendelkezik mintavételi eloszlassal, ezekrdl azonban részletesen nem beszéliink.

Mivel a kovetkeztetéses statisztika teriiletére 1épiink, at kell ismételnlink a mar
alkalmazott jeloléseket, illetve tijakat is be kell vezetniink:
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e N,n, «: rendre alapsokasdg elemszdma, minta elemszdma és kivalasztési ardny,
e p,0,m: rendre alapsokasagi atlag, széras és arany,
e X, S, P: rendre a mintabeli atlag, szoras és arany valdszinliségi valtozdja,

e 7T,s,p: rendre a mintabeli atlag, szérds és arany egy adott mintdbdl szamitott
realizaciéja, amit a gyakorlatban megfigyelhetiink.

Fontos tovabba, hogy valamennyi mintaelem valdsziniliségi valtozo, azaz Oket
altalanosan X,-vel fogjuk jelolni.> A mintalemek tehdt valészinfiségi valtozok, mivel
— a mintavétel el6tt — értékiik ismeretlen, a mintaelemek realizacidjat x,-vel fogjuk
jelolni (i = 1,2,...,n). Az X, = z; esemény tehdt azt jelenti, hogy az i. mintaelem
épp x; értéket vesz fel, hasonléan a diszkrét és folytonos valdszintiségi valtozoknal
alkalmazott jeloléshez. Az é&ltaldnos mintaelem eloszlasa megegyezik a sokasdg
eloszlasaval, igy E(X;) = p, valamint D?(X,) = o2

8.2.1. Az atlag mintavételi eloszlasa

Az atlag mintavételi eloszlasdnak vizsgalatat egy egyszerl példan keresztiil vezetjik
be, levonunk néhany kévetkeztetést, majd innen haladunk az Gsszetettebb esetek felé.

Legyenek egy N = 4 elemii sokasig, elemei 33, 36, 49 és 62 (életkorok évben).
Koénnyen kiszamithatjuk, hogy ekkor az atlagéletkor p = 45 év és 0 = 11,51 év
a sokasagi szoras. Vizsgdljuk meg az Osszes n = 2 elemi visszatevéssel huzott
mintat. Mivel csupan 16 kiillonbozé lehetséges minta van, ezeket fel tudjuk
sorolni, majd valamennyi esetben meg tudjuk hatdrozni a mintaatlag adott
mintara érvényes realizaciojat. Ezeket a 8.1. tablazat tartalmazza.

8.1. tablazat: A kételemili sokasag Osszes lehetséges visszatevéses
mintaja és mintaatlaga

# T, xy T # T, Ty T

1 33 33 33,0 9 49 33 41,0
2 33 36 345 10 49 36 425
3 33 49 410 11 49 49 49,0
4 33 62 475 12 49 62 555
5 36 33 345 13 62 33 475
6 36 36 36,0 14 62 36 49,0
7T 36 49 425 15 62 49 555
8 36 62 49,0 16 62 62 62,0

2A jelélés nem keverendd Ossze az i. sokasagi értékkel, sajnos a rengeteg fogalom mellett nehéz
elkeriilni az azonos jelolést. Toreksziink ra, hogy mindig egyértelmii maradjon a jelolésrendszer.
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A fenti példdra vonatkozdan a kévetkezd megallapitasokat tehetjiik:

o egyik mintaatlag sem ,taldlja el” a sokasagi atlagot, de jellemzden kozel
esnek a p = 45 értékhez

« a mintadtlagok atlaga (jeloljiikk E(X) = uv médon) épp a sokasdgi atlaggal
egyezik meg, hiszen (a szdmitdsndl azt is felhasznaltuk, hogy a kiilonbozd
mintdk bekévetkezési valdsziniisége egyenld, igy nincs szitkség stlyozésra)

334345+ 462

4
125°¢ 16 5

« a mintadtlagok szérdsa (jeléljiik D(X) = o médon) a sokasigi szérasnal
kisebb, hiszen

=814

o \/(33 —45)2 4 (34,5 — 45)% + - + (62 — 45)2
2= 16

A fenti példaban azt tapasztaltuk, hogy az Osszes visszatevéssel vett mintaitlag
varhaté értéke pontosan megegyezik a sokasagi atlaggal. Az &atlag ezen konnyen
belathaté tulajdonsagat torzitatlansdgnak nevezziik, amely természetesen nem csak
a fenti példaban &llja meg a helyét. Tudjuk tehdt, hogy ugyan valésziniileg az
aktudlisan kivalasztott mintank atlaga nem egyezik meg pontosan a keresett u
sokasagi paraméterrel, de az Gsszes kivalaszthatdé minta esetén az egyez6ség varhato
értékben teljesiil, azaz

px = p (8.1)

A kovetkez6 felismerésiink taldn még fontosabb, hiszen pontosan arra vagyunk
kivancsiak, hogy az egyes lehetséges mintaatlagok milyen tavol esnek a valés sokasagi
atlagtol. A mintadtlagok szordsa pedig épp ezt mutatja meg, hiszen a szoras definiciéja
alapjan az egyes egyedek atlagtol vett atlagos tavolsagat mutatja meg. Jelen esetben
az egyedek az egyes lehetséges mintaatlagok, a mintaatlagok atlagardl pedig tudjuk,
hogy az épp a sokasdgi dtlag (lasd torzitatlansdg). A mintadtlagok szordsit az atlag
standard hibajanak nevezziik, ami épp a mintavétel atlagos hibajat mutatja meg.

A standard hiba n elemt, fiiggetlen azonos eloszlasii mintavétel esetén, kihaszndlva,
hogy az egyes mintaelemek variancidja azonos

ox = % (82)

azaz azt latjuk, hogy a standard hiba (a mintavétel dltal okozott dtlagos hiba, az abbdl
eredd atlagos hiba, hogy nem figyeljiik meg a teljes sokasdgot) egyrészt fligg a sokasig
heterogenitdsatél, mésrészt a minta méretétél. Minél nagyobb a sokasagi széras,
annal heterogénebbek a lehetséges mintaatlagok is, illetve ami taldn még fontosabb:
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a mintaelemszam névelésével az adott sokasiagbdl levonhatd kovetkeztetéseink egyre
pontosabbak lesznek.

Az eléz6 példa adatai alapjan ellendrizhetd, hogy az Osszefiiggés valéban teljestil-e

o 1151
O~v — — — ——
X= T V2

azaz ugyanazt az eredményt kaptuk pusztan a sokasagi széras és a mintaelemszam
felhasznalasaval, mint az Gsszes mintadtlag szérdsanak kiszamitasaval. A standard
hiba tehat azt jelenti ebben az esetben, hogy atlagosan 8,14 évvel térnek el a
mintadtlagok a sajat atlaguktol, azaz a sokasdgi 4tlagtél. Atlagosan 8,14 évet
tévediink, ha egy kételemii minta alapjan becsiiljiik meg a sokaséagi életkort.

=814

Természetesen nagyobb N és n esetén az Osszes mintadtlag meghatiarozasa mar nem
jarhaté ut, de a (8.1) és (8.2) osszefiiggések természetesen tovabbra is érvényesek. Ezek
az azonossagok megadjak a mintavételi eloszlds varhato értékét és szorasat, azonban
arra nem adnak valaszt, hogy milyen az eloszlas tipusa.

Amennyiben a sokasdg normalis eloszlasi, belathatd, hogy a mintavételi eloszlas is
normélis eloszldst kovet és a (8.1), (8.2) dsszefiiggések miatt a kiilonbozd n-ek esetére
érvényes mintavételi eloszlasok varhato értéke u, szorasa pedig egyre kisebb, hiszen
o-t egyre nagyobb /n nevezdvel kell osztanunk. Ez azt jelenti, hogy egyre nagyobb
mintak esetén a mintadtlagok egyre inkabb a sokasagi atlag koriil tomoriilnek. Mivel
a mintavételi eloszlas normadlis, ezért olyan kérdésekre is valaszt tudunk adni, hogy mi
a valoszintlisége, hogy egy adott sokasaghdl n elemli mintat véve a mintaatlag adott
intervallumba esik.

Legyen X ~ N (100,15), ami az IQ eloszldsat jol lefrja a sokasdgban. Szadmitsuk
ki az alabbi valdszinliségeket:

o egy véletlentll kivalasztott egyén IQ-ja 90 és 110 kozott van

P(90 < X < 110) = 0,495

o Ot véletleniil kivilasztott egyén dtlagos 1Q-ja 90 és 110 kozott van
P(90 < X < 110) = 0,864

o tizendt véletlentl kivalasztott egyén atlagos 1Q-ja 90 és 110 k6zott van

P(90 < X < 110) = 0,990

Azaz az emberek kozel fele 90 és 110 kozotti 1Q-val rendelkezik, amit korabbi
ismereteink alapjan is ki tudunk szdmitani. A normalitds és a (8.1) és (8.2)
Osszefiiggések alapjan a masik két valdszintiség is kiszamithatd, mindossze a
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szordst kell a megfelel6 standard hibara mdédositani a szdmitas sordn. Azt
tapasztaljuk, hogy a lehetséges mintdak egyre nagyobb aranyban vannak a
sokasdgi varhaté értékhez (p = 100) kozel.

A legtobb gyakorlati esetben azonban a sokasdg ismeretlen eloszlasd, illetve a
sokasag normalitdsat nem is tételezhetjiik fel. Ebben az esetben a mintavételi eloszlas
alakjanak meghatdrozdsa Osszetett feladat. A Centralis Hatédreloszlas-Tétel (CHT),
vagy kozponti hatareloszlas-tétel azonban kimondja, hogy elégségesen nagy szamu
fiiggetlen mintavétel esetén a mintavételi eloszlds kozelitSleg normalissd valik.?
Természetesen az elégségesen nagy minta méretének meghatirozasa sem egyszerti,
az fligg a sokasig alakjatdl, de a kiilonb6z6 tankdnyvek n = 30 és n = 100 kozotti
altalanos hatarértékrol beszélnek. Természetesen léteznek olyan extrém eloszlasok,
melyek esetén akar a tobb ezer elem@ mintdk mintavételi eloszlasa sem kozelithetd jol
a normalis eloszlassal, ezek targyaldsa azonban meghaladja tananyagunk kereteit.

A 8.1. dbran 6t kiilonb6z6 sokasagi eloszldsbdl vett véletlen mintdk mintadtlagainak
eloszlasat tuntettiik fel. A sokasdgok siiriiségfiiggvényei a felsd sorban lathatdk, a
szaggatott vonalak az eloszlasok varhaté értékét mutatjak. A kovetkezé sorokban egyre
nagyobb minta alapjan rajzoltuk meg a mintavételi eloszlast, valamint a mintavételi
eloszlas varhaté értékét.*

A 8.1. dbra alapjan levonhaté kévetkeztetések

e a mintavételi eloszldsok varhat6 értéke minden esetben megegyezik a sokasagi
atlaggal

o a mintavételi eloszldsok szoérdsa a minta nagysaganak névekedésével csokken

e a mintavételi eloszlasok a minta nagysiaganak ndvekedésével egyre inkabb
hasonlitanak a normaélis eloszlasra

A Centralis hatareloszlds-tétel szerint tehat ha X, X,,..., X, fiiggetlen, azonos

eloszlast véletlen valtozok u varhaté értékkel és o2 variancidval, akkor

X +X +-+X
lim 1+ Xy ++ A

n—00 n

=X ~ N (. 0%), (8.3)

ahol X a mintadtlag valészinfiségi valtozéja, melynek varhatd értéke ps = u, szérdsa
pedig o = o/+/n.

Ahogy azt mar a 6.3.3. fejezetben is lattuk, gyakran a standard normélis eloszlas
hasznalata a kézenfekvébb, a kovetkeztetéses statisztika sok teriilete is ezt hasznélja.
A fenti allitas standardizalas utdn tgy is megfogalmazhatd, hogy elegendéen nagy
minta esetén

3Feltétel tovabbé, hogy a sokasdg variancidja véges, de ez a gyakorlati eseteinkben minden esetben
teljestil.

4A pontossdghoz hozzitartozik, hogy mivel az alapsokasigok végtelen sok értéket tartalmaznak,
ezért a lehetséges mintdk szdma is végtelen. A végtelen sok minta kivdlasztdsdra nem vallalkoztunk,
abranként 100000 mintavétel tortént.
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8.1. abra. A CHT miikodése 6t kiilonb6z6 sokasdg esetén
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Z = @ ~ N (0,1) (8.4)

vn

ami a kovetkeztetéses statisztika egyik legfontosabb Gsszefliggése, segitségével
valészintiségi allitasokat tehetiink a mintaatlaggal kapcsolatosan.

Amennyiben a mintavétel nem fliggetleniil torténik, azaz egyszerii véletlen
mintavételrél beszéliink (véges alapsokasdgbdl, visszatevés nélkiili minta), akkor
bizonyithaté, hogy a standard hiba megvaltozik

o |N—n
ox = —=\| —— 8.5
ahol a masodik tényezd neve véges szorzd, utalva arra, hogy véges alapsokasighbol
valasztottuk a mintat. Ezzel kapcsolatban az aldbbi megallapitasokat tehetjiik:

o A véges szorz6 csokkenti a mintadtlag bizonytalansagat, hiszen értéke 1 alatti.

e n — N esetben o — 0, azaz ha a minta mérete megkozeliti a sokasig méretét,
akkor a bizonytalansig 0-hoz tart.

¢« N — oo esethen a véges szorz6 hatdsa jelentéktelen, végtelen nagy (a
gyakorlatban nagy) sokasigok esetén haszndlatétol eltekinthetiink.

» Gyakran kozelitjiik az egyszer{ibb /1 — & formuldval, ami némileg beszédesebb:
minél nagyobb a mintavételi arany, annal inkabb cstkkentheté a standard hiba.
Nagyon kicsi, néhany szazalékos mintavételi ardny esetén a tényezo értéke kozel
egy, igy érdemben nem befolyasolja a véges szorzé a standard hibét.

o A binomidlis és hipergeometriai eloszlasok variancidi épp ebben a véges szorzéban
kiillonboznek, lasd (5.12) és (5.14).

Legyen a vizsgalt sokasdgunk mérete N = 10000. Amennyiben n = 100 elemi a
mintank, azaz a n/N kivdlasztdsi ardny 1%-os, a véges szorzd értéke

N —n
N—1

= 0,99504

azaz a hibahatar mindossze fél szdzalékkal csokken, a kozelité képletet alkalmazva
pedig 0,99499 értéket kapunk. A gyakorlatban ezek az értékek elhanyagolhatéan
kicsik. Abban az esetben azonban, ha a sokasdg mérete mindossze N = 500, a
véges szorzo értéke 0,895 koril alakul.
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8.2.2. Az arany mintavételi eloszlasa

Sok esetben nem a sokasigi 4tlagra, hanem a kordbban® m-vel jelolt, adott
tulajdonsidggal rendelkezd egyedek sokasagi aranyara szeretnénk kovetkeztetéseket
levonni. A sokasdgi aranyra vonatkozd kovetkeztetésekben a mintabeli ardny lesz
segitségiinkre, igy a mintabeli ardny mintavételi eloszlasiat is meg kell ismerniink.
Jelolje P a mintabeli ardny valdszinliségi valtozdjat, p pedig a mintabeli arany egy
realizaciéjat. Beldthatod, hogy fliggetlen mintavételezés esetén a mintabeli ardny is
torzitatlan és normaélis eloszlast kovet, méghozza

P~ XN(mop) (8.6)

paraméterekkel, ahol op = w az arany standard hibdja. A normdlis
eloszlassal torténd kozelités abban az esetben alkalmazhaté, ha a mintaelemszam
elegendben nagy. A legtobb tankonyv feltételként azt koveteli meg, hogy nm > 5 és
n(l —7) > 5 is teljesiiljenek, néhol a szigoribb nx > 10 és n(l — x) > 10, vagy az
nw(l—m) > b5 feltételeket adjak meg. Valamennyi feltétel tartalma azonos: amennyiben
7w kozel 0,5, elegendd viszonylag kis, 10-20 elemii minta a normalitdshoz, mig a 0,5
értéktdl tavolodva egyre nagyobb mintara van ehhez sziikség. Mas megkozelitésben a
normalis kozelités megfeleld, ha a keresett ardany se nem tul kicsi, se nem tal nagy a
mintaelemszamhoz képest.

Mindez azt jelenti, hogy egy m sokasagi arannyal jellemezhet6 sokasagbdl minden
n elemli mintat kivalasztva a p mintabeli aranyok &atlaga pontosan m, valamint
a mintaelemszam nodvekedésével a mintabeli ardanyok egyre inkdbb megkozelitik a
sokasagi aranyt.

Abban az esetben, ha a mintdt visszatevés nélkiil vessziik és a sokasag viszonylag kicsi,
az atlag standard hibaja esetén megismert véges szorzé alkalmazhaté:

ey

Tegyiik fel, hogy egy part tdmogatottsidga a valasztok teljes korében m = 0,2,
azaz 20%. Amennyiben n = 100 elem(i mintdt vdlasztunk, mit mondhatunk el a
lehetséges mintabeli aranyokrol? Mi a valoszintisége, hogy az egyetlen kivélasztott
mintdban a mintabeli ardny 25% feletti lesz? Hogyan valtozik a tuddsunk, ha
tudjuk, hogy N = 500 és a mintat visszatevés nélkil valasztjuk?

Mivel nm = 20 és n(l — ) = 80, ezért a mintavételi eloszlds normalitdsa
feltételezhetd, azaz (8.6) alapjdn tudjuk, hogy a lehetséges mintabeli ardnyok
P ~ XN(0,2,0,04) normalis eloszldst kovetnek. A 6.3.3. fejezetben tanultak
alapjan pedig

P(P > 0,25) = 0,1056

5A binomislis eloszlas targyaldsa sordn.
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annak a valészintlisége, hogy egy véletleniil valasztott n = 100 elem@i mintaban a
mintabeli ardny 25% feletti, feltéve hogy m = 0,2

Amennyiben véges sokasagbol visszatevés nélkil valasztjuk a mintat, ugy
a standard hiba a véges szorzéval moédosul, azaz P ~ 2N(0,2,0,0358). Az
azonos moédon szamitott valosziniiség P(P > 0,25) = 0,0813, tehat csokkent a
valészintisége, hogy viszonylag nagy tévedést kovetiink el.

8.2.3. A variancia mintavételi eloszlasa

A mintadtlag és a mintabeli arany mintavételi eloszldsanak megismerése utan
foglalkozzunk roviden a mintabeli variancia eloszldsaval. Gyakran ugyanis nem csak
az a fontos, hogy a termékiink &atlagosan megfelel¢ legyen, hanem ezt a magas

minoséget alacsony varianciaval is kell elGallitanunk, hiszen az egyedi vaséarléinkat
nem az atlagos termék, hanem az az egyetlen termék érdekli, amit megvasarolt.

A variancia esetén a vizsgalandé valdsziniiségi valtozé meghatarozdsa nem annyira
magatdl értetddd, mint az dtlag és az ardny esetén (ahol a sokasigi paramétert az
azonosan képzett mintabeli statisztikdval vizsgdltuk). Tekintsiik a

Z?:l (Xi — Y>2

5?2 =
n—1

(8.8)
valészintiségi valtozoét, ahol a szokésos jelolések mellett S? jeldli a mintabeli korrigalt
variancia, igy S a mintabeli korrigalt szoras valdszintliségi valtozéjat. Els6 ranézésre
a formula hasonlit a (2.13) képletre, azzal a kiilonbséggel, hogy N helyett n
négyzetosszeget adunk Ossze, valamint a sokasagi atlag helyett a mintaatlag szerepel.
Kiilonbség ugyanakkor az is, hogy a nevezében n — 1 szerepel a ,vart” n helyett.
Ennek az az oka, hogy ugyan n fiiggetlen mintaelemet vesziink, azonban miutan méar
ismerjiik a mintaatlag értékét, ebbdl csak n — 1 darab hatdrozhaté meg szabadon.
A jelenséget szabadsiagfoknak nevezi a statisztika. A mintabeli varianciat azért
szamoljuk igy, mert ebben az esetben igaz, hogy

E(S?) = o2 (8.9)

Azt mar tudjuk tehat, hogy a mintabeli variancia varhaté értéke a sokasagi variancia,
és ez az eredmény viszonylag altalanos, azonban a mintavételi eloszlasat még nem
ismerjiikk. Amennyiben a sokasig eloszldsa normadlis, a mintavételi eloszldsnak egy —
eddig ismeretlen — nevezetes eloszlishoz van koze, ami a x? eloszlés®. Legyen tehat X
egy normalis eloszlisi sokasig, ismert o2 varianciaval, ekkor

n—1)52
=D (8.10)

SEjtsd: khi-négyzet eloszls
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azaz n — 1 szabadsagfoki x? eloszlast kovet. A x? eloszlast egyetlen paraméter,
a szabadsigfok segitséggel hatirozzuk meg. Az n — 1 szabadsigfoki x2 eloszlas
egyébként n — 1 darab, egymadstél fliggetlen standard normaélis eloszlast véletlen
valtozo négyzetosszegeként allithatd eld.

A mintabeli atlag és ardny mintavételi eloszlasa — ahogy lattuk, bizonyos feltételek
mellett — a normalis eloszlashoz kotodik, a variancia esetén azonban a csak pozitiv
értékeket felvevd x? eloszlasra kell tamaszkodnunk. A X ~ ,x? eloszlds momentumai

E(X)=v D2X)=2 (8.11)

A 8.2. abran a x? eloszlds stirtiségfiiggvénye lathaté kiilénbozé v szabadsagfokok
mellett.

o]
c\]r
S
(=) v=
N A v=>5
S
v=10
v=15
Ei v =20
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8.2. abra. Kiilonb6z6 szabadsagfoku khi-négyzet eloszlasok

A x? eloszlas killonbozd szabadsigfokokhoz tartozé kvantilisei erre a célra készitett
tablazatokbol, vagy statisztikai szoftverekb&l is kinyerhet6k. Az eloszlds nem
szimmetrikus, amit a kvantilisek meghatarozasakor figyelembe kell venniink.

A v = 15 szabadsagfokt x? eloszlas esetén keressiik azt a két kvantilist, melyek 5-
5%-ot vagnak le az eloszlas két oldalarél. Ekkor szoftver, vagy tabldzat segitségével
megéllapithato, hogy a keresett alsé kvantilis

15X(2),05 = 7,261

a fels6 kvantilis pedig
15X0.05 = 24,996
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Azaz 7,261 és 24,996 kozotti talalhatd a j5x? eloszlas kozépss 90%-a. Itt kell
megjegyezniink, hogy ez az intervallum olyan értelemben kozépsd, hogy balra
és jobbra is 5-5%-ot vdgunk le, ez azonban nem a legrévidebb intervallum,
a gyakorlatban azonban ezt szokas alkalmazni. A legrévidebb intervallum
megkeresése tulmutat tananyagunk keretein.

Osszefoglalva tehat a o2 variancidji sokasagbdl vett n elemfi mintdkbél szamitott S2
valoszintiségi valtozérdl azt tudjuk, hogy varhaté értéke pontosan a sokasagi variancia
(lasd (8.9)). Ezen feliil, amennyiben a sokasig normalis, tigy a (8.10) valészinfiségi
valtozo ,,_1x? eloszlast kovet. Fontos tjfent hangsilyozni, hogy a variancia mintavételi
eloszlasa esetén csak abban az esetben tudunk kévetkeztetéseket levonni (akkor
ismerjiik a mintavételi eloszldst), ha a sokasdg j6 kozelitéssel normélis eloszldsi. Az
atlag esetén latott Centralis hatareloszlas-tételre itt nem tamaszkodhatunk, azaz
pusztdn a nagy minta alapjan nem feltételezhetjiik a x? eloszlast. Alkalmazéasa elétt
a normalitast a minta alapjan ellendrizni kell.

Legyen X normalis eloszlasi sokasig, o = 5 szorassal. A mintavételi eloszlas
megértéséhez készitettiik a 8.3. abrat, ami egyszerien ugy késziilt, hogy egy
o = b szérasi normalis eloszlasbél n = 16 elemili mintakat vettiink 100000-szer,
majd kiszdmitottuk a (8.10) valtozé mintdrél mintara ingadozé értékét. A 100000
realizacié ugyan nem az 6sszes lehetséges minta, azonban az ezek alapjan rajzolt
hisztogram és az elméleti gorbe lathatéan jol illeszkednek egymasra. Az abran
jeloltiik az eléz6 példaban kiszémitott két kvantilis értékét (7,261 és 24,996) is.

Tudjuk tehét, (8.10) alapjan, hogy

2

1
P (7,261 < 55 < 24,996) =0,9

amibdl egyszeri algebrai atalakitasok utan adodik, hogy
P (3,479 < S < 6,454) = 0,9

azaz a mintabeli széras az esetek 90%-dban 3,479 és 6,454 kozé esik, ha n = 16
elemi mintat vesziink egy o = 5 szorasi normalis eloszlasbol.

8.3. A Student t eloszlas

Az atlag mintavételi eloszldsardl elegendéen nagy, n elemil minta esetén azt taldltuk
a (8.4) osszefiiggésben, hogy a

X —p

/n

~ N (0,1)
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8.3. abra. A variancidhoz kapcsoldédo valdszintiségi valtozd mintavételi eloszlasa

valésziniiségi valtozé standard normalis eloszlast kovet. A valdsziniiségi valtozdéban
a véletlen elem az X véaltozéban rejlik, hisz a mintadtlag mintdrél mintra eltérd
lehet. A centralis hatareloszlas tétel miatt ez a standardizalt eredmény széles kdrben
hasznalhaté. Sok gyakorlati esetben azonban a o sokasiagi szoras ismeretlen, igy
az Osszefliggés kozvetleniil nem hasznalhatd. Ilyen koriilmények kozott természetes
gondolat, hogy o helyett a mintabeli korrigdlt szorast alkalmazzuk a képletben, azaz
a

X —
T = #

¢ (8.12)

valoszintiségi valtozot kell alkalmaznunk. Ez a valészintiségi valtozé mar nem standard
normalis eloszlast, illetve a mintabeli atlag mellett a mintabeli széras is megjelenik,
mint valoszinliségi valtozd. A T valészinliségi valtozot Student t eloszlastinak nevezziik,
aminek szintén egy paramétere van (v) és szintén szabadsagfoknak nevezziik.”

A Student t eloszlas nevét nem egy hallgatérdl, vagy egy Student nevili tudodsrél
kapta. Az eloszlashoz kapcsolédé matematikai problémat William Sealy Gosset
publikélta Student &lnéven, aki a Guinness sorfézde alkalmazasdban allt. Az
eloszlas kvantiliseit tartalmazé tablazatot azzal a kommenttel kiildte el a 20.
szazad talan legnagyobb hatast statisztikusdnak, Ronald Fishernek, hogy talan

7A hasonlésidg nem véletlen, a t eloszlis egy standard normélis eloszlds és egy x2 eloszlas
hédnyadosidhoz kapcsolédik, emiatt azonos a paraméterek szama és elnevezése is.


https://en.wikipedia.org/wiki/William_Sealy_Gosset
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Fisher az egyetlen ember a vildgon, aki azt hasznalni fogja a megalkotéjan kiviil.
Ennél nagyobbat nehezen tévedhetett volna.

A t eloszlas tehat figyelembe veszi azt a tobblet bizonytalansigot is a mintavétel
soran, hogy adott esetben nem csak a sokasigi atlag, hanem a sokasagi variancia is
ismeretlen. Az eloszlas alakja ettdl fiiggetleniil nagyon hasonlit a standard normaélis
eloszlaséra, szimmetrikus, azonban az eloszlds farkaiban nagyobb, mig a varhato
érték koril relative kisebb a siirtiségfiiggvény értéke. A v szabadsagfokd t eloszlas
paraméterei

E(X)=0(r>1), D*X)=

v
5 (v>2) (8.13)
azaz a standard normadlis eloszlashoz hasonléan a varhaté érték 0, a variancia azonban
egynél nagyobb, ami pontosan a tobblet bizonytalansigot testesiti meg. v = 1 esetén
a E(X) véarhat6 érték nem létezik, valamint v < 2 esetén D?(X) sem létezik. A nem
létezé momentumok esetére jelen tananyagban nem tértiink ki részletesen, de a fentiek

a nagyon kis mintak esetén problémaéakat okoznak.

Az is megfigyelhetd, hogy a szabadsigfok (ami kozvetlenil a mintalemszamhoz
kapcsolodik) novekedésével a variancia egyre kozelebb keriil feliilr6l a standard
normalis eloszlas 1 értékéhez, hiszen az egyre nagyobb mintabdl egyre kozelebb keriil
a mintabeli és a sokasagi szérds. Ugyanez figyelheté meg az eloszlasok alakjan is,
a 8.4. abran a standard normadlis eloszlas és kiilonb6z6 szabadsagfoki t eloszlasok
lathatok.

< 4
IS
—— Stnorm
o | -= v=1
=] v=2
Sl
= =
'_L_
(=)
<
o

8.4. dbra. A standard normalis és kiillonb6z6 szabadsigfoku t eloszlasok

A t eloszlasbol szarmazé kvantilisek téablazata megtalalhaté a Képletgyiijteményben
és természetesen szoftveres uton is meghatarozhatok a sziikséges értékek. Amennyiben
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kiilénbo6z6 szabadsigfokil t eloszldsok és a standard normalis eloszlas o kvantiliseit
(azokat az értékeket, melyekt6l « tertilet van jobbra) hasonlitjuk éssze, azt lathatjuk,

hogy
e a t eloszlasok kvantilisei magasabbak a standard normaélis értéknél,

e a szabadsidgfok novekedésével a t eloszlas kvantilisei a normélis eloszlasbél
szarmaz6 értékhez tartanak, azt minden hataron til megkozelitik,

¢ a fentiek miatt nagy minta esetén tulajdonképpen a standard normaélis eloszlasbél
szarmazo érték is hasznalhaté a gyakorlatban.

Keressiikk meg a 8.4. dbran lathaté t eloszlasok esetére azokat a kvantiliseket,
melyek 5-5%-ot vagnak le az eloszlds aljan és tetején. A szimmetria miatt tudjuk,
hogy minden szabadsagfok mellett a két keresett érték egymas ellentéte, ezért
elegendo az egyiket megkeresniink. Szoftver, vagy a t eloszlas tablazata alapjan
azt kapjuk, hogy a keresett pozitiv kvantilisek

8.2. tablazat: A t eloszlds 95%-os kvantilisei néhény szabadsigfok

esetén
v oo
1 6,314
22,920
5 2015
10

1,812

Azt latjuk, hogy ezek a kvantilisek egyre kisebbek, ami moégott az a tény huzédik
meg, hogy nagyobb minta alapjan becsiilt sokasagi széras esetén egyre kevésbé
vagyunk bizonytalanok. A szabadsidgok novekedésével a kvantilisek a normalis
eloszlasbol szarmazo 2 o5 = 1,645 értékhez kozelitenek.

8.4. Excel tippek

Hasznos Excel fiiggvények:

« GYOK
« SZOR.M
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Figyeljiink, hogy a SZOR.M fiiggvény nem azonos a SZOR.S fiiggvénnyel, amely
a sokasagi szoéras kiszamolasara alkalmas! A SZOR.M fiiggvény ezzel szemben a
mintabeli korrigalt szorast adja meg.

« T.ELOSZL, T.INVERZ
« KHINEGYZET.ELOSZLAS, KHINEGYZET.INVERZ

Hasznos Excel funkcidk:

o Az Adatelemzés menii Mintavétel eszkoze SiAdaiclomees
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9. fejezet

Intervallum becslés alapjai

T

Az eléz8, 8.2. fejezetben néhdny mintabeli statisztika (atlag, ardny és korrigalt
variancia) mintavételi eloszldsdt ismertitkk meg, azaz azt tekintettiik &t, hogy egy
adott sokasdgbdl szarmazo Osszes lehetséges mintabeli statisztika milyen eloszlassal
jellemezhetd. Erre az ismeretre sziikségiink van ahhoz, hogy a gyakorlatban sokkal
fontosabb kérdéskorrel, a becsléssel foglalkozzunk. Feladatunk egy ismeretlen
sokasagi paraméter kozelité meghatdrozasa lesz egyetlen minta alapjan. Ebben a
fejezetben elsoként az in. pontbecslést, valamint annak tulajdonsagait tekintjiik at.
A pontbecslés értékét az aktudlis minta hatdrozza meg, igy a mintavételi eloszldsrol
tanultak alapjan tudhatjuk, hogy valdsziniitlen, hogy ez éppen eltaldlja a sokasagi
paramétert, ezért a végsé célunk egy olyan intervallum meghatarozdsa lesz, mely
nagy valészinliséggel tartalmazza a sokasagi értéket. Ezt az intervallumot konfidencia
intervallumnak, az eljarast intervallum becslésnek nevezziik. Fontos tjfent rogziteni,
hogy ettdl a fejezettdl kezdodden a kovetkeztetéses statisztika teriiletére lépiink, azaz
a sokasdgi paraméterek fix, &mde ismeretlen értékiiek, rajuk csak egy minta alapjan
tudunk kovetkeztetéseket levonni. Ennek megfeleléen a tovabbiakban nem beszéliink
atlagrél, vagy szorasrél, ennél pontosabban kell fogalmaznunk, azt is minden esetben
jelezniink kell, hogy mintabeli, vagy sokasagi értékrél van szé.

9.1. A becslofiiggvény tulajdonsagai

Az ismeretlen sokasdg paraméterére vonatkozd kovetkeztetésiink minden esetben
mintabeli informacion fog alapulni, azaz egy valdszinliségi valtozén, hiszen a
mintank minden mintavétel esetén més és mas lenne. Ezt a valdszintiségi valtozot
becsléfiiggvénynek, az adott minta esetén kiszamitott értékét pedig becsiilt értéknek
nevezziik.! A becsléfiiggvény tehat egy mintaelemektdl mint valészintiségi valtozoktol

LA tovabbiakban is prébéljuk a valészinliségszamitds sordn bevezetett konvenciét kévetni. A
valésziniiségi valtozot nagybetiivel, mig a mintdbdl szarmazd becsiilt értéket kisbetiivel fogjuk jelolni.
Ahol ez méar nehezen tarthatd, gyakran haszndlt jelolés a”. Példdul a 6 paraméter becsléfiiggvényét

129



130 9. FEJEZET. INTERVALLUM BECSLES ALAPJAI

fliggd matematikai formula, mig a becsiilt érték ennek a formulanak az adott mintara
vonatkozo6 kiszamitott értéke, a valdsziniiségi valtozé egy realizacidja, egy szam.

Els¢ kozelitésben tehat becsléfiiggvényt kell meghataroznunk, amivel a becslés
végrehajthaté. Ez ugyan egyszerlinek tinik, de mégsem létezik egyetlen legjobb
moédszer a fiiggvény meghatirozdsira. Az ebben a tananyagban targyalt egyszerii
esetekre a becslofiiggvény tobbnyire kézenfekvd, azonban Osszetettebb esetekre ez
mar nem igaz. Annak érdekében, hogy a kiilonb6z8 becsléfiiggvényeket ossze tudjuk
hasonlitani, érdemes néhany kritériumot felallitani, a két legfontosabb tulajdonsag a
torzitatlansidg és a hatasossag.

9.1.1. Torzitatlansag

A Dbecsléfliggvények egyik kivanatos tulajdonsdga a torzitatlansdg, ami alatt a
kovetkezd tulajdonsagot értjitk (ahogy azt mar az el6z6 fejezetben is 14ttuk):

E(f) =6 (9.1)

Ekkor azt mondjuk tehdat, hogy a 0 becslofiiggvény torzitatlan becslofiiggvénye a 6
sokasagi paraméternek, a becslofiiggvény minden lehetséges mintan vett varhatoé értéke
pontosan a keresett sokasigi paraméterrel egyenlé. A torzitatlansdg tehat nem azt
jelenti, hogy akar csak egyetlen mintabeli érték eltalalja a sokasdgi értéket, hanem
azt, hogy a mintabeli értékek varhato értékben a sokasagi paramétert adjak.

Ahogy azt a (8.1) osszefliggésiink mutatta, a mintabeli 4tlagok dtlaga (vdrhatd
értéke) megegyezik a sokasdgi dtlaggal, azaz a mintadtlag 6 = X torzitatlan
becsléfiiggvénye a sokasagi atlagnak @ = p. A mintabeli atlag azonban nem az
egyetlen lehetséges — és nem is minden esetben a legjobb — becslofiiggvénye a
sokasagi atlagnak. A mintabeli median is egy lehetséges, de nem minden esetben
jo becslofiiggvény.

Amennyiben a o2 sokasigi variancia becsléfiiggvényét keressiik, a torzitatlan
becsléfiiggvényt a mintabeli korrigdlt variancia adja, de itt is elképzelhet6 lenne
mas becsléfiggvény, pl. a mintabeli terjedelem osztva harommal. Természetesen
elméleti megalapozas nélkiill ez a becslofiiggvény valdsziniileg nem teljesitene
tulsdgosan jol.

Vannak olyan esetek, amikor nem taldlhat6é torzitatlan becsléfiiggvény, azaz nem
teljesiil a (9.1) sszefliggés. A torzitds mértékét a

E(0) — 0 (9.2)

0 jeloli, altalanos esetben, amikor egy tetszdleges paraméterrdl beszéliink, mi is ezt a jelolést fogjuk
hasznalni.



9.1. A BECSLOFUGGVENY TULAJDONSAGAI 131

kiillonbség méri, ami jellemz8en n, a mintaelemszam valtozasival valtozik?.
Amennyiben n — oo esetén a torzitas a 0-hoz tart, a tulajdonsidgot aszimptotikus
torzitatlansagnak nevezziik.

A 9.1. tablazatban az altalunk eddig ismert és leggyakrabban hasznalt paramétereket
és becslofiiggvényeket foglaljuk 6ssze. Valamennyi becslofiiggvényrdl elmondhato, hogy
azok torzitatlanok, azaz a hozzajuk tartozé torzitas 0.

9.1. tablazat: Sokasagi paraméterek és becsléfiiggvényeik

paraméter becsléfiiggvény ]

mintabeli atlag
mintabeli korrigalt variancia
mintabeli ardny

sokasagi atlag
sokasagi variancia
sokasagi arany

3 9% |
@ |

9.1.2. Hatasossag

A gyakorlatban sok esetben tobb torzitatlan becsléfiiggvény is talalhatd, kozilik
segithet véilasztani a hatdsossdg. Azt a becslofiiggvényt preferaljuk a torzitatlan
becsléfiiggvények koziil, melyek jobban koncentralédnak a becsiilni kivant paraméter
koriil. Ez azt jelenti, hogy a hatdsosabb becslofiiggvény esetén a mintabeli értékek
atlagosan kozelebb vannak a sokasigi értékhez, mint a kevésbé hatékony alternativa
esetén.

Legyen él és 9; két, f-ra vonatkozod, ugyanakkora mintabdl szamitott becsléfiggvény,
akkor 6, hatdsosabb mint 5, ha Var(6,) < Var(0,).

Léteznek un. abszolut hatasos becsléfuggvények, melyek adott feltételek mellett
bizonyithatbéan a legkisebb varianciaju becslést eredményezik.

Legyen X normalis eloszlast sokasag, melybdl fiiggetleniil vett nagy, n elemi
minta atlaga torzitatlan, és azt is tudjuk, hogy

2
Var(X) = %

Belathaté, hogy a mintabeli median is torzitatlan becslofiiggvénye a sokasagi
atlagnak nagy n esetén, valamint

71'0'2

Var(rﬁe) = 57

2Amennyiben nem valtozna, elegendd lenne a torzitist levonni a becsléfiiggvénybél, hogy
torzitatlan becsléfiiggvényt kapjunk.
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Mivel a mintaatlag variancidja alacsonyabb a mintabeli median variancidjanal
(Var(X) < Var(me)), ezért a fenti feltételek mellett az &tlag hatdsosabb
becsléfiiggvény, mint a medidn. Nem szabad azonban elfelejtentiink, hogy
lehetnek olyan esetek, példaul kiugré értékek esetén, amikor a median hatasosabb
becsl6fiiggvény a sokasdgi atlagra vonatkozéan. Ennek vizsgdlata meghaladja
tankonyviink kereteit.

9.2. Konfidencia intervallum becslés

Ebben a fejezetben els6ként a konfidencia intervallum fogalmarol &altaldnosan
beszéliink, majd a sokasdgi atlag (varhat6 érték) becslés esetén tobb lépésen keresztiil
érkeziink el a gyakorlatban leggyakrabban alkalmazott formuldig. Az ardnyra és a
variancidra vonatkozo intervallum becslés logikdja hasonld, igy ezeket joval kevésbé
részletesen targyaljuk.

A 9.1. fejezetben azt vizsgaltuk, hogy a pontbecslések mindségét milyen tulajdonsigokkal
jellemezhetjik. A torzitatlansag egy kivanatos tulajdonsdg, de pusztdn annyit jelent,
hogy a mintdk Osszességében a becslésiink eltaldlja a sokasagi értéket. A gyakorlatban
ezzel szemben nincs lehetOségiink az Gsszes lehetséges mintat kivalasztani, jellemzGen
egy minta alapjan szeretnénk a sokasagra kévetkeztetni. Ekkor tudjuk, hogy az
egyetlen mintankbol szarmazdé pontbecslésiink nagy valdsziniliséggel nem egyezik
meg pontosan a sokasagi paraméterrel. A célunk ezért egy olyan intervallum
meghatarozdsa, ami a sokasdgi paramétert mar kelléen nagy megbizhatésaggal
tartalmazza. Még inkdbb aldtdmasztja ennek a célnak a jogossigat az a tény, hogy
a pontbecslés nem veszi figyelembe a minta nagysagat, annak ellenére, hogy tudjuk,
egy kis mintabdl nyert pontbecslés nem olyan hasznos, mint egy nagy mintabdl nyert.
A konfidencia intervallum becslés erre a problémara is megoldast nyujt.

A konfidencia intervallum meghatdrozdsahoz tehat két valdsziniiségi valtozot kell
meghatdroznunk, melyek az intervallum alsé és fels6 hatarat jelolik ki. Eddig csak
azt mondtuk, hogy azt szeretnénk, hogy nagy megbizhatésaggal tartalmazza ez az
intervallum a keresett sokasdgi paramétert. Nagy megbizhatdsag alatt azt értjiik,
hogy amennyiben tjra és tjra mintat vennénk és ujra és ujra kiszdmitanank a
(kés6bb meghatarozand6) konfidencia intervallumot, akkor az esetek pl. 95%-dban
az intervallum fedje le a sokasdgi paramétert. Az egyetlen minta alapjan kiszamitott
alsé és fels6 hatar vagy lefedi a sokasigi paramétert, vagy sem, ezt nem tudjuk,
de azt allithatjuk, hogy a hasonlé eljarassal késziilt intervallumok 95%-a (vagy mas
szézalékos értéke) fedi a paramétert. Az ilyen intervallumot 95%-os megbizhatdsdgi
konfidencia intervallumnak nevezziik.

Legyen a keresett sokasagi paraméter #, amire mintabeli informécié alapjan szeretnénk
becslést késziteni. Jeldlje a két, mintabeli adatoktdl fliggd valdszintiségi valtozot X, és
Xy, melyek az intervallum also6 és felsé hatarat adjak. Célunk X, és X, meghatdrozasa
agy, hogy P (Xa << Xf) = 1—a, ahol « tetsz6leges 0 és 1 kozotti érték (dltaldban
0 kozeli). A minta alapjin kiszdmitott értékek legyenek z, és xy, ekkor az altaluk
meghatarozott intervallumot #-ra vonatkozd 100(1 — «)% megbizhatésagi konfidencia
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intervallumnak nevezziik, 100(1 — a)% pedig a konfidencia szint, vagy megbizhatdsagi
szint.

Amikor mintavétel torténik, akkor a mintabeli statisztikatél azt varjuk, hogy a sokasagi
paraméter kornyezetében lesz az értéke, némely minta esetén annal nagyobb, némely
minta esetén anndl kisebb értéket fogunk kapni, ezért természetes, hogy a legtobb (de
nem minden) konfidencia intervallum a

0+ A (9.3)

alakot 6lti, azaz a pontbecslésre szimmetrikus a konfidencia intervallum alsé és fels6
hatara. A A neve hibahatdr, meghatdroza a kiillonb6z6 paraméterek és feltevések
mellett a kovetkez6 fejezetekben torténik.

9.2.1. Varhato értékre vonatkozd intervallum becslés

A leggyakrabban becsiilt sokasédgi jellemz§ az dtlag, méas kifejezéssel a varhatéd érték.
Matematikailag a legegyszeribb eset, ha egy normaélis eloszlast tekintiink, aminek u
varhat6 értéke ismeretlen, o2 variancidja azonban ismert. A virhaté értéket egy n
elemil minta alapjan kivanjuk megbecsiilni. Tudjuk, hogy

X —p
e

~ N (0,1)

Jeldlje tovabbd Z egy standard normélis eloszlasu véletlen valtozot, z,_, o pedig azt
a standard normadlis eloszlasbdl szarmazo6 kvantilist, melytél balra esd teriilet 1 — ar/2,
azaz a jobbra es§ teriilet /2. Az eloszlds szimmetridja alapjdn azt is tudjuk, hogy

P <_Z17a/2 <Z< 2170‘/2) =1—«

ami épp a kivant konfidencia szint. Ebbol egyszerii algebrai atalakitasok segitségével
adodik a konfidencia intervallum

n

o — o
P (_zl—a/Q\/ﬁ < X-/,L < Zl—a/2\/ﬁ> =1 —

g

~ - g
p (le—a/Q\/ﬁ <p< X+Zl—a/2\/ﬁ> =l-a

X —
P <_Zla/2 < T’u < Zla/2> =1—«
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azaz egy p-re vonatkozoé valészintiségi allitdst kaptunk, épp a (9.3) egyenletben definidlt
formaban. A hasonlésdg még inkabb lathatd, ha az utolsé sort mas formaban irjuk.
Az 1 — a megbizhatésagt konfidencia intervallum a minta alapjin®

o
xizl_a/Q\/ﬁ—xiAX (9.5)
azaz az atlagra vonatkoz6 konfidencia intervallumot a mintaatlag (pontbecslés) koré
képezzilkk, Ay pedig az &tlagra vonatkozé hibahatdr. A keletkezd konfidencia
intervallum hossza tehat a hibahatdr kétszerese, értékét a sokasdgi szoras,
a mintaelemszam, illetve a z-értéken keresztiil a megbizhatésag befolyasolja.
Amennyiben a sokasdgi szérds magas, ugy a lehetséges mintadtlagok is jelentdsen
eltérhetnek, ezért a becslésiink is pontatlanabb lesz. Természetesen a mintaelemszam
novekedése épp ellentétes hatdst, azonban vegyiik észre, hogy a gyokos tag miatt a
mintaelemszam novelése egyre kevésbé hatékony. Ha a becsiilt intervallum hosszat
a felére szeretnénk csokkenteni, négyszer akkora mintara van sziikségiink. Ha a
negyedére, akkor mar 16-szoros minta kivalasztasara van sziikség.

Az, /2 kvantilisek tablazatbol, vagy szoftver segitségével konnyen megtalalhatok,
azonban néhany gyakran hasznalt megbizhatésdgi szint esetére érdemes Oket
megjegyezni.

9.2. tdblazat: Gyakran hasznélt megbizhatdsagi szintek és normalis
kvantilisek

Konfidencia szint (1—a) 90%  95% 95,5%  99%
a2 1,645 196 200 2576

A téblazat alapjan jol lathat6, hogy a megbizhatosag novekedésével a z-értékek
is emelkednek, ezt a jelenséget a statisztika ugy fogalmazza meg, hogy adott
mintaelemszdm (és mintavételi médszer) mellett a pontossig (az intervallum hossza)
és a megbizhatdsdg (1 — «) csak egymads rovasara javithatok.

Egy tizemben a régéta miikodo géprol ismert, hogy a legyartott alkatrészek
szamunkra fontos hossza j6 kozelitéssel normalis eloszldsu és a varhatd értéktél
fliggetlentil a széras 0 = 5 mm. Az Gj megrendeléshez arra van sziikség, hogy az
alkatérsz hossza 1000 mm legyen. Az 1j bedllitdsokkal prébagyartast végeztek
az tizemben, amib6l n = 10 elemil mintat vettiink, a mintaatlag T = 1002,74.
Becsiiljiink 95%-os megbizhatésagu konfidencia intervallumot a sokasigi atlagra
(1) vonatkozoéan!

3A levezetésben valészintiségi allitdst tettiink, amit csak valésziniiségi valtozékkal tehetiink meg,
ezért haszndltuk a X jelolést. Az adott mintabdl kiszamitott érték, az adott realizacié jele x, az
egyszerliség kedvéért innentél gyakran fogjuk ezt a kisbetiis jelolést is alkalmazni.
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Mivel a sokasagrol feltételezhetjiik, hogy normaélis eloszldst kovet, alkalmazhatjuk
(9.5) formuldt, azaz a 95%-0s megbizhatdsdgi konfidencia intervallumra

5
V10

adédik. A mintank alapjan 95%-os megbizhatdsdggal allithatjuk, hogy az
ismeretlen sokasagi atlag 999,644 és 1005,842 mm kozott van.

1002,743 4 1,96 = 1002,743 + 3,099

A (9.5) formula abban az esetben alkalmazhat6, ha a sokasdg normélis, ismeretlen p,
de ismert o paraméterekkel. A gyakorlatban ugyan el6fordulhat ilyen eset (pl. kordbbi
tanulményokbdl ismerhetjitk a variancidt), azonban érezhetéen nem til gyakori eset.
Tegyiik most fel, hogy a sokasigi variancia nem ismert, ezért (9.5) formula nem
alkalmazhat6. A 8.3. fejezetben megismert mintavételi eloszlas azonban segitségiinkre
lehet. (8.12) formula szerint a

X —p
T = S ~ n—lt
=
valészinliségi valtozdé n — 1 szabadsdgfokd t eloszldst kovet, amibél (9.5) képlethez
hasonl6 moédon levezetheté az &tlagra vonatkozo konfidencia intervallum becslés

mintabdl szamitando értéke ismeretlen sokasagi variancia esetére is

S J—

T+ n—ltl—a/Q% =X+ AY (96)

ahol ,,_1t1_,/» az n — 1 szabadsdgfokt t eloszlds 1 — a/2 kvantilise. A t eloszlasbol
szdrmazé kvantilisek (azonos megbizhatdsdg esetén) szabadsdgfoktél fiiggetleniil
magasabbak a 9.2. tablazatban lathaté értékektdl, a szabadsagfok ndvekedésével
feliilrél egyre inkabb megkozelitve azokat.

A (9.6) formula igazi jelentOségét az adja, hogy nem csak abban az esetben
alkalmazhaté, ha a sokasag normalis eloszldsi, hanem abban az esetben is, ha a
minta elegend6en nagy. Ekkor a centralis hatareloszlas tétel az, ami megengedi a
képlet alkalmazasat. Annak meghatdrozasa, hogy mi szamit elegend6en nagynak nem
egyszerii matematikai feladat, alapvetéen a sokasdg normalitastél valo eltérésének
mértéke hatdrozza ezt meg. A legtobb tankényvben a nagy minta hatérat valahol 30
és 100 kozott szokas meghtizni. Ebben a tananyagban a 30 feletti mintaelemszamot
elegendden nagy mintanak fogjuk tekinteni ahhoz, hogy a kézponti hatareloszlas-tétel
miikodésében mar bizzunk, kiemelve azt, hogy extrém eloszlasok esetén akar tobb ezer
elemii mintdk sem biztositjak a (9.6) formula alkalmazhatdségat. A gyakorlatban (9.6)
alkalmazasa el6tt ezért mindenképp javasoljuk a sokasidg normalitasanak vizsgalatat.

Meg szeretnénk becsiilni 90%-0s meghizhatésidggal egy adott telepiilésen az
egyetemistak altal havonta lakhatéasra koltott osszeg atlagat. Ehhez n = 50 elemi
mintat valasztottunk. A sokasig eloszlasanak tipusarél ugyan nem rendelkeziink
ismeretekkel, de mivel a minta elegendéen nagy, illetve a készitett hisztogram
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alapjdn a sokasdg jelentGsen nem tér el a normadlistél, alkalmazhatjuk a (9.6)
formulat. Tegyiik fel, hogy a mintabeli dtlagra T = 47543 Ft, mig a mintabeli
korrigalt szorasra s = 13342 Ft adédott. Ekkor

13342
T+ 49150’95% = 47543 % 16765~ = 47543 + 3163.4

azaz 90%-o0s megbizhatésaggal allithatjuk, hogy az atlagos lakhatdsra koltott
Osszeg a sokasagban 44,380 és 50,706 forint kozotti.

A fejezetben eddig bemutatott becslési eljarasok ((9.5) és (9.6)) fliggetlen azonos
eloszlasi mintavételt tételeznek fel, azaz praktikusan azt, hogy N, a sokasig
elemszama végtelen, vagy annyira nagy, hogy a visszatevés nélkiili mintavétel sem
valtoztatja meg jelentGsen a sokasig Osszetételét. Abban az esetben, ha N ismert,
tgy a (9.5) és (9.6) képletben alkalmazott standard hiba mddosul,

N—n

_ o
T+ Zlfa/2ﬁ N_1 (9.7)
valamint
_ s N—n
T+ n—ltl—a/Qﬁ N_1 (9.8)

adja a konfidencia intervallum becslés alsé és felsé hatarat. A formulakban megjelend, a
(8.5) 0sszefliggésben mar megismert véges szorzordl megéllapitottuk, hogy a standard
hiba értékét csokkenti, azaz a visszatevés nélkiili mintavétellel pontosabb becslést
végezhetiink.

Sok gyakorlati esetben nem a sokasagi atlagra, hanem az értékosszegre vonatkozd
becslést szeretnénk elvégezni, azaz a Y. X, = Np sokasigi értékét szeretnénk
kozelitoleg ismerni. Belathatd, hogy ebben az esetben a becslés elvégezhetd két
lépésben:

o a szitudciénak megfelel§ becslés elvégzése u-re vonatkozéan (9.7), vagy (9.8)
segitségével, majd

¢ a konfidencia intervallum alsé és fels6 hataranak N-nel torténd szorzasa.

Egészitsiik ki az el6z6, lakhatésra forditott 6sszeggel foglalkozé példankat azzal,
hogy tudjuk, N = 20000 hallgat6 tanul az adott varosban. A standard hiba ekkor
a véges szorzoval modosul, azonban a hatas elenyészo, hiszen a sokasag viszonylag
nagy a minta méretéhez képest, igy a valamivel sziikebb

47543 4 3155,6
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intervallum adédik. A sokasidg elemszaménak ismerete azonban lehetéséget ad
az értékosszeg becslésére, ezek szerint 90%-os megbizhatdésdggal az egyetemistdk
legalabb 887 748 000, legfeljebb 1013 972 000 forintot kdltenek Gsszesen lakhatasra
havonta.

9.2.2. Aranyra vonatkozé intervallum becslés

Az dtlagra vonatkozo6 intervallum becsléshez nagyon hasonlé megfontoldsok és a (8.6)
Osszefiiggés alapjan belathatd, hogy

p(l—p
Pt 21qa2 %ZPZEAP (9.9)

az arényra vonatkozé 1 — o megbizhatéségi szintli konfidencia intervallum. Ahogyan
azt az ardny mintavételi eloszlasanal is lattuk a 8.2.2. fejezetben, a normalis eloszlassal
torténd kozelités, tehat (9.9) abban az esetben alkalmazhatd, ha nm > 5ésn(l—m) > 5
is teljesiil. Az nm > 5 és n(1—m) > 5 feltételeket természetesen nem tudjuk kozvetleniil
ellenérizni, hisz feladatunk épp a 7 binomiélis paraméter becslése, azonban a mintabeli
arany segitségével az ellenérzése elvégezheto. Léteznek becslési eljarasok a kis minta
esetére is, ezekkel azonban jelen tananyagunkban nem foglalkozunk részletesen.

A sokasagi atlagra vonatkozo konfidencia intervallumot tehat a mintabeli ardny mint
pontbecslés koré rajzoljuk. Altaldnossdgban elmondhat6, hogy n névekedésével a
hibahatar csokken és ezzel egyiitt a becslés pontossdga javul. A p(1 — p) kifejezés
értéke a 0-1 tartoményon p = 0,5 esetén maximalis, azaz adott mintaelemszam mellett
a 0,5 korili mintabeli ardny adja a leginkdbb pontatlan becslést, illetve a p(1 — p)
szorzat szimmetridja miatt a 0,5 értéktol tavolodva a becslés egyre pontosabb.

A sokaséagi dtlag becsléséhez hasonléan beldathatd, hogy véges N sokasigi elemszam és
visszatevés nélkiili mintavétel esetén (9.9) helyett a

p(l—p) [N—n
Piz1a/2\/ - \/Nl (9.10)

formula haszndlatos, azaz a standard hiba ebben az esetben is a véges szorzdval
modosul.

A gyakorlatban sok esetben nem az adott tulajdonsdggal rendelkezé megfigyelések
sokasagi ardnyara, hanem azok sokasagi szdmaéra vagyunk kivancsiak. Az értékosszeg
becsléséhez hasonléan két 1épésben oldhaté meg a feladat:

o a feltételek ellendrzése, majd becslés végzése m-re vonatkozbéan, majd

¢ a konfidencia intervallum alsé és fels6 hataranak N-nel torténd szorzasa.
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Egy egyszerti véletlen mintavétel adatai alapjan a megkérdezett n = 1000
valaszté koziil k = 645 valaszolta azt, hogy a kovetkezo hétvégén részt venne
a vdlasztdsokon. Készitsink 99%-os megbizhatésdgt konfidencia intervallumot
a 7 sokasigi ardnyra vonatkozéan! Mivel a mintdnk meglehet6sen nagy, ezért
alkalmazhatjuk a (9.9) formulét.

p(1—p)

0,645(1 — 0,645
Pz | = 0645 £2, 576\/¥

S = 0,645 + 0,039

azaz a 99%o0s megbizhatésagt konfidencia intervallumunk alsé hatdra 60,6%, felsé
hatara 68,4%, becslésiink szerint a valasztok osszességében a két érték kozotti lesz
a részvételi arany.

Amennyiben tudjuk, hogy N = 4000 000 szavazasra jogosult van, alkalmazhatjuk
a (9.10) formuldt is, azonban a véges szorzé alkalmazdsa érdemben nem fogja
megvaltoztatni a végeredményt. Azt azonban tudhatjuk, ugyancsak 99%-os
megbizhatésag mellett, hogy a valasztas 2 millié 424 ezer és 2 millié 736 ezer {6t
fog varhatéan mozgositani.

9.3. Mintaelemszam tervezés

Az el6z6, 9.2. fejezetben néhany sokasdgi paraméterre vonatkozd becslési eljardst
tekintettiink at. Néha az adott minta alapjan kapott intervallum til széles, azaz a
becslésiink tul pontatlan. Ezen tébbek kozott tovabbi mintavételezés segithet. Mas
esetekben el6re, a kisérlet megkezdése el6tt rogzitett a toleralhaté hiba mértéke. Az
ebben a fejezetben taglalt formuldk abban segitenek, hogy ezekben a szituicidokban
hogyan szamitsuk ki a sziikséges minta nagysigdt. A formuldk természetesen
kiilonbo6z6k abban az esetben, ha varhaté értékre és ha aranyra vonatkozé a feladat,
illetve az is fontos szempont, hogy FAE (végtelen nagy sokasig és/vagy visszatevéses
minta), vagy EV mintavétel (véges sokasig, visszatevés nélkiil) torténik-e.

Egy normalis eloszlast, ismert o2 variancidji, ismeretlen p varhaté értékii

alapsokasagbol vett m elemii minta esetén az 1 — o megbizhatésdgi konfidencia
intervallum (9.5) alapjan

Thz o =T+ Ay
1-a/2 X

amibdl ha ismert Av, akkor egyszerii algebrai atalakitasok segitségével azt kapjuk,
hogy

2 2
Zlfoz/ZU
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Ez a mintaelemszam valasztas biztositja, hogy a konfidencia intervallum hossza a
kivant hatdrértéken belill marad. A képlet nem garantalja, hogy az eredmény egész
szdm legyen, igy a gyakorlatban a (9.11) formula eredményét felfelé kerekitjiik.

Az ardnyra vonatkozé mintaelemszam hasonlé logika mentén hatdarozhaté meg,
felhasznalva az ardanyra vonatkozé standard hibat

2
2 g1 =)
n= i — (9.12)

ami azonban kozvetleniill nem hasznalhatd, hiszen a képlet tartalmazza a keresett
0 < 7 < 1 binomidlis paramétert, ami a mintaelemszam tervezésekor még nem
lehet ismert. A 7 paraméter helyett hasznalhatunk a sokasdgi ardanyra vonatkozd
korabbi informéciot, vagy szakértdi becslést, ami természetesen nem lesz tokéletesen
pontos, azonban a mintaelemszam tekintetében hozzavetdleges értéket adhat. A masik
lehetdség a w(1 — 7) fliggvény mér emlitett tulajdonsdganak kihasznéldsa, amirél
tudjuk, hogy értékének maximuma a 0-1 intervallumon 0,25. Amennyiben tehat nem
rendelkeziink informéciéval a sokasdgi aranyrol, a legrosszabb esetet feltételezhetjiik
és a m(1 —7) = 0,25 helyettesitéssel élhetiink. Amennyiben a megbizhatdésagot 95,5%-
osnak vélasztjuk, a (9.12) formula még tovabb egyszertisodik, hisz ekkor z;_, , értéke
pontosan 2. Ebben a specialis esetben tehat a klasszikus, konnyen megjegyezhetd

n=-— (9.13)

formulat alkalmazhatjuk.

A (9.11) és (9.12) formulédk tehat abban az esetben alkalmazanddk, ha N ismeretlen,
vagy nagyon nagy. Ha ismert a sokasig elemszama, akkor a mintaelemszam
tervezésekor érdemes ezt is figyelembe venni, f6ként ha a kivalasztasi ardany varhatéan
viszonylag nagy lesz. Ezekben az esetekben a mintaelemszam tervezés teljesen analég
médon a (9.7) és (9.10) formuldkbdl indulunk ki, és a feladat n kifejezése adott
hibahatar mellett. A feladatot az bonyolitja kissé, hogy n két helyen is megjelenik.
Belathat6 azonban, hogy ha n jeloli a FAE hibahatar alapjan szdmitott sziikséges
mintaelemszamot, akkor a véges szorzé miatti korrekci6 a

n
n = 0

=T (9.14)
Ly

médon végezhetd el*. A kordbbiakhoz hasonléan (9.13) sem feltétleniil egész szamot ad
eredményiil, igy a végeredményt felfelé kerekitjiikk a gyakorlatban. Vegytik észre, hogy
a modositott mintaelemszam n, értékénél relevans esetben kisebb, hiszen ny-t egy 1-
nél nagyobb szdmmal osztjuk. A korrekcié annal nagyobb, minél nagyobb a tervezett
mintavételi ardny.

4 Ahogy emlitettiik, a véges szorzé kozelité értéke, 1 — « a korrekciéra ezzel n = 14:L9’° adddik. Sok
~

tankonyvben ez szerepel n( behelyettesitésével az atlag és az arany esetére.
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Egy kozvéleménykutatas soran 2 szézalékpontos pontossiaggal szeretnénk
meghatdrozni egy adott part tdmogatottsdgit egy kisvdrosban, 90%-os
megbizhatésag mellett. Mivel egy arany meghatdrozasarél van szé, ezért
(9.12) formulédbdl indulunk ki. Tegyiik fel tovabbé, hogy semmiféle informéciéval
nem rendelkeziink 7 értékérol, igy a legrosszabb forgatokonyvvel, = = 0,5-tel
szamolunk. Ekkor

2 ool =7) 16452 x 0,5(1—0,5)
A% - 0,022

= = 1690,96

azaz 1691 elemi mintdt javasolhatunk. Mivel a 7(1 — 7) kifejezés maximuméval
szamoltunk, ha a part tdmogatottsaga nagyon alacsony, vagy nagyon magas,
akkor ennél kisebb minta is elegend6 lehet, vagy a masik oldalrél megkdzelitve:
ez a mintaelemszam 2 szazalékpontnal alacsonyabb hibahatart is eredményezhez.
Abban az esetben, ha rendelkeziink megbizhaté szakértéi becsléssel 7 értékérdl,
természetesen azt is alkalmazhatjuk.

Tegyiik fel tovabba, hogy tudjuk, a kisvarosban N = 20000 valasztépolgar
él. Ekkor a sziikséges mintaelemszam az el6z8 eredmény és (9.14) korrekcid
segitségével

n 1690,96
n= 30—1 = 1 4 1690.96—1 = 1559,21
1+ =5 + 30000

azaz a sokasag elemszamat figyelembe véve azt kapjuk, hogy visszatevés nélkiil
elegendo6 1560 valasztépolgar megkérdezése, még a legrosszabb esetben is.

9.4. Excel tippek

Hasznos Excel fliggvények:

« SZOR.M
o NORM.S.INVERZ, T.INVERZ (z érték és t érték meghatdrozasdhoz)

Hasznos Excel funkcidk:

o Az Adatelemzés meni Leird statisztika eszkoze Cifidaielenses



10. fejezet

Osszetett becslések

A 9. fejezetben rovid elméleti attekintés utdn egyetlen sokasdg egy kivalasztott
paraméterének értékére adtunk konfidencia intervallum becslést. Gyakran sziikséges
azonban két sokasig Osszehasonlitdsa. A statisztikai kovetkeztetés két fontos
teriilete a két sokasdgban megfigyelhetd varhaté érték/atlag, illetve a két sokasigi
ardny Osszehasonlitdsa. A két sokasigi paraméter Osszehasonlitiasa technikailag
a kiilonbségiikk becslésén keresztill fog megvaldsulni, ilyen értelemben az ebben
a fejezetben bemutatand6 becslési eljardsok a 9. fejezetben bemutatott eszk6zok
altalanositdsaként tekinthet6k. Ennek megfeleléen formétumuk a (9.3) formuldnak
megfelel lesz.

A két sokasagi varhatd érték kiilonbségére vonatkozo konfidencia intervallum becslés
ennek megfelelGen a

T—7+A (10.1)

alakl lesz, ahol T az egyik, y pedig a masik sokasigbdl vett minta dtlaga. A A
hibahatar kiszamitasdnak pontos képlete attél fiigg, hogy milyen szitudciéban tortént
a mintavétel, illetve milyen feltételezésekkel élhetiink a sokasdgokrél. A kiilénbo6zo
szituacidkat és a hibahatarok képletét mutatja be a 10.1. fejezet.

Hasonl6 logika mentén képezhetjiikk a két sokasagi arany kiilonbségére vonatkozo
konfidencia intervallumot is

px —py £ A (10.2)

ahol px és py a két sokasagbdl vett fiiggetlen mintabeli arany. A hibahatar kiszamitasi
modjat és a sziikséges feltételeket a 10.2. fejezet mutatja be.

141
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10.1. Sokasagi varhato értékek kiilonbségének becslése

A sokasigi varhaté értékek, vagy sokasiagi atlagok kiilonbségének becslése soran két
nagy csoportot kiilonboztetiink meg a mintavételi szituacié alapjan:

o pérositott (fliggé) mintdk és

o fiiggetlen mintdk segitségével torténd becslés.
Pérositott mintardl (10.1.1. fejezet) akkor beszéliink, ha az egyik mintdban talalhatd

mintaelemek befolyasoljak a mésik mintaba keriilé mintaelemek értékét. Két alapveto
szitudciéban fordul el6 ez:

« ugyanazokat a megfigyeléseket mérjiik két idépontban (el6tte-utdna tanulményok),
vagy

e mesterségesen parositott mintak esetén.

A leggyakrabban klinikai vizsgdlatok esetén fordul el6, hogy paciensek
kezelés elotti és utdni 4atlagos jellemzdinek valtozasat szeretnénk vizsgalni,
de a gazdasdgtudoményok teriiletén is gyakori ez az eset, pl. a fogyasztok
marketingkampany el6tti és utani elégedettségét, vagy a beosztottak tréning
elotti és utdni hatékonysagat kivanjuk vizsgalni. Ilyen esetekben természetes
parokat alkotnak a megfigyeléseink, hiszen ugyanazokat a személyeket vizsgaltuk
a ,beavatkozas” elott és utan. Néhany esetben ez a természetes parositds nem
kivitelezhet6, ekkor gyakran mesterségesen parositott mintakat alkalmaz a
statisztikai gyakorlat: példaul azonos koru, iskolai végzettségii, érdeklodésii
fogyasztot valasztunk az egyik és masik csoportba is és a valaszaikat parositva
elemezziik. Ilyen modszert valaszthatunk példaul két konkurens reklamfilm koziili
valasztasra is fékuszcsoportos fogyasztoi visszajelzések alapjan.

Abban az esetben, ha a két sokasiagbol egymastdl fiiggetleniil vesziink mintat,
azaz a mintaba kerill6 elemek nem befolyasoljak a masik minta értékeit, fiiggetlen
mintds becslésrél beszéliink (10.1.2. fejezet). Ebben az esetben a sokasigra vonatkozo
ismereteink és feltevéseink fogjak (10.1) pontos formuldjit megadni.

A jeldlésrendszeriinket annyiban kell médositanunk a korabbiakhoz képest, hogy most
mar nem egy, hanem két sokasdgrol, illetve két mintardl kell beszélniink. A sokasdgot
eddig X jelolte, legyen ez most az egyik sokasig, mig a masikat jelolje Y. Ennek
megfeleléen a' a kdvetkezd jeloléseket vezetjiik be:

o sokasagi atlagok: py és py

LA fejezetben néhany esetben valészinfiségi valtozokrél fogunk beszélni, ezért a pontossag kedvéért
itt bevezetiink nagybetiis jeloléseket is.
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o sokasagi atlagok kiilonbsége: 6 = pux — py

o sokasdgi variancidk: o3 és o2

o sokasagi elemszamok: Ny és Ny

o mintaelemszamok: ny és ny

« mintabeli dtlagok valészintiségi valtozéi: X és Y

o mintabeli atlagok realizacidi: T és y

o mintabeli variancidk val6szinfiségi véltozoi: S% és S

« mintabeli variancidk realizdciéi: s% és s}

10.1.1. Parositott mintas becslés

Tegyiik fel, hogy két parositott mintdbdl rendelkeziink ny = ny = n megfigyeléspérral
és feladatunk § = px — py sokasagi kiilonbségre vonatkozé konfidencia intervallum
készitése. Amenniyben feltételezziik, hogy a kiilonbség normélis eloszlasi (vagy
elegendden nagy mintdval rendelkeziink), gy 1 — o megbizhatdésdgi konfidencia
intervallum becslést a

_ Sp

T—y+ nfltlfa/2% (10.3)
formuldval nyerhetjiik, ahol a mar megismert jelolések mellett s az n darab parbdl
képzett D = X — Y valtozdbdl szamitott mintabeli szorast jelenti.

A (10.3) formula az el6z6 fejezetbdl ismerds, hiszen nagyon hasonlit a (9.6) képletre,
kiilonosen akkor, ha észrevessziik, hogy T — 7 = d, azaz a pontbecslés az tjonnan
létrehozott D = X — Y valtozd mintabeli atlaga. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
parositott mintas becslést visszavezettiik a 9.2.1. fejezetben megismert modszerre. A
becsléshez ugyaniugy az n — 1 szabadsagfoku t eloszlas kvantilisére van sziikségiink,
ahol n a megfigyelésparok, azaz a képezheto kiilonbségek szama.

Egy nagy cég HR osztalyan feladatunk egy draga kompetenciafejleszté tréning
hatasdnak mérése. Az els§ tréningen 30 6 vett részt, akik a cégnél dolgozdk
véletlen mintdjaként tekintheték. A résztvevok kitoltottek egy-egy tesztet a
tréning elott és utan, melyek pontszamat a 10.1. tablazat tartalmazza. Becsiiljiik
meg 99%-o0s megbizhatésidggal a teszten mért képesség varhaté javuldsat a
sokasdgban!
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10.1. tablazat: A tréningen elért eredmények

sorszam  el6tte utana  véltozas sorszam  el6tte utdna  valtozas

(Y) (X) (D) (Y) (X) (D)

1. 57,5 63,4 5,9 16. 45,4 44,3 -1,1
2. 52,0 54,9 2,9 17. 42,7 46,3 3,6
3. 72,1 76,3 4,2 18. 37,1 34,5 -2,6
4. 47,2 50,5 3,3 19. 48,1 49,0 0,9
5. 49,9 54,9 5,0 20. 26,0 28,2 2,2
6. 39,7 44,8 5,1 21. 37,4 37,9 0,5
7. 72,1 71,9 -0,2 22. 40,6 42.5 1,9
8. 48,3 47,8 -0,5 23. 55,5 62,2 6,7
9. 55,0 56,0 1,0 24. 65,1 66,9 1,8
10. 42,6 42.3 -0,3 25. 34,9 37,1 2,2
11. 61,0 60,1 -0,9 26. 59,6 59,4 -0,2
12. 39,9 43,7 3,8 27. 59,7 63,2 3,5
13. 45,3 51,6 6,3 28. 37,6 39,3 1,7
14. 46,9 51,0 4,1 29. 47,2 51,1 3,9
15. 35,3 41,2 5,9 30. 60,9 66,9 6,0

Mivel ugyanazok a személyek toltotték ki a tesztet, igy parositott mintarél
beszélhetiink. Els6 lépésként az elért pontszamok kiilonbségét szamitjuk ki
egyénenként (a tabldzatban a véltozas oszlopban lathatd). A pontszam véltozast
hisztogram segitségével abrézolva nem latunk a normalitastél vald jelentés
eltérést, illetve a mintaelemszamunk is viszonylag nagy, ezért alkalmazhatd
(10.3):

2,525
51,307 — 48,753 + 2,756 —— = 2,553 + 1,271

V30
azaz 99%-os megbizhat6sig mellett a sokasdgi valtozds (javulds) 1,282 és 3,824
pont kozotti. A feladat megolddsa soran X véltozonak az el6tte, Y valtozénak az
utana pontszamot tekintettiik. Forditott valasztas esetén az eredmény a mostani
ellentettje, azaz —2,553 + 1,271 lenne, de szintén atlagos javulasként kellene
értelmezni.

10.1.2. Fiiggetlen mintas becslés

Abban az esetben tehat, ha a két sokasaghdl egyméstol fiiggetleniil vesziink mintat,
fiiggetlen mintas becslésrol beszéliink. Koévetve a 9.2.1. fejezetben kévetett logikat
els6ként a matematikailag legegyszeriibb, de a gyakorlatban kevéssé alkalmazhato
esettel kezdjiik a targyalast, majd innen mozdulunk el a praktikusabb feltételezések
felé. A fejezetben harom kiilonbozd feltételezés mellett adunk (10.1) formuldnak
konkrét alakot. Alapvetéen mindhdrom esetben a sokasiagok normalis eloszlasat
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tételezziik fel, ezt azonban a késObbiekben lazitjuk. A célunk tehat az ismeretlen
0 = px — Wy sokasagi varhaté érték kiillonbség becslése az alabbi feltételezésekkel:

o ismert 0% és o2

o 0% 6s 0% nem ismert, de egyezdségiiket feltételezziik

o 0% és 0% nem ismert, egyezdségiiket nem tételezziik fel

Legyen tehat a két sokasag X és Y, melyekbdl nem feltétleniil azonos méreti, ny és
ny elemli mintakat vesziink. Ekkor kénnyen belathaté, hogy

nx ny

standard normadlis eloszldst kévet. A fenti Osszefiiggés alapjan a (9.4) levezetéssel
analég modon kapjuk, hogy a minta alapjan szamitott

2 2
= _ = 9% |, %

+ 10.5

Yt 21 a2 x|y (10.5)

alsé és fels§ hatarok a ¢ ismeretlen sokasigi atlag kulonbségre vonatkozd 1 — «
megbizhatdsagi szintii konfidencia intervallumot adnak.

A gyakorlatban (10.5) alkalmazdsa nem tul gyakori, hiszen nem gyakran
fordul el6, hogy a sokasagok normalitdsat és a sokasagi variancidk ismeretét is
feltételezhetjiik, ezért itt példat sem hozunk. Amennyiben a vilasztott mintdk
nagyok, néhany tankényvben mégis ez a formula szerepel, hiszen a nagyon nagy
mintabdl mar szinte biztosak lehetiink benne, hogy a mintabeli variancia jol
kozeliti a sokasagi varianciat. Ebben a konyvben nem kovetjiik ezt az elméletileg
helytelen, gyakorlati szempontbdl viszont védheté gyakorlatot.

A masodik esetben a normalitds mellett mar nem feltételezziik a sokasdgi variancidk
ismeretét, azonban azok azonossigat igen, tehdt o3 = o%. Ez a feltételezés mar
gyakorlatiasabb, hiszen ismeretlen sokasagi atlagok mellett igen ritka eset, hogy
mindkét sokasdg variancidjat ismerjik. Beldthatd, hogy ekkor (10.4) formula
0? = 0% = 0% helyettesitéssel alkalmazhaté lenne, de a feltételezés szerint a kozds
o? paraméter ismeretlen. Ahogy azt a korabbi fejezetekben méar lattuk, ilyenkor a
mintabdl szarmazé becsléssel helyettesitjiilk a sokasdgi paramétert. Jelen esetben
o?-re vonatkozéan mindkét minta tartalmaz informéaciét, nem lenne jogos, ha pusztdn
az egyik mintabeli szérds alapjan kozelitenénk az értékét. A legjobb kozelitést a két
mintabeli korrigalt variancia mintaelemszammal? silyozott atlagaként nyerhetjiik. Az
ismeretlen o-re vonatkoz6, mintdn alapulé becslésiink neve mintabeli pooled (kézos)

variancia

2Pontosabban szabadsigfokokkal, azaz mintaelemszam—1-gyel.
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Ahogy azt méar szintén megszokhattuk, a sokasdgi paraméter helyettesitése egy
mintabeli becsiilt értékkel a mintavételi eloszlds normalitdsét felborit(hat)ja, ennek
megfeleléen az 1 — a megbizhatésdgi konfidencia intervallum J-ra a sokasagok
normalitasat, valamint a sokasagi variancidk egyezségét feltételezve

1 1
E_yi ny+n 72t1704/28p —+ — (107)
xtny Ny Ny

A formula szerkezete nagyon hasonlit (9.6) formuldéra, annak kozvetlen dltaldnositdsaként
tekinthetd. A t eloszlas szabadsdgfoka ny — 14 ny — 1, vagy révidebben ny +ny — 2.

A standard hiba helyén s, és a mintaelemszamok szerepelnek.

A harmadik eset azt a szitudciét vizsgalja, amikor a sokasigok normalitdsa mellett

a sokasdgi variancidk egyezségét nem tessziik fel. Ekkor (10.4)-ben sem 0%, sem 0%
nem ismert. Ekkor nem a pooled mintabeli variancidval becsiiljiik ezek értékét, hanem
kiilén-kiilon a megfelel6 mintabeli variancidkkal. Belathato, hogy a normalitds ebben
az esetben is sériil, a t eloszlas szabadsagfoka pedig az alabbi formuléaval kézelithet6o
adott mintak mellett

2
oy
nx ny

2 2
2 2
s 1 S 1
(nﬁx) nyx—1 + (nl) ny—1
X X Y Y

az 1 — a megbizhatosagi konfidencia intervallum d-ra a sokasdgok normalitdsat,
valamint a sokasagi variancidk egyez6ségét feltételezve

(10.8)

2 2

—_ S S
T—yY=+ utl—a/Q nix + nl (109)
X Y

ahol a t eloszlds v szabadsdgfoka a (10.8) egyenletbdl adédik.

A (10.7) és a (10.9) formuldk igazi jelentéségét az adja, hogy — az egymintds esethez
hasonléan — abban az esetben is alkalmazhatdék, ha a sokasag eloszlasa nem normaélis,
de a mintdk mérete elegendben nagy. Ahogy azt a 9.2.1. fejezetben is targyaltuk, annak
meghatarozasa, hogy mekkora az elegendéen nagy, komoly matematikai-statisztikai
feladat, a kiilonboz6 szakirodalmak més-més értéket emlitenek. Jelen tananyagban a
mindkét sokasigbdl 30 feletti mintaelemszamot mar elegendbéen nagynak tekintjiik.
Amennyiben a minta alapjan a sokasag jelentOsen eltér a normalis eloszlastol, ennél
akar jéval nagyobb mintéra is sziikség lehet.
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Egy felmérés a férfi és noi tigyfelek pénziigyi tudatossagat vizsgalja, a kozvetleniil
a folyoszamlan tartott 6sszegen keresztiil. Ez a forma ugyan likvid, azonban nem
biztosit hozamot. A vizsgélat a bankszamlaval rendelkezé feln6tt lakossaghdl mint
alapsokasagbol rendelkezik egyszerii véletlen mintdval. Becsiljiik meg a férfiak és
nék atlagos folydszdmla egyenlegének kiilonbségét 90%-os megbizhatésidg mellett!

Jelolje X a férfiak sokasagi egyenleg eloszlasét, Y pedig a holgyekét. A mintavétel
soran azt kaptuk, hogy a férfiak atlagos egyenlege 246 978 Ft, mig a nok esetén
ez 332739 Ft. A korrigdlt mintabeli szérds 132843 Ft, illetve 141434 Ft, ami 50
férfi és 40 néi tigyfél megkérdezése alapjan keriilt kiszamitasra.

Az egyenlegek eloszlasa ugyan varhatéan nem normadlis, hanem valdszinileg
jobboldali aszimmetridval rendelkezik (néhdny extrém nagy egyenleg miatt), a
viszonylag nagy mintaelemszam azonban lehet6vé teszi, hogy (10.7), illetve (10.9)
formuldkat alkalmazzuk a sokasagi variancidkra vonatkozoé feltevésektél fiiggéen.
A sokaséagi variancidk osszehasonlitasa a Statisztikai modellezés targy tananyaga,
igy feladatmegoldds soran az alkalmazandé feltételezést explicit médon meg
fogjuk adni. Ebben a példaban illusztraciéként mindkét esetet végigszamoljuk.

Tételezziik fel els6ként a sokasagi varianciak egyezOségét, ami a mintabeli szorasok
hasonl6sdga miatt nem tilinik rossz feltételezésnek (természetesen a mintavétel
miatt a mintabeli szérasok akkor sem lesznek teljesen egyenlék, ha a sokasagi
szérasok megegyeznek). Ekkor (10.7) alapjén

_ [1 1 1 1
T =T % niny2biappp) | o= = 26 078 — 332739 + 22727214/ o + 45

ahol ggt( g5 = 1,662, illetve

=136 717

Sp:

\/ (50 — 1) 1328432 + (40 — 1) 141 4342
50 + 40 — 2

Azaz a minta alapjan szamitott konfidencia intervallum als6 hatara —133 973 Ft,
fels6 hatara —37549 Ft. Ez azt jelenti, hogy a sokasédgi kiilonbségre vonatkozd
becsléstink alapjan a nék folydszama egyenlege magasabb 90%-0s megbizhatésag
mellett legalabb 37549, legfeljebb 133973 forinttal. Vegyiik észre, hogy mivel a
férfiak egyenlegét valasztottuk X és a nokét Y valtozonak, a negativ el6jelii becslés
azt jelenti, hogy a n6k egyenlege magasabb. Forditott valasztas esetén ugyancsak
ellentett eredményt kapnank.

Amennyiben a sokasigi variancidk egyezéségét nem tételezziik fel, tgy (10.9)
alapjan

1328432 n 1414342
50 40

246978 — 332739 £ 81150’95\/
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ahol g, g5 = 1,664, illetve

nx Y

V= 5 5 = 81,26
2 2
(S ) 1 + (S ) 1
nyx nyx—1 Ny ny—1

Azaz a minta alapjan szamitott konfidencia intervallum als6 hatara —134 358 Ft,
fels6 hatara —37164 Ft.

2
52 52

10.2. Sokasagi aranyok kiilonbségének becslése

Gyakran nem két sokasag &atlagat, hanem két sokasigban megfigyelheté aranyt
szeretnénk Osszehasonlitani. Az egymintds esethez hasonléan megmutathato, hogy
elegendGen nagy minta esetén a

gz EBx=B) = x—my) gy (10.10)
\/Px<1fPX> PPy

nx ny

valdsziniiségi valtozo6 standard normadlis eloszlast kovet, ahol Py és Py jeloli a mintabeli
aranyok valésziniiségi valtozdjat, mx és my a két sokasagi ardny, ny és ny pedig a két
mintaelemszam.

Ebbdl belathaté, hogy 1 — o megbizhatésagi konfidencia intervallum szerkeszthetd a
0 = my — Ty sokasdgi ardny kiilénbségre

px(1—p py (1 —py)
pX_pY:l:Zla/2\/ 2 x) + =X X (10.11)
nx ny

modon, ahol p, és p, a mintdbdl kiszdmitott ardnyt jelolik.

A termelési igazgaté két beszdllitotdl szarmazd termékek minbségét szeretné
Osszehasonlitani, mintavételes médszerrel. Az A gyarté szallitménya esetén a
kivett 200 termékbol 23 volt problémaés, mig B gyart6 esetén a kivalasztott 150
termékbdl 21 volt kifogdsolhaté. Végezziink 95%-os megbizhatdsdgu konfidencia
intervallum becslést a sokasagi ardnyok A és B gyartéo kozti kilonbségére
vonatkozdan!

1— 1—
Px — Py £ 21 a2 px(L=px) Py =Py) _ 115 144 0071
UD'e Ny

Azaz a 95%-os megbizhatésigi konfidencia intervallum alsé hatdra —0,096 és
fels6 hatéra 0,046. Az eredmény alapjan nem tudjuk eldénteni egyértelmiien, hogy
melyik sokasagi arany a nagyobb, hiszen a kiilonbség negativ és pozitiv is lehet.




10.3. EXCEL TIPPEK 149
10.3. Excel tippek
Hasznos Excel fliggvények:

« SZOR.M
o NORM.S.INVERZ, T.INVERZ (z érték és t érték meghatérozasdhoz)

A (10.8) egyenletbdl szarmazé szabadsdgfokra jellemz6en nem egész érték adodik.
Az Excel azonban csak pozitiv egész szabadsagfokokra értelmezi a t eloszlést,
amennyiben nem egész szamot adunk meg, automatikusan lefelé kerekiti azt,
ami konzervativ (nagyobb) t értéket ad. Egyéb szoftverekben a keresett érték
pontosabban is megtalalhaté.
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