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racidhoz vezet. (b) Az inhomogén SU(2) Heisenberg-modell fcc racsban torténd vizsgalatanal
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BEVEZETO

A tudomadnyos elméletek megjelenésének sziikségességét megkovetelte a minket koriilvevé makroszkopikus
események id6rdl-idore vald bekovetkezésének megfigyelése. Ilyen periodikus események voltak példaul a
nappalok és éjszakdk valtakozasai, vagy az évszakok mildsa és djboli eldkeriilésiik. A megfigyelt szabalysze-
riségek mogottes természeti torvényre, illetve torvényekre utalnak. A példaként emlitett megfigyelések magya-
razata a Fold forgdsdnak, illetve keringésének figyelembevételével tehetd meg. Ezen érveléseket mar az dkori
kultdrdkban is ismerték, tovabba észrevették, hogy egy év elteltével a F6ld nem pontosan az azt megel6z6 po-
zicigjaba tér vissza, hanem csak egy annak kozeli pontjaba. A megfigyeléseikbdl azonban arra kovetkeztettek,
hogy bizonyos id§ elteltével a Fold mégis visszatér a kezdeti poziciéjaba, mely id6t ”Great Year’-nek, illetve
”Platonic Year”-nek nevezték. Az akkori legpontosabb szdmitdsokat a babiléniaiak végezték, akik az egy évet
360 nappal azonositottak (innen ered a teljes kér 360 fokra val6 felosztasa), mig a Great Year-t 36.000 évvel ' .

Newton az 1687-ban megjelend munkdjival latszélag a teljes leirdsdt megadta a naprendrendszerben talal-
hat6 osszes bolyogé mozgasinak megértéséhez”, azonban tobb mint két testbdl 4116 rendszerre mégse sikeriilt
konkrét megoldast taldlni. A megoldatlan problémak legegyszertibbike a hdrom test probléma volt>, melyre
a 19. szdzad végére kiilonboz6 kezdeti-feltételek mellet mér léteztek kozelité megoldasok®, mig az egzaktak
léte tovéabbra is nyitott kérdés maradt. II. Oscar svéd kirdly 1887-ben kozzétett felhivasara Poincaré elkez-
dett foglalkozni ezzel a minimdl problémdval, amit azonban negativ eredménnyel zart. Megéllapitotta, hogy
a problémét nem lehet z4rt alakban megoldani. Ezenfeliil a dij elnyerésében a tovdbbi két pozitiv eredményé
is segitette: 1) Ramutatott arra, hogy a kezdeti feltételek kis valtoztatasara, a kordbban nem tapasztalt médon,
a megoldds igen nagy kiilonbségeket mutathat, mely érzékenységre a szdmolds sordn figyelniink kell. (Ezen
észrevételébdl forrott ki a kdoszelmélet). 2) Valamint az adott problémdn tdlmutatéan bebizonyitotta, hogy ha
egy folyamatban megmarad az édllapotokhoz rendelt valészintiségi mérték, akkor a rendszer majdnem minden
4llapotaba visszatér egy adott idS utan (Poincaré id6) .

//////

tett semmiféle becslést. Erre egészen 1947-ig varni kellett, amikor is Kac bebizonyitotta, hogy ha egy allapot
visszatér6 akkor végtelenszer visszatérd, valamint a réla elnevezett lemma segitségével meghatarozta egy élla-
pot atlagos visszatérési idejét. A Kac lemma értelmében egy dllapot 4tlagos visszatérési ideje megegyezik az

allapot egyensiilyi eloszlasanak reciprokaval '

. A lemma erGsségét a dolgozatban még alaposabban ismerte-
tem, igy most csak egy szokatlan alkalmazasat szeretném bemutatni: Hasonlitsuk 6ssze a 2" (n € N) sorozat
elsé szamjegyében a 7-es és a 8-as szdmjegyek el6forduldsdnak gyakorisdgat (10-es szamrendszerben), vala-
mint hogy 4tlagosan hdny 1épés milva lesz az elsé szdmjegy 1jbdl 7-es, illetve 8-as. A sorozat minden tagjat
felirhatjuk a 2" = B - 10F alakban, ahol 1 < B < 10 és k € N. Tehiat ha 7 < B < 8, akkor a sorozat adott

elem 7-essel, mig 8 < B < 9 esetén 8-sal kezdbik. Véve az el6z6 felbontdsnak a tizes alapd logaritmusiat, a
kovetkez6t kapjuk: nlog(2) = k + log(B). Tehat minden egyes tag elsé szdmjegyét ugy kaphatjuk meg, hogy
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vessziik n-szer a log(2)-t és annak az egész részét eldobva megnézziik, hogy a kapott szdm mely két egész szdm
logaritmusa kozott van (ha a kapott szam [log(7), log(8)) intervallumba esik akkor a sorozat adott tagja a 7-es
szamjeggyel kezdddik). Mivel 0 < log(B) < 1, igy mindkét oldalt 27-vel megszorozva az eredeti problémat
egy egységkoron vald forgdsra képezhetjiik le, melyben az egységnyi forgast a 2w log(2) nagysigu szog defi-
nialja. Tehat a tagok kezd6szamjegyének egyensulyi eloszlasat a hozzajuk tartozé egységkoron felvett 2r-vel
normalt ivhosszakkal hatarozhatjuk meg, melyb6l annak a valdszintisége hogy a 2" kifejezés 7-essel kezdbik:
P7 = log(8) — log(7) ~ 0.058, hasonléan Pg =~ log(9) — log(8) = 0.051. Tehat a Kac lemmabdl fakaddéan
atlagosan minden 7-es szamjeggyel kezd6dd tagot N7 =~ 1/0.058 =~ 17.24 1épés utan egy tjabb koveti, mig 8-as
esetén ez a szam: Ny =~ 1/0.051 = 19.6. Vegyiik észre, hogy az el6z6 eredmény (néhdny specidlis hatvanyalap-
tdl eltekintve) univerzalis.

A makroszkopikus rendszerek leirdsitdl eltdvolodva médositanunk kell a rendszert definidlé dinamikat.
Tehat mig bizonyos klasszikus rendszerekben az id6fejlédést egy transzfermdtrix ismételt alkalmazdsdnak se-
gitségével adhattuk meg, addig a kvantumvildg egy zart rendszerében ezt a dinamikat egy unitér operdtor iteralt
alkalmazasa valtja fel. Tovabb4, mig klasszikus rendszerekben az atlagos elsd visszatérési id6 definidlasa nem
itk6zott semmilyen problémadba, addig a kvantumvildgban ez a 1épés mar nem tehetd meg egyértelmien, hi-
szen valahogy biztositanunk kell a tobbszori visszatérések elkeriilését, ami valamiféle beavatkozast kivan meg.
A beavatkozds egyik mddja a folytonos monitorozds, azaz gy moédositjuk a dinamikat, hogy minden egyes
1d6lépés végén megmérjiik, hogy a rendszer visszatért-e a kezdeti allapotdba €s ha igen akkor az adott folya-
matot ott megallitjuk. A megéllitdsdhoz sziikséges id6t azonositjuk a folyamathoz tartozd visszatérési idével,
és az igy kapott visszatérési idok (a hozzdjuk tartozo) relativ gyakorisdguk segitségével képzett dtlagoldsabol
mar egyértelmiien ad6dik az atlagos elsd visszatérési id6. Ezen protokoll mellett 2013-ben Griinbaum ef al. azt
talaltak, hogy egy tetszdleges, de kornyezettdl elzart fizikai rendszer egy tetszSlegesen kivalasztott allapotdnak
az 4tlagos visszatérési ideje egy egész szdm, vagy végtelen''.

A dolgozat els6 felében a Griinbaum-ék munkdjabdl kiinduld kutatasainkat és eredményeinket mutatom be,
melyek egyik f6 eredménye az volt hogy a nyilt kvantumrendszerek vizsgélataval sikeriilt a lehetséges dinami-
fel 2. Ez az eredményiink egyarédnt tartalmazza a klasszikus Kac lemmabél szdrmazé specidlis ilyen folyama-
tokat, illetve a Griinbaum-€k 4ltal vizsgélt zart kvantumrendszereket. A kutatdsunk masik {6 eredményeként

P 3

altalanositottuk a klasszikus Kac lemmat a kvantum folyamatok egy, az el6zé tételnél tagabb, osztalyara'>.

//////

//////

Iéma egzakt megoldasat, és azok néhany 6 jellemzdire koncentrdlva altalanos tételeket fogalmazhattunk meg.
A pontos megoldas elkeriilésének egy masik médja a térbeli atlagolds, melyet a statisztikus fizikdban atlagtér-
kozelitésnek neveznek. Ezen médszerek alapgondolat szerint a rendszer egyes részecskéinek kolcsonhatdsa a
rendszer tobbi részével helyettesithetd egy, a maradék részbdl szarmazé effektiv térrel, mellyel lokélisan kéttest
probléméva redukalodik.

A dolgozat masodik felében a atlagtérkozelitések egyik fajtajanak, un. spin-hullaim szamolds segitségével
meghatdrozom az SU(4) szimmetrikus Heisenberg-modell alapallapoti spin-konfiguraciéjét és véges hdmérsék-
letd viselkedését fcc racs geometridban. Ezen probléma komplexitdsa a 3 dimenzids racs magas koordindcids

szamabdl és a modellben elbirt magas forgasi szimmetridbdl fakad.
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NYILT KVANTUMRENDSZEREK

ondolatkisérlet sordn egy fizikai rendszer viselkedését dltaldaban tigy probdljuk megérteni,
hogy annak f6bb jellemzdit kiragadva modellt készitiink és a modellt a vildgtol elzdrva, biira
alatt” vizsgdlunk. Azonban a valésdgban ennél egy realisztikusabb képre van sziikség, hiszen a
vizsgdlt rendszert nem izoldlhatjuk el teljesen. Az elkovetkezd fejezetben ezen nyilt rendszerek le-

hetséges valosziniiségi leirdsdt tdrgyalom.

"Science never solves a problem without creating ten more."

George Bernard Shaw

1.1. Sztochasztikus dinamika nyiltrendszerekben

A minket koriilvevé rendszerekben egy adott mennyiség iddbeli valtozasat altaldban nem adhatjuk meg deter-
minisztikusan, azonban bizonyos val6szintiséggel tehetiink becslést az aktualis pillanatban mérhetd értékére. Ez
a bizonytalansag klasszikus rendszerekben az ismeretiink hidnyara utal, mig kvantumos esetben még a kezdgal-
lapot és a dinamika teljes ismerete sem elegendd. Fiiggetleniil attdl, hogy egy kiszemelt folyamatban elSkeriild
véletlen honnan ered, az adott fizikai mennyiség ¢ idépillanatban mért X(r) értékei sztochasztikus valtozéknak
tekinthet6ek és jellemzésiikre sztochasztikus targyalasmédot alkalmazhatunk. A mérés, vagy nyomon kovetés
torténhet folyamatosan, vagy diszkrét id6lépésekben. Mi utébbival fogunk foglalkozni, ahol az {X;} valészind-
ségi véltozok egy iddsort, lancot alkotnak.

Vegyiink egy Kolmogorovi-féle valésziniiségi mezét, azaz (Q, .7, P) és legyen X(¢) egy az Q-n értelmezett
valdszintiségi valtozd (egy valds értékd mérhetd fiiggvény), mely értékét idénként megmériink. A mérés soran
az X1, ..., Xy adatsort kapjuk, ahol X; az X(¥) véltozé ¢ = t; id6pillanatban mért értéke. Tobb kisérlet elvégzése
utan levont tapasztalatbdl, vagy elméleti joslatbol rendelhetiink az N eseményhez egy py (X1, 115 ... Xn, IN)
valdészintiségsiiriséget, mely megadja annak a valészintiségét, hogy az adott {#;} id6pillanatokban a mérések
eredményei az {(X;, X; + dX;)} intervallumokon beliil lesznek, azaz

P(X; € (X1, X1 +dX1),t15..., Xn € Xy, Xy +dXy)) = pv(Xi,t1s .. 5 X, tv) X, .., dXy (L1.1)

o

Ahhoz, hogy a py-re valoban valészinliségstiriségként tekinthessiink rendelkeznie kell a kovetkezd két tulaj-
donséggal:
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1. Nyilt kvantumrendszerek

1. Norméltsdg: Ha minden véltozdjdban kiintegrdljuk az N eseményt tartalmazé py valdszintiségsiirtiséget

a teljes Q eseménytérre, akkor annak 1-re normaltnak kell lennie, azaz
f ... f PvX1,t; . XN, tv)dX . dXy = 1. (I.1.2a)
Q Q

2. Komplementarits: Ha csak egy valtozdja szerint integrdljuk ki az N eseményt tartalmazé py valészint-

ségstriiséget, akkor az integrdlds eredményeképpen a maradék, N — 1 eseményhez tartozé py—_; valdszi-

niiségsiirtiséget kell visszaadnia, azaz
fPN(Xl,h; s Xt s Xy, i) dX = pyai (XLt X X ) (I.1.2b)
Q

Az X, val6sziniiségi valtozét az érdekl6désiinknek megfeleléen kiilonbozSképpen jellemezhetjiik, példaul
megadhatjuk a hozza tartoz6 eloszlds-, slirliség-, n. korreldcids, karakterisztikus vagy generdtorfiiggvényét,

illetve lefrhatjuk annak
E[X/] :=fX"p1(X,t)dX, (1.1.3)
Q

k-adik momentumaival, ami a k = 1 érték mellett az X, valoszintiségi valtozé varhato értékét, mig k = 2 értéknél
annak sz6érdsat adja.

1.1.1. Klasszikus dinamika homogén Markov-lancokban

A sztochasztikus folyamatokon beliil kiemelt figyelmet kapnak a Markov, vagy mas néven a memoria nélkiili
folyamatok. Ezen folyamatokat kitiinteti az igynevezett Markov tulajdonsig, mely szerint a rendszer jovSbeli
allapota nem fiigg a multbeli eseményektdl, csak annak jelen allapotatodl, azaz a jelen leirasa teljesen magaba
foglalja az 0sszes olyan informdciét, ami befolyadsolhatja a folyamat jovobeli helyzetét. A pontosabb matema-

tikai definicidhoz vezessiik be a

Xi,t;...5 XN, t
PXn, tnIX1.t1s .. X1, tn—1) = Py (X1 1 N 1) (L.1.4)

Pr-1(X1, 15 - s Xv—1, EN=1)

feltételes valoszintiséget, mely megadja, hogy mekkora valdszintiséggel mérjiik az X értéket a ¢y id6pillanat-

ban, ha el6tte (X1,11),... és (Xny-1,fy-1) események bekovetkeztek. Az I.1.4 egyenletben megadott feltételes
valészintiség segitségével definidlhatjuk a Markov-folyamatokat: Egy sztochasztikus folyamatot akkor tekin-
tiink Markovinak, ha minden id6pillanatban fennall rd a

P(Xy, tnl X1, t1s .. s Xn-1, tv-1) = P(Xiv, tn|XN-1, tn-1) (L1.5)

Markov-tulajdonsag, azaz a rendszernek nincs hosszd tdvid memoridja, hiszen az adott mérési eredmény csak

P

az 6t kozvetlenill megel6z6tdl fiigg.
A Markov-folyamatokat definial6 1.1.5 tulajdonsag és az I.1.2b komplementaritasi feltétel maga utan vonja

a kovetkezG6t
PXy, tnIX1, t1s oo Xve, e DPN-1 (XLt o Xve s Ivet) =

= PXn, InIXN-1, tn—D)PN-1 (X1 s - s Xve 1, Evet) =

= PXn, tnIXn-1, tn-1)PXn-1, v X2, tn—2)PNv—2 (X1 15 . s Xv—2, tn-2) =

pPvX1,t15 .. s XN, tN)

= PXy, tnIXn-1, tN-D)PXn-1, tv-1|Xv-2, tv-2) .. . P(Xo, 02| X1, t)P1 (X1, 1)
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L1.1. Sztochasztikus dinamika nyiltrendszerekben

2

mely szerint a py(X1,11;...; Xy, ty) valoszintiségsiirliség felépithetd az egyes mérések kozti atmenetet meg-
ado {P(X;, 1;|Xi—1, t;i-1)} feltételes valészintiségek segitségével. Az el6z6 Osszefiiggés N = 3 és N = 2 spe-
cidlis eseteinek és az 1.1.2b komplementaritdsi feltétel felhasznéldsaval eljutunk a Chapman-Kolmogorov-

egyenlethez 416

P(X3, 131X2, )P(X2, 1| X1, t)P1(X1, 1),

fP(Xs,t3|X2,l2)P(X2,tzIXl,fl)Pl(Xl,tl)dXz,
Q

pP3(X1, 115 X2, 12, X3, 13)

p2(X1, 115 X3, 13)

P(X3, 531X1, t1)p1(X1, 1) Pl(Xl,tl)fP(Xs,t3|X2,t2)P(X2,t2|X1,t1)dX2,
Q

P(X3, 31X1,11) f P(X3, 31Xz, n)P(X2, 1] X1, 11) dX7 (L.1.6)
Q

azaz annak a feltételes val6szintisége, hogy ha ¢ id6pillanatban X értéket mértiink, akkor 73 id6pontban X3-at
mériink, megadhat6 ugy, hogy vessziik az (X1, #;) pontbdl minden lehetséges (X», ) pontba, majd az egyes
kiatlagolunk az 6sszes kozbensd (X3, t,) pontokra.

Az elkovetkezd fejezetekben olyan rendszerek dinamikéjanak leirdsat és a benniik definidlhaté visszatérési
id6t vizsgaljuk, melyek allapottere véges, azaz a mérésiinknek véges szamu kimenetele lehet. Tovabba feltéte-
lezziik, hogy az ezen a véges téren értelmezett dinamika egy homogén Markov-folyamat, azaz két tetsz6legesen

kivélasztott eseményre fenndll a
P(Xii1, ti11Xi, 1) = P(Xip1, ti1 — 111X;,0) (L1.7)

idGeltolasi invariancia, tehdt barmely két mérés kozott a rendszer azonosan fejlédik. Végezetiil az egymast
kovetd mérések kozt eltelt id6t egységnyinek tekintjiik, azaz #;4; — #; = 1 (minden i € N-re).

A dinamika atmeneti matrixos targyalasa

A fejezetet bevezetd részben adtam egy rovid attekintést az altalunk vizsgalt homogén Markov-lancok leg-
fontosabb tulajdonsdgairél. Ebben a részben roviden Osszegzem az Q = {i, j, k, ...} d-elemi éllapottéren vett
dinamika dtmeneti métrixszal torténd lefrdsat, valamint adok egy gyors 4ttekintést a dinamikdban szerepld
mennyiségek legfontosabb tulajdonsdgairdl.

Legyen A(f) = (A;(¢) : i € Q) egy id6fiiggd d-dimenzids vektort, mely egyre normalt
D=1, (L1.8)

és az elemei nemnegativak (4;(f) > 0, minden i-re). Ekkor a A(¢) vektort eloszlasnak (eloszldsvektornak) nevez-
ziik, mely A;(¢) dltaldnos komponense megadja annak a valdszintiségét, hogy a rendszeren mért X; érték i-vel
egyenld. Ha azonban a A(f) vektor norméja egynél kisebb, akkor feltételes eloszldsnak (feltételes eloszldsvek-
tornak) nevezziik.

Egy altalanos, A(fy = 0) kezdeti eloszlasbol inditott folyamat ¢ id6ben mérhetd A(r) eloszlasa megkaphat6 a
Wi i) = P(X; =i, 11Xy, = j, 10 = 0) (1.1.9)
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1. Nyilt kvantumrendszerek

sz 2z

elemekkel definidlt W(f) d4tmeneti métrix a A(fyp = 0) kezdeti eloszldsvektoron torténé hattatdsaval. Vegyiik
észre, hogy az 1.1.6 egyenletnek koszonhetéen homogén Markov-folyamatok esetén az idé6 milasa formalisan

Py

kifejezhet6 az egységnyi id6valtozashoz rendelt W = W(s = 1) dtmeneti matrix djra és tjra hattatdsaval, azaz
A) = WAt =0) = WAt = 0). (I.1.10)

Az atmeneti matrix 1.1.9 definicidjabdl kovetkezik, hogy W négyzetes matrix €s minden eleme nemnegativ,
hiszen a W, ; dltaldnos matrixelem a rendszer j éllapotdbdl torténd i dllapotba valé dtforduldsdnak valdszi-
niisége. Tovabba a dinamika minden idSpillanatdban fenn kell 4llni az 1.1.8 normadlasi feltételnek, melybdl

fakad6an a W matrixnak

ZW,-,jzl (L1.11)
i

sztochasztikusnak kell lennie, azaz egy tetsz6leges j € Q dllapotbdl 1 valdszinliséggel megy 4t a rendszer (i-vel

indexelt) 0sszes lehetséges dllapotok valamelyikébe.

L.1. Lemma. Abbol, hogy az dtmeneti mdtrix sztochasztikus és hogy minden eleme nemnegativ kovetkezik, hogy
minden eloszldsvektort eloszldsvektorba visz, tovdbbd hogy két sztochasztikus mdtrix szorzata is sztochasztikus

matrix.

Az dtmeneti matrixok egy specidlis osztdlyat alkotjdk a dupldn sztochasztikus matrixok, melyeknek a W
dtmeneti matrix és annak W' transzponaltja is sztochasztikus métrix. Taldn a legkézenfekvSbb példa a duplan
sztochasztikus matrixra a szimmetrikus sztochasztikus matrixok (W = W7). A kovetkezd tétel segitésével az

0sszes dupldn sztochasztikus matrix megkonstrudlhato.

L.1. Tétel. (Birkoff-Neumann-tétel'”') Minden dupldn sztochasztikus mdtrix megadhaté permutdciés mdtri-

xok konvex kombindciojaként.

L.1. Példa. Hatdrozzuk, meg a
0.1 04 05
W=1[02 06 02 (1.1.12)
0.7 0.0 03

dupldn sztochasztikus mdtrix permutdcios mdtrixokkal valo felbontdsdt. Kozvetlen behelyettesitéssel ellendriz-

hetd, hogy a

Pi=13, Py= 1], P3=]|1 , Py= 1 (1.1.13)
1 1 1

permutdcios mdtrixok vdlasztdsa alkalmas az 1.1.12 mdtrix elddllitdsdra a p = (0.1,0.2,0.2,0.5) valésziniiségi
sulyokkal.
Az atmeneti matrix kanonikus alakja

A rendszer lehetséges allapotait hosszitava viselkedésiik alapjan atmeneti illetve elnyeld tartomanyokra oszt-
hatjuk. Ha egy atmeneti tartomanybd6l a dinamika soran kijutottunk, akkor oda méar sosem keriilhetiink vissza,
szemben az elnyeld tartomdnnyal, ahova ha egyszer bejutottunk akkor a hatralévd id6lépéseket mar csak azon
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L1.1. Sztochasztikus dinamika nyiltrendszerekben

beliil tehetjitk meg. Az olyan rendszereket, amelyek egyetlen elnyel tartomanybdl dllnak irreducibilisnek (vagy
ezzel ekvivalensen ergodikusnak), kiilonben pedig reducibilisnek nevezziik. Tehat irreducibilis rendszer esetén
a rendszer minden i dllapota véges id6lépés alatt elérhetd a rendszer minden j allapotabdl.

Vegyiink egy d éllapoti rendszert, mely felbonthat6 egy s elnyeld, és egy d — s dtmeneti dllapotot tartalmazé
tartomdnyra, ekkor az azonos tipust dllapotok egymds mellé rendezésével megkaphatjuk a rendszer dtmeneti

matrixanak a kanonikus alakjat
M R

0

ahol P a bazisok atrendezésének permutaciés matrixa és az O-val jelolt matrix egy s X (d —s) méretl nullmatrix.

PWP! = , (1.1.14)

A matrix jobb alsé sarkdban szerepld Q a rendszer dtmeneti tartomdnydban 1évS dllapotok kozti dinamikat
vezérli mindaddig, amig a rendszer ebben a tartomédnyban marad. Az R métrix lépteti a rendszert az 4tmeneti
tartomanybdl az elnyeld tartomdanyba, ahol a (d — s) darab allapot mar az M matrix altal megadott médon
fejlédik. Amennyiben a rendszernek tobb kiillonb6z6 dtmeneti és/vagy elnyeld tartomdnya van, abban az esetben
az dtmeneti métrix kanonikus alakja ennek megfelelGen tovabbi, 6sszetettebb struktirdt mutat.

Az dtmeneti matrix [.1.11 sztochasztikus tulajdonsdga maga utdn vonja, hogy az I.1.14 kanonikus alakjidban

szerepld M matrix is sztochasztikus, azaz

D Mi=1, (L.1.15)

valamint hogy minden eleme nemnegativ. Tovabba az elnyels tartomany definiciéjabol kovetkezik, hogy ha egy
folyamatot a rendszer egy elnyeld tartomanybdl inditottunk, akkor az végig ebben a tartomanyban marad. Tehat
ebben az esetben az dllapottér lesziikithet6 az elnyeld tartomdnyra, és mint az eredeti rendszeriinknél kisebb,
irreducibilis rendszerként kezelhetjiik, melyen az 4tmeneti métrix szerepét az M matrix tolti be.

Lathat6, hogy a kezddallapot meghatarozza a rendszer elérhetd allapotait, igy szokds bevezetni, az 1.1.3

képlettel definidlt momentumok helyett, az i dllapotbdl inditott folyamat feltételes momentumait

E{X*] := Z XMP(X,, 1i 1) (1.1.16)
X;

mely a P(X,, 1]i, tp) feltételes valdszintiséggel figyelembe veszi, hogy a fazistér bizonyos elemeit az adott kez-

7 2

dééllapotbdl nem érhetjiik el.

Egyensilyi eloszlas

ps

Ebben a fejezetben roviden attekintem, hogy az dtmeneti métrixra tett el6irdsok, illetve specidlis tulajdonsdgok
milyen megkotéseket adnak annak lehetséges sajatértékeire, illetve sajitvektorjaira. Ezen sajdtvektorok koziil
kiilon kiemelem, a késSbbiekben fontos szerepet jatszo, {n)}; egyenstilyi eloszlasokat melyek az egy sajatér-
tékhez tartozd, nemnegativ elemekbdl felépitett sajatvektora az 4tmeneti métrixnak, azaz

Wn® = 7@ (1.1.17)

ahol ng.i) > 0 minden i-re és j-re. Az [.1.17 egyenletbdl kovetkezik, hogy ezek az dllapotok idében véltozatlan
eloszlasokat frnak le.

L.2. Tétel. Minden M sztochasztikus mdtrixnak, melyre teljesiil a I.1.11 definidlo tulajdonsdg, mindig van egy

1 sajdtértékii sajdtvektora, tovdbbd a tobbi sajdtértékének az abszoliitértéke egynél nem nagyobb.
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1. Nyilt kvantumrendszerek

Bizonyitds. Az allitas elsé felének bizonyitashoz hasznéljuk fel, hogy egy matrix és transzpondltjdnak determi-
ndnsa megegyezik, igy a M — A1 és MT — A1 kifejezések determindnsa is megegyezik, melybdl kovetkezik,
hogy M és M' sajatértékei azonosak. Tovabbd, hogy az M transzpondlt métrix oszlopait 6sszegezve egyet
kapunk, igy a csupa egyest tartalmazé vektor sajitvektorja lesz egy sajatértékkel. Tehat az M matrixnak is van
legalabb egy 1 sajatértékd sajatvektorja.

Az éllitds masodik felét indirekt médon lathatjuk be. Ehhez tegyiik fel, hogy az M maétrixnak v egy olyan
sajatvektora, melyhez tartozé A sajatérték abszolitértéke egynél nagyobb. Ekkor az MMy = ANy kifejezés nor-
maja exponencidlisan nd, ahogy N tart a végtelenhez, amibdl az kovetkezik, hogy egy N > N kiiszob felett
az MY matrixnak 1étezik egy [MN ]i’j eleme, mely egynél nagyobb. Azonban, a [.1 lemma szerint sztochaszti-
kus matrixok szorzata is sztochasztikus matrix, igy a hatvdnyozas miivelete sem vezethet ki a sztochasztikus
matrixok korébdl. A kapott ellentmondds dgy oldhat6 fel, ha az M métrixnak nincs egynél nagyobb sajatértéki

sajatvektora. [

1.3. Tétel. (Perron—Frobenius tétel’*~>!) Minden pozitiv elemekbél dllé M négyzetes mdtrixnak a legnagyobb

sajdtértékéhez tartozo pozitiv elemekbdl dllo sajdtvektora egyértelmii.

1.4. Tétel. (Perron—Frobenius tétel irreducibilis mdtrixokra®>?>) Minden irreducibilis dinamikdhoz tartozé W

dtmenetei mdtrix legnagyobb sajdtértékéhez tartozo pozitiv elemekbdl dllo sajdtvektora egyértelmii.

Az 1.2 és az 1.4 tételekbdl kovetkezik, hogy egy adott irreducibilis tartomanyban haté W atmeneti matrixnak
egyetlen 7 egyensilyi eloszldsa van. Tobb tartomanyra bonthaté rendszerek esetén pedig annyi linearisan fiig-
getlen egyenstilyi eloszlds kiilonboztethet6 meg, ahany kiillonb6z6 elnyels tartomany van.

Az egyes elnyeld tartomanyokhoz tartozé (egyértelmii) 7 egyensilyi eloszldst legeneralhatjuk, egy, az

sz 2

adott i tartomanyban 1évé tetszbleges 1(1y) kezdeti eloszldsvektorbdl a

. 1
a9 = lim

T
14(0)
lim —— IZ(;WA (t0) (1.1.18)

idGatlagolds segitségével. Az igy kapott ') egyensiilyi eloszlds az adott i elnyeld tartomanyban van, hiszen
definicié szerint a W dtmeneti matrix nem visz ki bel6le, tovabba a {1?(r)} eloszldsvektorok elemeinek korld-
tossaga miatt kielégitik a [.1.17 sajatértékegyenletet

. ‘ 1. .
Wad = 7O _ Tlim Tﬂ(l)(to) =79, (L.1.19)

és mivel 71" eloszldsvektorok atlaga, gy maga is eloszlasvektor lesz.

P

L.2. Lemma. Egy d dimenzids dllapottéren torténd irreducibilis, dupldn sztochasztikus dinamika egyensilyi

eloszldsa egyértelmii és minden eleme azonosan 1/d.

Regularis Markov-lancok

Az olyan irreducibilis rendszereket reguldrisnak nevezziik, melyekben 1étezik legaldbb egy olyan N id6lépés
mely alatt a graf minden j allapotdbdl minden i dllapota elérhetd. Formalisan, reguléris grafnak nevezziik azokat
a grafokat, melyekben létezik egy N € N, melyre a WV dtmeneti métrix 6sszes eleme pozitiv. A reguldris grafok
definici6jabodl kovetkezik, hogy minden teljes graf reguldris graf is egyben.
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L1.1. Sztochasztikus dinamika nyiltrendszerekben

L.2. Példa. Legyen a dinamikdt vezérld dtmeneti mdtrix

w=|" ! (1.1.20)
1 oo)” o

ekkor ldthato, hogy a rendszer lehetséges két dllapota kozott felvdltva fejlodik. Mivel minden dllapotdbol min-

den dllapota elérhetd, igy a rendszer ergodikus, azonban mivel kizdrt a helyben maradds, igy nem reguldris.

2 2

L.3. Példa. Vegyiik a kovetkezd dtmeneti mdtrixot:

0 0 1/2
w=|1 1/2 0], (L1.21)
0 1/2 1/2

mely nem teszi lehetdévé, példdul, hogy ha egy t idopillanatban az X; = 1 értéket veszi fel, akkor az azt kovetd t+1
pillanatban is ugyanazt az értéket mértjiik. Azonban a W mdtrix harmadik hatvdnydnak csupa pozitiv elemei
biztositjdak, hogy akdr hdrom lépés alatt minden dllapotbol minden dllapot elérhetd. Tehdt annak ellenére, hogy

a W madtrix ritka, mégis az dltala definidlt rendszer reguldris.

Altalaban egy dinamika egyensiilyi eloszldsdnak meghatérozasahoz az 1.1.17 egyenlet megolddsira van
sziikségiink, ami nagy rendszerek esetén nagy szdmoldsi kapacitdst igényel. Ennél 1ényegesen konnyebb
az 1.1.18 egyenlet kiértékelése. Extrém nagy rendszerek esetén, példdul internetes keresési taldlatok sorba-
rendezése (Google PageRank’#?7) sorén, effektivebb algoritmusra van sziikségiink. Reguléris rendszerekben
tovabbi gyorsitds érhetd el, ugyanis az egyensilyi eloszlds megtaldldsanak problémédja matrix hatvanyozassa

redukdlédik, mely konvergencidjdnak a W madtrix legkisebb sajatértékének abszolutértéke szab alsé hatarat.

L5. Tétel. (Reguldris rendszerre vonatkozo konvergencia tétel’®) Legyen W egy reguldris rendszer dtmeneti
mdtrixa ekkor
= lim WV, (1.1.22)

N—oo

ahol 11 egyes oszlopai a rendszerhez tartozo n egyensiilyi eloszldst tartalmazzdk.

Az 1.5 tétel kdvetkezményeképpen reguldris rendszerek m egyensilyi eloszldsdnak meghatdrozasdhoz ele-
gendd valasztanunk egy A tetszOleges eloszlasvektort, majd a W atmenti matrixszal elegendden sokszor hatni
rajta, azaz

7= lim wha. (1.1.23)
L.4. Példa. Vegyiink egy kétdllapotii rendszert, mely dinamikdjdt a
1-
w=|l7 # (1.1.24)
a 1-8
dtmeneti mdtrix definidlja, ahol 0 < a,8 < 1 dtmeneti valosziniiségek. Kiilonbozd a és 8 paraméterek lefutta-

tdsa utdn megdllapithato, hogy a rendszerhez tartozo egyensilyi eloszlds a kdvetkezd:

1
a+p

I =

P ﬂ} - 7= ! ﬁl (I1.1.25)

_oz+ﬁ 0%

a «a
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1. Nyilt kvantumrendszerek

A kapott eredményt analitikusan is ellendrizhetjiik. Ehhez eldszor hatdrozzuk meg a W mdtrix sajdtértékei,

l—-a-21
det[ @ P

o 1—g-2a =8 -2+ @+PpA+(1-a-p =0, (1.1.26)

mely megolddsdbol 11 = 1 és Ay = 1 — a — B. A sajdtértékek ismeretében egy U, egyelbre ismeretlen, unitér

bdzistranszformdcioval az dtmeneti mdtrix diagonalizdlhato, ahol a mdtrix hatvdnyozds konnyen elvégezhetd

A

WzUl
0

O}UT - WN:Ull 0 lUT. (1.1.27)
A 0 (I1-a-pN

Kozvetlen behelyettesitéssel adodik, hogy

(W’V)11 =A+B(l-a-p)V, (1.1.28)

ahol az A és B konstansok a transzformdcids mdtrix elemeibdl épiilnek fel: A = U, U ITI és B =U,U 112

Tovdbbd tudjuk, hogy W =1 és W' = W, melyek a kivetkezd linedris egyenletrendszert adjik

1 = A+B, (1.1.29a)
l-a = A+B(-a-p). (1.1.29b)
Az egyenletrendszer megolddsdbol A = aiw és B = ﬁ adodik, segitségiikkel pedig a tobbi mdtrixelem is
meghatdrozhato
1 +a(l-a-pN B-p-a-pN oo 1
WV = B+a(l —a B)N B-B1-«a ﬁ)N Now o B B _ (1.1.30)
a+Bla-a(l-a-p)Y a+p(l-a-p) a+Bla «

A kapott eredmény megegyezik a numerikus tapasztalatbol josolt 1.1.25 képlettel megadott egyensiilyi eloszlds-

sal.

LS. Példa. Hatdrozzuk meg az 1.3 példdban szerepld dinamika egyensiilyi eloszldsdt. A numerikus szdmolds

azt mutatja hogy a W' mdr 6 tizedesjegyre megkizeliti a

1/5 1/5 1/5 1/5

Im={2/5 2/5 2/5 — m=12/5 1.1.31)
2/5 2/5 2/5 2/5

egyensilyi eloszldst. Az eredményt kozvetleniil ellendrizhetjiik az 1.1.17 sajdtértékegyenletbe valo visszahelyet-

tesitéssel, vagy analitikusan is meghatdrozhatjuk. A karakterisztikus egyenlet megolddsdbdl a A = 1 sajdtérték

mellett a A+ = i% sajdtértékeket kapjuk. Az dtmeneti mdtrix diagonalizdldsa utdn beldthato, hogy

N
1 n T
N _ .
(WY), =4+ (5) [Bcos (nz) +Csin (nz)] . (11.32)
Tovdbbd a WO =1 és Wy = 0 = (W?)1| egyenletekbdl az A, B, C konstansok értékei meghatdrozhatéak, igy
1 (1\V]4 2 oo 1
(W), =5+ (E) [5 cos (ng) - £ sin(ng)] N = . (1.1.33)

adddik. Ehhez hasonléan modon az egyensiilyi eloszlds tobbi eleme is meghatdrozhato.
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L1.1. Sztochasztikus dinamika nyiltrendszerekben

Az 1.4 és az 1.5 példakban a W madtrixnak legnagyobb sajatértéke a A4 = 1, melyet az 1.2 tétel biztosit.
Tovabba a példdk jol demonstraljak, hogy az egyensitlyi eloszlashoz val6é konvergélas, valéban a legkisebb
sajatérték abszolutértékétdl fiigg; az elsé esetben ez a A = 1 — @ — B, mig a masodik esetben [A.| = | = %I = %
Tovabbi példdk megvizsgildsa utdn éltaldnossdgban azzal egészithetjiik ki az el6z6 tapasztalatainkat, hogy a
komplex sajatértékek csak konjugalt parokban fordulnak el6. A sajatértékek ezen tulajdonsiga kozvetlenil

kovetkezik abbdl, hogy a W matrixelemei valdsak.

1.1.2. Iteralt nyilt kvantum csatornak

Mir klasszikus esetben is igaz, hogy egy mérés eredménye altaldban nem hatdrozhaté meg, legfeljebb a lehetsé-
ges kimenetelekre tehetiink egy valdszintiségi becslést. Mig ott ez az ismeretiink hidnydval volt magyardzhato,
addig a kvantumvildg megfigyelése esetén ezt annak természete okozza, mértékét az 6sszefonddassal jellemez-
hetjiik.

A kvantummechanika elsé és harmadik posztulatuma?’->®

szerint minden z4rt fizikai rendszer 4llapota egy
tetsz6leges ¢ idGpillanatban teljesen jellemezhetd, egy H Hilbert-téren értelmezett, egyre normalt |p(7)) hul-
lamfiiggvény segitségével, amit megadhatunk a lehetséges mérési értékekhez rendelt {|i)} allapotok linedris
kombinécidjaként. A kdnnyebb targyalhatésag miatt tovabbiakban feltételezziik, hogy a mérési eredmények-
hez rendelt dllapotok egy véges, teljes ortonormalt bazist alkotnak, {gy annak a valdszintisége hogy a rendszert

az |i) allapotaban mérjiik a kovetkezd:

P(X, = i) = [(le) P =1l ) e = leio)l, (I.1.34)
J

ahol a {c;(r)} kifejtési egyiitthatok komplexek és az I.1.2a normalasi feltétel miatt ) lci(H)]> = 1 (ha azonban csak
aYle))? <1 teljesiil, akkor a hozza tartozo |¢(f)) hullamfiiggvényt feltételes hullamfiiggvénynek nevezziik).
Tovabba az 6todik posztuldtum szerint a hulldmfiiggvény id6fejlédését a

i0; (1)) = H(1) lo(0)) (1.1.35)

Schodinger-egyenlet vezérli (h = 1).
Azonban, egy realisztikus fizikai rendszer szinte sosem tekinthet$ zartnak, hiszen sosincs teljesen elszige-
telve az 6t koriilvevo vilagtol (kornyezettol). Ezen nyilt rendszerek leirdasahoz a |p(7)) hullamfiiggvény helyett,

a tobb informéaciét magaban hordozo, o(t) stirliségoperatort kell alkalmaznunk, mely kiillonb6z6 hullamfiiggvé-

nyek konvex kombindciéjaként (3’ p, = 1 és p, > 0) all el
o0 = " pulen(®) (@a0)l (1.1.36)

ahol p, annak a valészinlisége, hogy a rendszer a t iddpillanatban a |p,(?)) tiszta dllapotban van, tovdbba az
1.1.36 egyenletbdl lathaté, hogy o = o' hermitikus. Az 1.1.34 és a p, valészintiségek jelentésébdl kovetkezik,
hogy annak a valdszinlisége, hogy egy kevert dllapotban 1év6 rendszeren X; = i mériink megadhat6 a hozza
tartoz6 stirliségoperator o; ;() diagondlis elemével, mely diagondlis elemek Osszege egy (feltételes siirliségope-
réator esetén egynél kisebb).

Egy tetszoleges stirliségoperator nyilt dinamikdjanak megadasahoz altalanositanunk kell a zart rendszerre

vonatkozoé
i0,;0(t) = [H(1), 0(1)] (L.1.37)
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1. Nyilt kvantumrendszerek

Neumann-egyenletet. Az dltaldnositas elsé 1épéseként vezessiik be az L,[-] = —i[H(?), -] szuperoperatort, mely
a Neumann-egyenlet
90(t) = Li[o(1)] (1.1.38)

kompakt alakjat adja. Az 1.1.35 Schodinger-egyenlet integraldsdval meghatdrozhatjuk a zart rendszerek C[-]

koherens id6fejlodését

o(t) = Cile(0)] = UeOU (1), (1.1.39)
ahol [
-i [H(T)dr
U@)=Te © (1.1.40)

unitér operator és T az idérendezés operatora. Az 1.1.39 egyenlette]l megadott megoldast visszahelyettesitve a
Neumann-egyenletbe azt kapjuk, hogy

i0,Ci[0(0)] = [H, Ci[o(0)]]. (1.1.41)
Tehat a C[-] id6fejlédés dinamikdja formalisan megegyezik a stirtiségoperator 1.1.37 dinamik4javal, azaz
3,:Cil-1 = LiC[1], Cr=ol-1 =1[], (1.1.42)

ahol I[-] az identitas operacidjdhoz tartoz6 szuperoperator.
Ezen tapasztalatokbdl l4thatd, hogy egy éltaldnos nyilt dinamika lefrdsdhoz meg kell taldlnunk a dinamikéat
definidlé A,[-] szuperoperatort, melybdl
d0(t) = Alo(D], (1.1.43)

és a hozza tartozé 7,[-] id6fejlodést, mely kielégiti a
T -] = Ml T, Ti=ol-] =11, (1.1.44)

egyenletet. A 7;[-] lehet id6fﬁgg629‘3] és T,-1 =711 id6fiiggetlen32’33. Mi a tovabbiakban az utébbi esettel
fogunk foglalkozni, mely a homogén Markov-folyamatok kvantumos megfelel6jének tekinthetd.

A koherens id6fejlodés soran bevezetett C;[-] = C[-] koherens dinamika helyett elegend6 a

l(6))y = U (@) 1p(0)) (1.1.45)

id6fejlédéssel foglalkoznunk, hiszen a folyamat sordn nincs koherenciavesztés, melyhez sziikségiink lenne a
rendszer sirtiségoperatorara. Ha az id6fejlédéshez tartozé H(¢r) Hamilton-operator periodikus az egyes id6lé-
pések kozt eltelt idGben, vagy idéfiiggetlen, akkor U(r) = U’, ahol U = U(t = 1).

L.6. Példa. Hatdrozzuk meg a
H = [1) (1] + 1) 3]+ [3) (1] + [3) (3] (1.1.46)

iddfiiggetlen Hamilton-operdtorral megadott U = exp[—iH] iddlépés mellett az |1) dllapotbol a |3) dllapotba

valo dtmenet egy és két iddlépéses valosziniiségét. Az

cosl 0 -sinl
U=e'l 0 1 0 (I.1.47)

—sinl 0 cosl
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operdtor alakjdabol ldtszik, hogy a
P(X1 = 13)1Xo = 1) = [(3| U 1) [* = sin* 1 ~0.708073 (1.1.48)
egy iddlépés alatti dtmenet valdsziniisége csak a kozvetlen dtmenetbdl dll, mig a
PX> = 13)1Xo = 1) = |GIU P = [GIUBYGIUY+BUINY AU P =sin”2 ~0.826  (1.1.49)

két lépés alatti dtmenet valosziniisége a direkt dtmenet és ottmaradds, illetve az ottmaradds és az utdna valo

dtmenet valésziniiségeinek amplitiidéibol tevddik ossze.

L7. Példa. Hatdrozzuk meg a
3
H= "1 (1.1.50)
ij=1
iddfiiggetlen Hamilton-operdtorral megadott U = exp|[—iH] idblépés mellett a |1) dllapotbdl a |3) dllapotba

valo dtmenet egy és két idblépéses valosziniiségét. Az

243 e -1
U = I (] 1.1.51
L+ — ; liy (i (1.1.51)

operdtor alakjdabol ldtszik, hogy a
PX: =13)1Xo = 1) = |@IU|) P = g(l —cos 3) = 0.442221 (1.1.52)
egy idolépés alatti dtmenet valosziniisége csak a kozvetlen dtmenetbdl dll, mig a
P(X> = [3)1Xo = [1) = | (3| U*|1)* = ... ~ 0.00885105 (L1.53)

két lépés alatti dtmenet valosziniisége a direkt dtmenet és ottmaradds, az |1) dllapotbdl a |2) dllapotba majd
a |2) dllapotbol a |3) dllapotba torténd dtmenet, illetve az ottmaradds és utdna valé dtmenet valosziniiségi

amplitiidoibol tevddik ossze.

Az 1.6 és az 1.7 példdk az szemléltetik, hogy szemben a klasszikus folyamatokkal, kvantumos folyamatok
esetén tovabbi dtmenetek megengedése csokkentheti a teljes dtmeneti valdszinliségét. Ez a kiillonbség abbdl
fakad, hogy klasszikus esetben a W atmeneti matrix a valészintiségeket tartalmazé A(f) eloszlasvektort fejleszti,
mig kvantumos esetben az U unitér operator (nyilt rendszerekben 7[-]) a val6szintiségi amplitiddkat tartalmazé
lo(#)) hulldmfiiggvényt (nyilt rendszerekben o(r)) 1épteti.

A dinamika kvantumcsatornaval megadott targyalasa

Az el6z6 fejezetben megmutattam, hogy egy tetszéleges kvantumos rendszer éllapota, a klasszikus dinamik4nal
targyalt A(¢) eloszldssal analég médon, megadhaté egy o(¢) stirtiségoperatorral, mely id6l1épését a W(r) atme-
neti matrixot felvéaltva a 7;[-] kvantumcsatorna definidlja. Az idéfiiggetlen 77[-] id61épéssel leirt id6fejlodés a

kovetkezb
o() = T'[e(0)], (1.1.54)
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ahol 7'[-] a 7 [-] csatorna ¢-szer valé hattatdsat jeloli, €s a rendszer dinamikdjét iteralt dinamikdnak nevezziik.
Az 1.1.54 egyenlet az 1.1.10 egyenlet kvantum megfelel§jének tekinthetd, hiszen a strtiségoperator matrixele-
mei minden id6lépés kozott ugyanigy véltoznak, akarcsak a klasszikus esetben a A(f) valészintliségi eloszlas-
vektor komponensei. Azonban a slirliségoperaitor diagondlis elemeinek puszta dinamikdja, mér csak egy id6-
fligg6 sztochasztikus matrixszal adhat6 meg, ahol a dinamika fiigg a stirlis€égoperator offdiagonalis elemeitdl
is.

Mig a legéltalanosabb klasszikus folyamatok megadhatdak voltak egy W(t) sztochasztikus &tmeneti matrix-
szal, addig a kvantumos folyamatok esetén egyel6re ismeretlen annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy
T[] egy fizikai folyamatot irjon le. Igy valamilyen megkotést kell tenniink a 77[-] tulajdonségainak vizsgéla-
takor. A tovdbbiakban, nevezziik kvantumcsatorndknak az olyan 7 : B,(H) — B,(H) linearis leképezéseket
(By(H) a H Hilbert-téren értelmezett d dimenziés linedris operatorok altal kifeszitett Banach-tér), melyek
rendelkeznek a kdvetkezd definidlétulajdonsdgokkal:

- hermitikussdg 6rz6: TTAT] = T[A]T

- teljesen pozitiv: ha a csatornit tetsz6legesen magas dimenzidba dgyazzuk az I, (k = 0, 1,... dimenzids

egységoperator) segitségével, akkor a kapott [y ® 7 : Bi(H) @ By(H) — Bir(H) ® By(H) leképezés
minden nemnegativ sajatértékd métrixot (A > 0) nemnegativ sajatértékd matrixba (7 [A] > 0) visz

- trace 0rzo: Tr T[A] =Tr A

Lathato, hogy az igy definidlt kvantumcsatorndk nem vezetnek ki az egy trace-re normadlt, 6nadjungélt, nem
negativ operatorok terébdl, azaz slirliségoperitort stiriségoperatorba képeznek. Azonban fontos megjegyezni,
hogy ahhoz, hogy stiriségoperatort stiriségoperatorba képezzenek a egyik definidl6 tulajdonsag elengedhetd,
mégpedig: ha a teljesen pozitiv tulajdonsag helyett, csak a pozitivat irtuk volna eld, akkor igynevezett negativ

k**7, ilyen példdul a szeparabilis altéren értelmezett részleges transzponalds 3. Tovabbd, ha

csatornit kapun
a vizsgalni kivant sliriségoperitorok terét a feltételes hullimfiiggvényekre terjesztjiik ki, akkor a trace 6rzés
feltételét a trace nem novelésre lazithatd, mely modositdsa a definidlé tulajdonsidgoknak a feltételes csatornat
eredményezi.

Egy T[] csatorndval megadott id6fejlédés sordan egy A mérhet6 mennyiség ¢ id6ben mért értékének a

véarhat6 értéke Schodinger-képben a kovetkez8képpen hatdrozhatjuk meg
(A))se = Tr [Ao(n)] = Tr [AT"[0(0)]] , (L.1.55)
amivel megegyezik a Heisenberg-képben vett varhat6értéke

(A = Tr [A(De] = Tr [(T)'[A1(0)] = (A®)sc » (I.1.56)

ahol 7*[-] a 7[-] tgynevezett dudlisa, mely Heisenberg-képben id6fejleszti a fizikai mennyiségeket. Egy 7 *[-]
dualis csatornat a
Tr [AT[B]] = Tr [B7 *[A]] 1.1.57)

egyenlet definidlja, ahol A és B tetsz6leges B(HH) beli operatorok.
Az unitdlis, illetve a bisztochasztikus csatorndk a kvantumcsatorndk két specidlis osztalyat alkotjak. Egy

7 [-] csatornat akkor nevezziik unitdlisnak, ha az egységoperatort invaridnsan hagyja, azaz
7] =1. (1.1.58)

Ha a 77[-] csatorna unitalis és a hozza tartozd 7 *[-] is unitalis, akkor a csatornat, illetve a dualisat is biszto-

chasztikusnak nevezziik.
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1.3. Lemma. Ha egy 7 [-] csatorna trace 6rz6, akkor a hozzd tartozo T *[-] dudlis csatorna unitdlis.
8y

Az 1.3 lemma kovetkezményeképpen minden unitdlis kvantumcsatorna bisztochasztikus is. Azonban feltételes

csatorndk esetén sziikség van a két fogalom kozti kiilonbségtétere.

L8. Példa. A bisztochasztikus csatorndk legtdgabb ismert osztdlya a
T11= ) paln- U} (1.1.59)
n

random unitér csatorndk, mely kiilonbozé U, unitér operdtor konvex kombindcidjdbol dll, azaz a rendszer

minden egyes iddlépésben p, valosziniséggel az U, iddfejlodésnek megfelelden vdltozik. Ilyen csatorndkat

haszndlhatunk példdul perkoldcids bolyongdsok sordn’®’.

Kvantumcsatornak esetén nincs az [.1 tételnek megfelel6 kvantum Birkhoff-tétel, azaz 1étezik a random

40

unitér csatorndkon kiviil mas bisztochasztikus csatorna“’, és a legéltaldnosabb ilyen osztalyt nem ismerjiik*'.

Tovibba az aszimptotikus id6fejlédés vizsgalat soran kideriilt*?, hogy d = 2 dimenzi6 felett a csatorna végte-

lenszeri hatdsa sem helyettesithet6 egyetlen random unitér csatorndval.

Kvantumcsatorna mint nyilt dinamika

Az eddigiekben lattuk, hogy egy zart rendszer dinamikéjat, id6fiiggetlen Hamilton-operator esetén, egy C[-]

koherens csatornaval a kovetkez6képpen adhatjuk meg
o(t +1) = Clo®] = UoU", (1.1.60)

nyilt rendszerek esetén pedig egy 7 [-] kvantumcsatorndval. A 7 [-] csatorna teljesen pozitiv tulajdonsdgabdl
kovetkezik, hogy az 1.1.60 egyenlethez hasonlé alakban megadhato.

1.6. Tétel. (Kraus-reprezentdcio® =) Minden teljesen pozitiv ® : By(H) — By(H) linedris leképezés megad-
hato a kovetkezd alakban
O[]= > K, - K, (L.1.61)
v

ahol a bevezetett {K,} Kraus-operdtorok tetszdleges d dimenzids mdtrixok.

L4. Lemma. Minden teljesen pozitiv T : By(H) — By(H) kvantumcsatorna megadhatd a kovetkezd alakban
TT] = Z K, K, (1.1.62)

ahol {K,)} a Kraus-operdtorok teljesitik a kovetkezd normdldsi feltételt

D KK, =14, (1.1.63)

v

tovdbbd feltételes csatorna esetén
Z KiK, <1, (1.1.64)
4
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1. Nyilt kvantumrendszerek

A trace ciklikus tulajdonsdgabdl fakaddan az 1.1.57 egyenlettel definidlt 7 [-] kvantumcsatorna dudlisa meg-

adhat6 a kovetkezoképpen
T[1=) Ki-K,. (1.1.65)
4

Vegyiik észre, hogy az 1.1.62 Kraus-reprezentacié nem egyértelmd, hiszen ha bevezetiink egy tetszSleges
U unitér transzformaciét, mellyel minden {K,} Kraus-operatort eltranszformalunk, akkor a (K, = UK,} Kraus-
operatorokkal definidlt kvantumcsatorna az eredetivel megegyezé dinamikat ir le**. Azonban ha a generatorok
kozott megkoveteljiik a TrKl.TK ; ~ 0;; ortogonalitdsi feltételt, akkor azzal mar egyértelmien definidljuk a fel-

bontdst, mely r < d? fiiggetlen Kraus-operitort tartalmaz.

L.7. Tétel. (Stinespring-dilatdcios tétel*®) Legyen ® : By(H) — By (H) teljesen pozitiv linedris leképezés. Ha
@[] trace 6rz0, akkor minden k > dd’ esetén létezik egy hozzd tartozé U unitér operdtor (UUT = 1), mely
segitségével O[] megadhatd, mint egy unitér csatorna hatdsa egy d - k dimenzios H ® K Hilber-térbe dgyazva

O[A] = Tn [UA S THU] (1.1.66)
ahol A € By(H) és Tr a K térre vett kidtlagolds.

A Stinespring-dilatacids tétel segitségével a kovetkezd szemléletes képet rendelhetjiik a Kraus-
operatorokkal leirt idGfejlodéshez: kiterjeszthetjiik az dltalunk megfigyelt, H Hilbert-téren értelmezett o rend-
szert a K Hilbert-téren 1év6 w = |0) (0] kdrnyezettel, igy az egyiittes rendszer mar egy zart rendszert alkot, mely
unitér moédon fejlodok, majd az idéfejlédés utan részleges trace-szel visszalépiink a vizsgalt rendszer terébe,
azaz

Tlol = T [Ue @)U’ = )" (U 0@ [0} O] UT vy = > KyoiK], (L1.67)
v v

ahol a {K, } Kraus-operatorok pedig a kovetkezd elemekbdl allnak
UK ) =Kl K () @0)) . (1.1.68)

Belathatd, hogy a Kraus-operatorokra vonatkozé 1.1.63 trace 6rzési feltétel igy automatikusan teljesiil

DUKIK, = > U (I U10) = 01U Y ) (v U10) = (O[T 0) = Ty . (1.1.69)

———
Tax

A 7] csatorna 1.1.67 egyenlettel megadott alakjat kornyezeti reprezenticiénak nevezziik *’.

A Hilbert-tér szerkezete a csatorna aszimptotikus viselkedése alapjan

Az 1.1.1 fejezethez hasonléan a kvantumrendszerek egy H Hilbert-téren értelmezett dllapotait is feloszthatjuk

azok hosszitavu viselkedésiik alapjan dtmeneti, illetve elnyeld részekre. Az d&tmenti allapotokat a
D={ipeH: VocBH) Jim T lelle) =0} (11.70)
bomlé altér tartalmazza, mig az elnyeld dllapototokat az erre merdleges
R=D"={lpyeH: Vlpp): (¢lep) =0} 1.1.71)
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z. 2

gyorsan visszatérd altér. A két altér konstrukcidjabdl 14thatd, hogy direkt Osszegiik kifesziti a teljes Hilbert-
teret, azaz H = Do R.

A gyorsan visszatér$ altér tovabbi {V;} tgynevezett enclosure-okre bonthat6*®47

, azaz olyan alterekre
ahonnan a 77[-] evolicidval nem léphetiink ki. Ezen felbontdsok koziil kiemelten fontos szerepet jitszik az

R; ortogonalis irreducibilis tartomanyokkal (vagy ezzel ekvivalensen minimadlis enclosure-6kkel) vett
R=RI R, ®- - DRy (I.1.72)

dekompozicid, amikor is mar tovabb nem bonthat6 olyan R; tartomanyokra bontjuk, amelyekbdl valasztott vek-
torok merdSlegesek a masik altérbdl valasztott vektorra. Az 1.1.72 felbontas altaldban nem egyértelm, viszont

a kiilonbozé felbontasok kozott talaldhaté egy Q izometria*®4.

LI.5. Lemma. (Az encosure irreducibilis felbontdsdnak egyértelmiisége*>*’) Vegyiik a V = Ry + Ry felbontd-
sdt, ahol Ry és Ry egymdsra merdleges irreducibilis alterek. A felbontds akkor és csak akkor egyértelmii, ha
tetszoleges ‘W encosure-re, ami W L Ry és W L Ry teljesiil hogy W NV = {0}.

Az dllapotok osztilyozasanak megfeleléen a 77[-] csatorndt is felbonthatjuk**+”), fiiggSen att6l, hogy me-
lyik altéren hat. Korldtozzuk magunkat az R gyorsan visszatér$ tartomdnyra, ekkor a csatorna a kovetkez&kép-
pen irhat6:

— (@) , pl@) B) . pB)
T1= ) TP PO+ Y 3 7 (PP PO, (11.73)
@ B i

ahol {P'?)} azokra az irreducibilis tartomanyokra vetit, melyekre valé felbontds egyértelmi, mig {Pﬁﬂ)} projekt-

orok a Vg tartomény egy lehetséges, i-vel indexelt felbontédsara.

Kvantumcsatornak spektralis tulajdonsaga

ps

Ebben a fejezetben attekintem, hogy a kvantumcsatorndra tett eldirdsok milyen megkotéseket eredményeznek
a csatorna {X®} sajatéllapotaira (7 [XD] = 4,XD) és n(7) = sup{|d| : A € spec(7)} spektralsugardra. A
tovabbiakban az egyértelmiiség kedvéért a sajdtvektorokra megkovetelem a Tr X = 1 normaldsi feltételt.

Tovabba ezen sajétvektorok koziil kiilon kiemelem, a késébbiekben fontos szerepet jatszo, {y”} egyensilyi
eloszlasokat, melyek az egy sajatértékhez tartozé, nem negativ (y” > 0) sajatvektorai a csatornanak, azaz

T =x?, (1.1.74)

ahol y® minden sajdtértéke nemnegativ és az 1.1.74 egyenletbdl kovetkezik, hogy ezek az dllapotok idében
véltozatlanok.

L8. Tétel. °*°! Ha ® : By(H) — By(H) egy pozitiv linedris leképezés, akkor a hozzd tartozd spektrdlis
sugdrra igaz a kovetkezd egyenlotlenség

n(®) < |7 Hallleo (1.1.75)

ahol ||Al|e = sup|¢>€7{{||A lo) || = plp) = 1}. Tovdbbd, ha ®[-] unitdlis vagy trace drzd, akkor n(®) = 1.

A kvantumcsatornét definidlé harom tulajdonsdg segitségével konnyi ellendrizni, hogy az egy sajatértékd

sajatdllapotok koziil az egyik, biztosan felirhaté az

T'[14] (1.1.76)
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A

1dd4tlagolas segitségével. Unitdlis csatorndk esetén pedig a kovetkezd tétel segitheti a csatorna fixpontjainak
megtalédlisat.
1.9. Tétel. >~ Tetszdleges unitdlis T [-] kvantumcsatorna esetén az dsszes {XV} fixpont felcserél, kiilon-kiilon,

a dinamikdt megado {K,} Kraus-operdtorokkal.

A Kklasszikus esethez hasonléan itt is definidlhatunk egy irreducibilis dinamikat, melyben az id6 muldsat
egy ugynevezett irreducibilis kvantumcsatorna vezérli. A 7 [-] csatorndt akkor neveziink irreducibilisnek, ha a
vele megadott dinamikdban a P € {0,;} projektorokon kiviil nem létezik mas, olyan P € B;(H) hermitikus
projektor, melyre teljesiil a 7 [PAP] = PT [A]P egyenlet YA € B,;(H), vagy masként megfogalmazva az [.1.73
felbontds egyetlen egy tagot tartalmaz. Mivel egy irreducibilis tartomény adott |i) (i| elemébdl inditott folyamat
mindig leszlikithet6 az adott irreducibilis tartomanyra, igy a tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy az altalunk
vizsgalt csatorna irreducibilis (az irodalomban a teljes 9 Hilbert-tér egyes R; irreducibilis tartoményait mini-
malis enclosure-6knek is szoktdk nevezni *®%).

1.10. Tétel. (Perron-Frobenius tétel linedris leképezésekre™ ) Irreducibilis linedris leképezés esetén a legna-
gyobb sajdtértékhez tartozo, X > 0 sajdtdllapot nem degenerdilt, kifesziti a teljes irreducibilis tartomdnyt és

2 2

elddll az 1.1.76 egyenlettel megadott alakban.

Az 1.10 tétel kovetkezményeképpen minden irreducibilis kvantumcsatorna y fixpontja egyértelmd és el6all
az [.1.76 egyenlettel megadott alakban.

L.11. Tétel. Minden irreducibilis és bisztochasztikus T : By(H) — By(H) kvantumcsatorndnak egyetlenegy
nemnegativ y fixpontja van, mégpedig a kifeszitett térre vett projektor, azaz T [x] = x = x = l4/d.

L.9. Példa. Definidlja a T : Br(H) — Br(H) irreducibilis és bisztochasztikus kvantumcsatorndt a

ko= |1 1 1.1.77)
0—\/51 1 1.

Kraus-operdtor, ekkor beldthato, hogy a dinamikdhoz a

yo 10 yo 1121 PO R
2o 1 2|1 o 10

sajdtdllapotok tartoznak, melyek sajdtértékei rendre a kivetkezdk: ; = {1,1,-1,—1}. Az {XV} sajdtdllapotok

X9 = Ll) _ﬂ (1.1.78)

koziil, csak a XV nemnegativ és onadjungdlt, ligynevezett fizikai dllapot. Tovdbbd a tobbi sajdtdllapot linedris
kombindcidjaként sem lehet tovdbbi fizikai dllapotot kikeverni, igy ldthatd, hogy a fizikai téren csak az XV
sajdtdllapot létezik A1 = 1 sajdtértékkel (tehdt egyértelmil a legnagyobb sajatértékii sajdtdllapot és ardnyos a

By (H)-n értelmezett egységoperdtorral).

Ergodikus kvantumcsatornak

Az olyan irreducibilis rendszereket ergodikusnak neveziink, melyekben a kiilonbozé {0} dllapotok

lim 77[0®] (1.1.79)

t—o00
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27 2

hosszi tadvud viselkedése 1étezik. Belathatd, hogy a kezd6allapottdl fiiggetleniil a hatdrérték minden esetben a
rendszerhez tartozé egyértelmti y egyensulyi eloszlashoz tart. Ennek koszonhetéen ergodikus rendszerekben
elegendd, az 1.1.76 id6atlagolds helyett, egy tetszbleges dllapot hosszutavi viselkedésével foglalkoznunk a
fixpont megdllapitdsdhoz. Tovabbd megmutathatd, hogy az 1.1.79 kifejezés, a klasszikus esethez hasonldan, a

7 [-] legkisebb sajatértékének az abszoltitértékével konvergal az egyensiilyi allapothoz.

1.2. Atlagos els§ visszatérési idd

A detektoraink korlatos mérési tartomanyabdl és véges felbontdsabol fakadéan minden, altalunk megfigyelhetd
rendszerben az {X;} mérési eredmények leképezhetbek egy Q) véges és diszkrét dllapottérre (kvantumos folya-
matok esetén az allapottér elemeit a Hilbert-tér {|i)} baziselemeivel azonositjuk). Ezzel a leképzéssel tehit a
rendszer egyes allapotait megadhatjuk a hozzajuk tartozo i elem segitségével. Az allapottér ezen elemi egy vé-
ges grafot feszitenek ki, melyek kozti irdnyitott élek klasszikus dinamika sordn az adott dllapotok kozti dtmeneti
valészinliségnek, mig kvantumos dinamika esetén dtmeneti amplitidéknak felelnek meg. Némi hanyagsdggal,
az egyes mérési eredmények kozti dinamikéra tekinthetiink Ggy, mint egy véletlen bolyongdsra a graf pontjai
kozott. Ezzel az absztrakt képpel tobb, kiilonboz fizikai folyamatot egységesen kezelhetiink.

A gréafelmélet kialakuldsdnak kezdete 1736-ra datalhatd, mikor is Leonhard Euler felvetette a konigsbergi
hidakon valé 4thaladdsanak hires problémajat>®. Ezt kovetSen megindult a grafok tulajdonsigainak vizsga-
lata, mely soran vélaszt kaptunk az eredeti probléma &ltalanositdsara, azaz, hogy mi a feltétele az Euler-kor
(graf minden élén pontosan egyszer dthaladé kor) 1étezésének. Azonban a latszélag ezzel ekvivalens nehéz-
ségli Hamilton-kor (a graf minden csticsdn pontosan egyszer dthalad6 kor) 1étezésének sziikséges és elégséges
feltétel a mai napig nyitott kérdés.

A grafok tulajdonsdgainak feltérképezésével parhuzamosan az azokon értelmezett sztochasztikus dinami-
kak tulajdonsdgaival is elkezdtek foglalkozni. A feltett kérdések a folyamat, statisztikai értelemben vett, dtla-
gos tulajdonsédgdra utalnak; melyek koziil végtelen vagy véges ideji viselkedést kiilonboztetiink meg. Végtelen
idejti viselkedések soran azt vizsgaljuk, hogy ha hosszan magéra hagyjuk a rendszert akkor milyen tulajdonsa-
gai lesznek. Példdul, 1étezik-e olyan ¢, relaxaciés id6, melynél nagyobb ¢ id6pillanatokban megvizsgdlva, mar
nem tudjuk elddnteni, hogy milyen kezdeti eloszlasbdl indult, azaz a 7, id6n tdli W' dinamika helyettesit-
het6 egy 11 aszimptotikus dinamikaval. Véges ideji viselkedés tanulmanyozasa sordn azt nézziik, hogy meddig
tart amig a rendszeren bekovetkezik egy adott esemény. Ilyen kérdések példaul a rendszer atlagos fedési vagy
atlagos elérési idejének megallapitdsa.

i pontjabdl indult ki a dinamika, akkor atlagosan hany 1épés milva tér vissza ebbe az allapotaba. Klasszi-
kus rendszerekben a kérdés felvetését a hétkbznapokban meghatdrozé szerepet jatszé természeti folyamatok
motivaltdk, hiszen a lefrasuk f6leg megfigyelésekbdl alkotott statisztikus modellek voltak. Hasonléan més te-
riiletekrdl vett bonyolult komplex rendszerekben, mint példaul egy adott értékpapir arfolyamanak valtozasa a
t6zsdén. Kvantumos rendszerekben a kérdést a transzport folyamatok>’—° (mint példaul a fotoszintézis sordn
a foszfor klasszikus dinamik4janal gyorsabb mozgdsa®’, vagy kvantumos vezetési effektusok elektronjainak a

mozgdsa®!©?), illetve kvantum informatikai®—%® és és kvantum bioldgiai®® rendszerek viselkedésének tanul-
manyozéasa motivalta.

Mostanra a grafok és a rajtuk értelmezett dinamika tulajdonsdgainak klasszikus leirdsa mér kiforrott prob-
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Iéma, azonban kvantumosan még sok nyitott kérdést rejtenek. A kvantumrendszerekben valé megvélaszolatlan
kérdések, azok bonyolultsagabdl erednek. Példaul mig klasszikus rendszerek esetén ismertek a legéltalanosabb
dinamika dtmeneti matrixdnak sziikséges és elégséges tulajdonsagai, addig a legaltalanosabb kvantumdinamika
egyel6re még ismeretlen. Tovdbba ha egy kvantumrendszert megmériink, akkor azzal 6hatatlanul megvaltoz-
tatjuk, ami azt eredményezi, hogy a vizsgélni kivdnt mennyiségek definidldsdnak egyértelmiisége is komplika-
16dik, azaz kiilonb6z6 mérési protokollok mellett mas és mast jelenthetnek.

Az elkovetkezd fejezetekben a bolyongé atlagos els visszatérési idejének kérdéskorét jarom korbe. Ahhoz
hogy ezt definidlni lehessen, a kezdeti dllapotnak visszatérének kell lennie, melyre kvantumos és klasszikus
esetekben is adok egy-egy definiciét. Majd 6sszegzem az ezzel kapcsolatban ismert legfontosabb klasszikus
tételeket, illetve ismertetem a téma irdnti érdeklédésiinket felkelts: Griinbaum et al. altal irt cikk'! f6 eredmé-

nyét.

1.2.1. Atlagos elsé visszatérési id§ klasszikus rendszerekben

Az 1.1.1 fejezetben megmutattam, ha egy fizikai mennyiség, diszkrét idé6ben mért X, értékeibdl 4ll6 sorozat,
homogén Markov-lancot alkot, akkor a megfigyelt rendszer jellemezhetd az Q = {i, j, k, ...} allapottér és a W
dtmeneti matrix megaddsdval. Az dtmeneti matrix W; ; mdtrixeleme megadja a megfigyelt rendszerhez rendelt
graf j pontjabdl az i pontjaba val6 dtmenet valdszintiségét. A rendszer dllapotat, pedig minden idSpillanatban
megadhatjuk egy A(¢) val6szintiségi eloszlassal, mely A;(¢) eleme annak a valdszintisége, hogy a ¢ id6pillanatban
elvégzett mérés az X, = i eredményt adja.

Az dltalanossag elvesztése nélkiil, az elkovetkezd fejezetekben, feltételezem hogy a megfigyelt rendszer
(bolyongd) a ¢+ = 0 iddpillanatban egy jol meghatédrozott A;(r = 0) = 6;; kezdballapotbdl indult, és ezen

kezdofeltétel mellett vizsgdlom az adott i dllapotba (grafpontba) vald visszatérést.

Polya féle visszatérési szam

A visszatérés problémadja el6szor az 1900-as évek elején fogalmazddott meg, George Pdlydban, aki egy park-
ban sétélt és meglehetdsen gyakran haladt el djra és Ujra egy ugyancsak arra jar6é par mellett, habar 1atszélag
mindketten véletlen bolyongast végeztek a park teriiletén’’. Pélya dltalanositotta ezt a problémat d dimenzids,

megszamlalhatéan végtelen nagy grafokra és 1921-ben megalkotta a réla elnevezett visszatérési tételt '

, mely
szerint egy véletlen bolyongast végz6 bolyong6 1 és 2 dimenzidban visszatér, mig magasabb dimenzidk esetén
nem tér vissza.

Pdlya bizonyitdsa sordn bevezetett egy R szdmot, mely segitségével osztdlyozhatjuk a bolyongdsokat. Az
R definidldsahoz induljunk ki az 1.1.5 Markov-tulajdonsdgbdl, mely kovetkezményeképpen annak a valészinG-
sége, hogy egy i dllapotbdl j allapotba megyiink ¢ — #y id6 alatt az (X1, 1), ..., (Xy, ty) pontokon keresztiil a

kovetkez8képpen adhatd meg:
P(j tli, t0) = WixyWxyxv - Wxox, Wxy i - (I.1.80)

Azonban, ha nem érdekel minket, hogy a koztes id6lépéseket milyen allapotokon keresztiil tette meg a rendszer,

akkor azokra vett 0sszegzéssel kidtlagolhatunk, igy példdul az N id6lépés alatt torténd, a A;(#g) = ;1 allapotba

valé visszatérés valdszintisége

P(N. 1épésben visszatértiink a 1 dllapotba) = Z Wixy  Wxy v W, Wy 1 = (WN )
{Xi}

e (1.1.81)
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Az 1.1.81 egyenlettel megadott visszatérési valdszinliség segitségével definidlhatjuk az

1

R=1-
> P(N. Iépésben visszatértiink a 1 dllapotba)
N

(1.1.82)

z. 2

szamot, ami visszatér bolyongas esetén 1, ellenkezd esetben egynél kisebb. Visszatérd bolyongasok esetén a

sz 2

> P(N. Iépésben visszatértiink a 1 allapotba) végtelen értéke arra utal, hogy ha a bolyongds visszatérd, akkor
végtelenszer visszatérd.

Atlagos elsé visszatérési idd definicidja

Egy altalanos i grafpont elsd, pozitiv érintési (vagy elérérsi) idejét a kovetkez6képpen definidlhatjuk:

Ti=min{r>1:X,=1i}. (1.1.83)

A pozitiv jelz6 arra utal, hogy ha a folymatot az i pontbdl inditottuk, akkor a bolyongdnak a ¢ty = 0 id6pillanat-

ban valé ott tartézkoddsat nem vessziik figyelembe, igy az atlagos els6 visszatérést definidlé

EAT)) = Z Npy (1.1.84)
NeN+

statisztikus atlagolds a trividlis nullatdl kiillonbozd értéket veszi fel. Az [.1.84 definidlé 6sszefiiggésben szerepld

pn az N. 1épésben torténd elsd visszatérés valdszintisége.

1.10. Példa. Hatdrozzuk meg az 1.4 példdban definidlt dinamika elsd visszatérési idejét az 1 kezdddllapotba.

Az 1.1.24 dtmeneti mdtrixbol leolvashaté az elsd
p = l-ea, (1.1.85a)
illetve N > 1. lépésben valo
pns1 = aB(1-pN7? (1.1.85b)

elsd visszatérés valosziniisége, melybdl az dtlagos elsd visszatérés ido

E(T) = ) Npy=(-a)+ap) NA-B"?=(-a)+ Y N+D1-pH" " =(1-a)+
NeN* N=2 N=1
+ aﬁlZ(l -pN+ Y N —/3)”‘1} =(l-a)+ap| ) (1-B" -3 ) (1-B"|=
N=1 N=1 N=0 N=1
- (1_Q)+aﬁé+/§ =1+ (1.1.86)

2 2

Tehdt az dtlagos elsd visszatérési idd csak a kezdddllapotbol valo elugrds a valosziniiségének és a B visszaugrds
valosziniiségének az ardnydtdl fiigg. Az a/f — 0 hatdrértékben a grdf két irreducibilis tartomdnyra esik szét,
melynek az 1 dllapot egy elnyeld pontja, igy az innen inditott dinamika trividlis és az dtlagos elsd visszatérési
idd egynek adodik. Az a/ — oo hatdrértékben a grdf megint két irreducibilis tartomdnyra oszthato, ahol az 1
dllapota a rendszernek egy dtmeneti tartomdnyt, mig 2 dllapota egy elnyeld tartomdnyt alkot, igy a bolyongds

s

nem lesz visszatérd (igy a hozzd tartozo visszatérési idd nem végtelen, hanem egyszerilen nem létezik).
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Altalanos targyalasmédban, a py elsG visszatérés valoszintiségének megéllapitdsahoz, az 1.1.81 képletben
szereplS tobbszoros visszatéréseket elkeriilendéen meg kell vizsgdlnunk minden egyes id6lépés utan, hogy a
bolyong6 visszatért-e a kezdéallapotba, mert ha igen, akkor a visszatérést kovetden az adott folyamattal mar
nem kell foglalkoznunk. Ezt matematikailag gy fogalmazhatjuk meg, hogy csak az egyt6l kiillonboz6 kozbiilsé

pontokra dtlagolunk, azaz az N. 1épésben vald elsd visszatérés valdszinlisége

PN = Z ‘/V,‘,X]\Fl WXN,I,XN,Q e WXQ,X[ le,,‘ . (1.1.87)
(X, }#i

Melyet a
W = (I - A(ty) o At0))W (1.1.88)

feltételes dinamika bevezetésével kompaktabb formaba irhatjuk
N =(WWN (1.1.89)

Az 1.1.82 egyenletben szerepld R = 1 értékével definidlt visszatérd bolyongisok a py feltételes valdszi-
niiség nyelvén a kovetkezSképpen adhatok meg: Csak azokat a folyamatokat tekintjiik visszatérének melyekre
> pn = 1, azaz végtelen id6 alatt legalabb egyszer biztosan visszatér. Belathat6, hogy a két definicié ekviva-

lens’?, valamint az elnyeld tartomany definici6jabol kovetkezik, hogy csak annak allapotai visszatéréek.

i

L.11. Példa. Hatdrozzuk meg az 1.3 példdban szerepld dinamikdban a A,(ty) = 61, kezdddllapothoz tartozo

dtlagos elsd visszatérési idot. A példa dinamikdjdt a

0 0}]0 1/2
1 0f]1 1/2 0 (1.1.90)
0 1110 1/2 1/2 0 1/2 1/2

dtmeneti mdtrixszal irhatjuk le, melybdl az N. lépésben valo visszatérés valosziniisége az 1.1.89 egyenletben

W = (I - At0) o A(to)W =

oS o O

megadott modon meghatdrozhato. A {py} értékek ismeretében az dtlagos elsd visszatérési idd is megadhato,
mely numerikus szdmolds alapjdn

E(T1)=5 (1.1.91)

adodik.

Kac lemma

Kac 1947-ben megfogalmazott lemméj dnak segl’tésével minden irreducibilis, Vagy olyan reducibilis graf esetén,

//////

hat6va vélt a dinamik&hoz tartozé egyensilyi dllapot segltesegevel.

1.6. Lemma. (Kac lemma'’) Az Ei(T;) dtlagos elsé visszatérési idd irreducibilis grdfok esetén a m egyensiilyi

eloszlds i-hez tartozo komponensének a reciproka, azaz

E«(T;) = % (1.1.92)

i
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Bizonyitds. A bizonyitashoz, hasznéljuk fel az A fliggelékben definialt Tl.o mennyiséget, mely az i dllapot eléré-
sének ideje. A 0 felsdindex, arra utal, hogy ha a kezdéallapot megegyezik az elérni kivant allapottal, akkor a
Tl.0 definici6 szerint nulla. Vezessikbe aC ={C;; =1:i,j€ Q},azM;; = E j(TlQ) elemekkel megadott M és
az R diagondlis matrixot, ahol R;; = IE;(T;). Az el6zbleg definidlt C, M 4tlagos elérési és R atlagos visszatérési
id6ket tartalmaz6 matrixokkal a fiiggelék A.2:
0 hai=j
Mi,j = (11933.)
1+ Zk Mi,ka,j hai# ]

és az A.5 egyenlete:
1+, MWy hai=j
Rij= Zie M1 Wes g (1.1.93b)
0 hai#j
a kovetkezd tomorebb formaba irhatd
M+D=C+MW. (1.1.94)

Az egyenlet atrendezésébdl, €s az 1.1.17 sajatértékegyenletbdl kovetkezik

MI-W) = C-D,
MA-W)yr = (C-D)r,
Mnr—-Mnr = Crn-Dr,
Cn = D, (1.1.95)

mely diagonadlis komponensei visszaadjdk a bizonyitani kivant tételt. [J

L.12. Példa. Hatdrozzuk meg az 1.6 Kac lemma segitéségével az I.1.24 példdban a bolyongé visszatérésének az
idejét az 1 kezdddllapotdba. Kordbban, az 1.1.25 egyenlettel, mdr meghatdroztuk a rendszer egyensiilyi elosz-
ldsdt, melybdl

B =~ =2
oo B

mely megegyezik az I.1.86 egyenletben megadott analitikus értékkel.

a
1+, 1.1.96
+,3 ( )

Az 1.6 Kac lemmaban szerepld x; értéke megadja annak a valdszintis€gét, hogy ha a bolyongé helyzetét meg-
mérjiik, egy a rendszer relaxaciés idejénél késébbi r id6pillanatban, akkor mekkora val6szintiséggel taldljuk az i

pontban. Tehat a bolyongé hosszu tavi viselkedése soran atlagosan IE;(7;) idénként visszatér a kezddallapotéba,

melybdl kovetkezik az ergodikus tétel.

1.12. Tétel. (Ergodikus tétel””) Jelolje Ni(t) a bolyongdnak az i rdacspontba eltltiott id6lépéseinek szdmdt egy
adott t iddintervallumban, ekkor irreducibilis grdfokon végzett bolyongdsra, fiiggetleniil annak kezdddllapotd-

t0l, teljesiil a kovetkezd
1
lim —N;(t) = m;. 1.1.97)

t—oo

A tétel allitasa, pongyoldn megfogalmazva: ”az id6atlagolas megegyezik a helyatlagoldssal”. Jelen esetben az
id6atlagolas szerepét az N;-ben vald 0sszegzést leosztd ¢ tolti be, mig a bolyongd helyére vett helyatlagolds a &
egyenstilyi eloszldsban taldlhat6.
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Kvantalt atlagos elso visszatérési id6 duplan sztochasztikus rendszerekben

Az atlagos elsd visszatérési id6 egy, az [.1.84 egyenlettel definidlt, statisztikus dtlagolds eredménye, igy tetszs-
leges dinamikak esetén barmilyen értéket felvehet az [1, co) félig nyilt halmazon. Azonban bizonyos esetekben
mégis egész értéket vesz fel, ilyen specidlis dinamika, példaul a dupldn sztochasztikus dtmeneti matrixszal

vezérelt folyamat.

L.7. Lemma. Dupldn sztochasztikus irreducibilis dinamikdban a rendszer egy i dllapotdnak az dtlagos elsd
visszatérési ideje
- egész

- fiiggetlen az i kezdetddllapottol

- megegyezik az irreducibilis tartomdny méretével.

Bizonyitds. A lemma kozvetleniil kovetkezik az 1.2 és az 1.6 lemmakbol. [

L.13. Példa. Vegyiink egy szabdlyos, 6 oldali kockdt, mellyel éppen hatost dobtunk. Hatdrozzuk meg, hogy felte-
hetéen hdny dobdsra van sziikség, ahhoz hogy a dobott hatosunkat egy iijabb hatos kovesse. A rendszeriink egy

hatpontbdl dllo teljes grdffal ekvivalens, melyek éleihez azonosan 1/6 dtmeneti valosziniiséget rendelhetiink,

azaz ) .
111111
111111
A L (1.1.98)
6{1 11 1 11
111111
1111 1 1]

Mely egyensiilyi eloszldsa m = {m; = % : i € Q). A kérdésre a vdlasz, nem mds mint a hatodik rdcspontba valo

dtlagos visszatérés ido, ami e¢(Tg) = ﬂlﬁ =6.

Az 1.7 lemma biztositja, hogy a homogén Markov-ldncok egy tdg osztdlya esetén kvantalt értéket vesz fel az
atlagos elsd visszatérési id6, azonban a legtagabb ilyen osztaly egyel6re még ismeretlen, de az 1.11 példa is azt

mutatja, hogy a dupladn sztochasztikus dinamikdknal van nagyobb ilyen osztaly.

1.2.2. Atlagos els§ visszatérési id6 zart kvantum rendszerekben

Az 1.1.2 fejezetben attekintettem, egy H Hilbert-tér felett értelmezett fizikai rendszer két, idében egymast ko-
vet$ dllapota kozotti dtmenetet leird 7 [-] kvantumcsatorna legfontosabb tulajdonsagait. Megmutattam, hogy
egy adott fizikai rendszer ¢ id6pillanatdnak allapotat maradéktalanul jellemezhetjiik a hozza rendelt o(f) siiri-
ségoperdtorral, melynek diagondlis elemei megadjdk, hogy ha a rendszert megmérem, akkor mekkora valészi-
niiséggel lesz az adott matrixelemhez tartozé tiszta dllapotban. Igy a {0} diagondlis elemekkel definialt vektort
azonosithatjuk egy A = (0;; : i) € H) valdsziniliségi eloszlassal. Azonban az offdiagondlis tagok nem elhanya-
golhat6 szerepe miatt, a A(¢) eloszlas dinamik4ajat csak egy W(¢) id6fiiggd sztochasztikus targyaldssal adhaté
meg.

Az elkovetkez fejezetekben a kvantumcsatorndk egy specidlis osztdlyaval, a zart rendszerek leirdsara al-
kalmas C[-] koherens csatorndkkal fogok foglalkozni, melyek esetén végig tiszta dllapotokon keresztiil fejlédik
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2 o

a rendszer, igy a o(¢) siiriségoperator helyett elegendd egy |¢(¢)) vektorral jellemezniink Sket. Tovabba, az alta-
lanossag elvesztése nélkiil feltételezni fogom, hogy a rendszer a r = 0 id6pillanatban egy j6l meghatarozott |¥)

tiszta allapotbdl indult és ezen kezdbfeltétel mellett vizsgdlom az adott |'¥) allapotba val visszatérést.

A mérés problémaja

A rendszer |V) allapotaba val6 visszatérésének vizsgdlatdhoz el kell tudnunk donteni, hogy az mikor van az
adott 4llapotdban. Ez a kérdés elvezet minket a klasszikus fogalmak kvantumosba val6 dgyazasa sordn felme-
ril6 tipikus problémdhoz: Hogyan definidljuk a rendszeren vett mérést? A probléma gyodkere abbdl ered, hogy
mérés sordn a rendszerr6l nem trividlis informéaciot szerziink, mely akaratlanul, de kisziirhetetleniil megvaltoz-

74

tatja annak dinamik4jat. fgy két dolgot tehetiink: vagy megprébéljuk atfogalmazni’* az eredeti probléménkat,

tigy hogy a mérésre ne legyen sziikségiink, vagy a mérést belevessziik a dinamika targyaldséba’>"¢.

Stefatidk e al. a mérés befolydsold szerepének elkeriilése érdekében azt javasoltak, hogy vegyiink N azonos
rendszert, melyet ugyanabba a kezdeti feltételbe prepardlunk, majd mindegyik rendszeren mas és mas id6pil-
lanatban végezziink mérést. Pontosabban, az altaluk definialt protokollban, az n.-re valasztott rendszert (n — 1)
id61épésig szabadon hagyjuk fejlédni, majd az n. 1épésben megmérjiik. Igy a mérés pillanatdig beavatkozas
nélkiil, tisztdn kvantumos dinamika szerint fejlédik.

A mérés a dinamikdhoz vétele az 1.1.88 egyenletben a W dtmeneti métrixszal definialt dinamikéhoz hasonl6
U lp()) = (L= [¥) (¥DU l(®)) (1.1.99)

feltételes id6fejlédést eredményez, mely kvantumos rendszerek esetén jelentGsen eltérhet az eredeti U unitér
dinamikatél”’~"?. Mi ez utébbival fogunk foglalkozni, hiszen az els6 esetben nem tisztdzott, hogyan szfirjiik ki

a tobbszoros visszatéréseket az elsd visszatérés definialasa soran.

L.14. Példa. Vizsgdljuk meg a |¥) = |1) kezdddllapotbal inditott

u e
H = . (1.1.100)
lte™® u
Hamilton-operdtorral definidlt unitér bolyongds feltételes dinamikdjdt. A H mdtrix exponencializdldsdbol az
, , , cos |t —ie' sin |t
U=e ™ =gehg=l =7 7 l,' 4 (1.1.101)
—ie™ sin 1] cos 1]

unitér idolépést kapjuk, ahol A diagondlis mdtrix a H mdtrix A+ = u = |t| sajdtértékeit tartalmazza, mig S a H

mdtrix sajdtvektoribol alkotott diagonalizdlo transzformdcio mdtrixa és az 1.1.99 feltétles dinamika pedig
Ully=({— 1)U 1) = Ui212) . (1.1.102)

Tehdt minden mérés utdn az egyszer sem visszatért rendszer egy jol meghatdrozott (|p(t = N)) ~ |2)) dllapotban

lesz U {v , valdsziniiségi amplitiddval.

L.15. Példa. Vizsgdljuk meg a |¥) = % 0) ® (IT) + i|l)) dllapotbdl inditott szimmetrikus véletlen bolyongds
feltételes dinamikdjdt egy két belsd dllapotii (|T) és |1)) N rdcspontot tartalmazo gyiirin (|iy : i € {0,1,...,N —
1}), ahol a dinamikdt megado U = S R unitér operdtor egy

R—fﬁ)(il@il ! (L.1.103)
) i=0 V21 -l N
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Hadamarad-érmeoperdtorra és egy

N-1

S = Z li =DM M +1i+ D)l (I.1.104)
i=0

léptetd operdtorra bonthaté (gyirii periodikussdgdbol kovetkezden |NY = |0) és |-1) = [N —1)). Az N = 900

rdcspontot tartalmazo gyiirii esetére numerikusan meghatdroztam a feltételes dinamika sordn kialakulo
Py(lg(t = N)) = 1)) = Pe(t = N)) = D) |1t = 0)) = ¥)) = [ (1 UTY' ) (L1.105)
megtaldldsi valosziniiségekbdl alkotott valosziniiségeloszldst, valamint hogy milyen
Py(lp(r = N)y = liy) = P(le(t = N)) = 1) [l = 0)) = | Gl UV [¥) (I.1.106)

valosziniiségi eloszldst eredményezne, ha a mérést csak a folyamat legvégén végeztiik volna el. Az 1.1.1 dbrdn

jol latszik, hogy a feltételes és a tiszta dinamika jellege megegyezik, és lényegesen eltér a

0 .
1

—_— O =
—_ O =
O =

W=— . (1.1.107)

1 01
1 0
1

1
1 0)
dtmeneti mdtrixszal definidlt dinamika klasszikus eloszldsdtol. Tovdbbd az 1.1.1 dbrdk koziil a jobboldaliakon
tapasztalt csokkenése az eloszldsoknak az egyes visszatérésekkel magyardzhato, hiszen minden egyes vissza-

térés csokkenti a feltételes dinamikdhoz tartozo valosziniiségi eloszlds normdjdt, ami visszatérd bolyongdsok

esetén nulldhoz tar.

Atlagos elso visszatérési ido definicidja

////// s 7

Az atlagos elsé visszatérési id6 definidlasahoz el6szor meg kell allapitanunk, hogy a bolyongas visszatérd,
vagy nem. Ennek eldontése érdekében, Griinbaum et al.!! kovetve, dltaldnositom a klasszikus folyamatokra
az [.1.82 egyenlettel megadott Pélya féle visszatérési szdmot, majd definidlom az dtlagos elsd visszatérési id6t
zart kvantumrendszerekre.

Az 1.1.81 egyenlettel analég mdédon megadhaté unitér dinamika esetén az N. 1épésben val6 visszatérés

valdszintisége, mely
P(N. 1épésben visszatértiink a |¥) dllapotba) = | (Y| uN [\P) . (I.1.108)
Azonban az elsd visszatérési idé meghatarozasdhoz, a kovetkezoképpen kell médositanunk a dinamikat
lpeond(t = N)) = UUN' W) (1.1.109)

ahol |¢cond(?) egy idében csokkend normdju feltételes hullamfiiggvény, amiben mar csak azok a folyamatok sze-

P 27 2

repelnek, melyek 7-t megel6z6en nem tértek vissza a kezddéllapotba. Tehat a méréssel médositott dinamikdban
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I.1.1. dbra. Az éabrazolt klasszikus (magenta), illetve kvantumos (kék) folyamatokban kialakulé megtalalasi
valészintiségek (jobb oldal: feltételes dinamika mellett, bal oldal: unitér dinamika esetén) numerikus meghata-

rozasdhoz egy N = 900 racspontbdl 4116 gylir(it hasznéltam. Az egyes eloszldsok a #; = 600 (fels6 két abra) és
t>» = 1200 (alsé két abra) futdsi id6 mellett alakultak ki.

az N. 1épésben vald visszatérés valdszintisége megegyezik az N. 1épésben vald elsd visszatérés valoszinlségé-

vel, azaz
PN = ﬁ(N. 1épésben visszatértiink a |¥') allapotba) = | (¥ |@cona(t = N)) |2 = (V| vuN-! [V |2 . (1.1.110)

A py feltételes valdsziniiség segitségével definidlhatjuk a zart kvantumrendszerekre vonatkozé

Ry= ) py =1~ lim [TV ¥)P (LL111)
N=1

Polya féle visszatérési szamot, mely Ry = 1 értéke mellett a graf visszatérs. Tovabba, belathat6, hogy ha egy

1) dllapot visszatérd, akkor a vele azonos irreducibilis halmazban 16v6 {|¢;)} 4llapotok is visszatéréek. !
Mivel az 1.1.110 képlettel definidlt py feltételes valdszintiség mar egy klasszikus értelemben vett valdszi-
nliség, igy visszatérd bolyongdsokra, az 1.1.84 statisztikus dtlagoldssal definidlhatjuk a |¥) dllapot dtlagos els6
visszatérési idejét, azaz
Ty = Z Npy. (L1.112)
NeN+
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1. Nyilt kvantumrendszerek

L.16. Példa. Hatdrozzuk meg az I.14 példdhoz tartozo visszatérési idot. Az 1.1.110 egyenletben megadott py
feltételes visszatérési valosziniiség meghatdrozdsa sordn ldthato, hogy a feltételes dinamika bevezetésével az

iddfejlodés helyettesithetd egy

(L1.113)

lcos2 H sin® 7| l

sin® [t  cos? i
dtmeneti mdtrixszal megadott klasszikus dinamikdval, igy az 1.10 példa eredményébdl kovetkezik, hogy az |1)
dllapotba valo visszatérési idd, a t és az U paraméterektdl fiiggetleniil, a kovetkezd

sin? || 3

T =1+ (L1.114)

sin? |1

1.17. Példa. Hatdrozzuk meg az I.15 példdban definidlt folyamat visszatérési értékét az |¥') = % 0YR(T)+ill))
dllapotba. Numerikus szdmoldst kovetden a visszatérési idé Ty = 900-nak adédott. Tovdbbi vizsgdlatok utdn
azt tapasztalhatjuk, hogy pdros rdcspontot tartalmazo gyiirii esetén a visszatérési idd a rdcspontok szamdval,

mig pdratlan rdcspont esetén a rdcspontok szdmdnak a kétszeresével egyezik meg.

Kvantalt atlagos elsé visszatérési idé zart kvantumrendszerekben

Vegyiik észre, hogy az .16 és az 1.17 példdkban az atlagos elsé visszatérési id6 értéke egésznek adodott. Az elsd
esetben azonban ez nem vdratlan, hiszen a mérés eredményeképpen mindig tudjuk, hogy hol van a rendszer,
igy val6jdban egy klasszikus, azon beliil is szimmetrikus dtmeneti métrixszal megadott dinamika fejleszti a
rendszert. Ezesetben alkalmazhatjuk az 1.7 tételt, mely kovetkezményeképpen az atlagos elsd visszatérési idd
megegyezik a rendszer 6sszefiiggd tartomanyanak a méretével, ami jelen esetben 2.

A masodik példaban az atlagos elsd visszatérési id6 egész értéke viszont anndl meglepdbb, hiszen az .15
példa tanulsagaként azt mondhatjuk, hogy kelléen nagy rendszer esetén a mérés mar Iényegében nem befo-
lyasolja a dinamikat, igy az valéban egy zavartalan kvantumos folyamatnak tekinthetd. Tovabbi érdekességet
mutat az atlagos elsd visszatérési idének a rdcspontok paritdsara valé 1.17 példaban emlitett érzékenysége.

Az el6z6 példdk eredményei a kovetkezd tétel segitségével megérthetdek, s6t unitér dinamika esetére még
meghokkentSbb allitas tehetd:

1.13. Tétel. (Kvantdlt dtlagos visszatérési idé unitér dinamikdkban'') Unitér operdtorral fejlesztett irreduci-
bilis dinamika esetén a |Y) kezdddllapotba valo dtlagos elsé visszatérési ido végtelen, vagy véges rendszerek
esetén

- egész

2 2

- fiiggetlen a kezdetddllapottol

- megegyezik az irreducibilis tartomdny méretével, azaz

Ty = dim|span (U |¥) : N € Z)| . 1.1.115)

L.18. Példa. Az .15 példdban bevezetett rendszer pdros és pdratlan N rdcspontok esetén is a |n) ® |s) (n €
{0,2,...,N = 1} és s € {1,1}) dllapotokkal kifeszitett H Hilbert-téren van értelmezve, mely dimenzidja 2N.

Pdratlan rdcspont esetén a bolyongds sordn kifeszitett tér valoban a teljes H, szemben pdros rdcspont esetén,
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1.1.2. Atlagos elsé visszatérési idé

ahol a bejdrt tér csak N dimenzids, és amely a kovetkezd:
1
H = span|—[2(n—m)@IT) —il2(m+ D ®[IN],
V2
1
@ 2m+1)QIM+i2n-m)+1)® )] :n,me{0,1...,N — 1}) . (I.1.116)

Tehdt pdratlan rdcspont esetén az dtlagos elsd visszatérési idd a két belsd dllapot miatt a rdcspontok kétszere-

sével, mig pdros rdcspont esetén a rdcspontok szdmdval egyeld.

Az 1.13 tétel figyelemfelkeltd ereje annak koszonhets, hogy az 1.1.112 egyenlet az atlagos elsé visszaté-
rési id6t egy statisztikus atlagoldssal definidlja, igy kiillonboz6 rendszerek esetén folytonos skalan vehetne fel
értékeket, de mégis egy jol meghatarozott egész; mégpedig a rendszer mérete, mely egy széles tartomdnyban

fiiggetlen a dinamikdt megadé unitér operdtor matrixelemeitdl.

Osszegzés

A fejezet els6 felében parhuzamba éllitottam a homogén Markov ldncok dinamikdjat leiré dtmeneti matrixos
formalizmust és a kvantumrendszerek iteralt kvantumcsatorndkkal megadott id6fejlédését. Ezen parhuzamot
néhany példan és fogalmon keresztiil érzékeltettem, ilyen fogalmak voltak a mindkét dinamikaban fontos sze-
repet jasztd dtmeneti, illetve elnyeld tartomdnyok, valamint a dinamikdhoz rendelt egyensilyi eloszldsok.

A fejezet masodik felében az egyes dinamikdk jellemzésére szolgalo atlagos elsd visszatérési idvel foglal-
koztam. A visszatérési id6 1étezésének vizsgdlatara bevezettem a Polya szamot, mely 1 értéke mellett foglalkoz-
hatunk csak atlagos visszatérési idovel. Ezt kovetéen ismertettem a klasszikus dinamikdban ismert Kac lemmat,
mely szerint a dinamika egyensulyi eloszldsa teljesen meghatdrozza az egyes dllapotok dtlagos elsd visszatérési
idejét. Valamint bemutattam az iterdlt unitér dinamikdra vonatkoz6 tételt, mely szerint ezen folyamatokban az
atlagos elsd visszatérési id6 egész vagy végtelen értéket vesz fel.

Végezetiill megmutattam hogy a dupldn sztochasztikus specidlis folyamatokban a Kac lemma az iteralt

unitér dinamikdkban talalt tételhez hasonl6é eredményt ad.
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Az SU(N) HEISENBERG-MODELL

rdsen korreldlt rendszerek vizsgdlatdndl sokszor tapasztalhatjuk, hogy a toltésdinamika sza-
badsdgfokai kifagynak és a toltéshordozok egy kozel statikus elrendezddést kovetnek. Ezen
rendszerekben a toltésdinamikdt levdlasztva koncentrdlhatunk az egyes gocpontokban kialakulo
mdgneses momentumok dinamikdjdra, melyek egyik minimdl modellje a pdrkolcsonhatdsokbol fel-
épitett Heisenberg-modell. Az elkovetkezd fejezetekben ezt a modellt szdrmaztatom elemi elvekbdl

és bemutatom annak fobb tulajdonsdgait.

"Physics has a history of synthesizing many phenomena into a few theories."

Richard P. Feynman

2.1. Magneses fazisok

Koztudott, hogy kelléen alacsony hémérsékleten a kondenzalt anyagok bizonyos szabadsagi fokai igymond
kifagynak és igy egy meghatarozott strukturat, kollektiv tulajdonsdgot mutatnak. Példdul, amig egyes részecs-
kéi kozti U kolesonhatds energidjanal alacsonyabb, kg7 energidnak megfelels, hdmérsékleten vizsgéljuk Sket,
addig kristdlyos anyagoknak tekinthetSek. Ezen kristalyokban folyé elektromos aram, spin-, illetve palya-
momentumbdl kialakulhat egy egységes magneses viselkedés, igy bizonyos szilard testek (akar kiilsé magneses
tér nélkiiliil is) rendelkezhetnek belsé méagneses térrel. Az ilyen anyagokat ferromagneseknek, illetve ferrimag-
neseknek és a hozzdjuk tartozé 4talakuldsi hémérsékletet pedig Curie-hdmérsékletnek nevezziik®’. A ferro-
magnesekhez a kovetkezd szemléletes képet tarsithatjuk: a kristdly minden racspontjdhoz egy elemi magnest
rendeliink, melyek minden racsponton azonos irdnyba mutatnak, ezzel szemben a ferrimagnesekben, az elemi
magnesek kiilonboz6 irdnyokba mutatnak, a kristdly makroszkopikus magnesessége pedig az elemi magnesek
véltozo erdsségébdl ered®!. A magneses anyagok masik nagy csoportjat a diamagnesek, paraméagnesek és anti-
ferromagnesek alkotjak, ezekben ugyanis spontdn médon nem alakul ki belsé magneses tér. Diamagnesekben
a kiilsé tér hatdsara egy azzal ellentétes, mig paramagneseknél azzal megegyez iranyu belsé magneses mezd
jon létre. Antiferromagnesekben a szomszédos racspontok ellentétes irdnyd magnesesrendez6dést mutatnak,

azonban szemben a ferrimagnesekben, itt az elemi magnesek azonos erdsségtiek 8254,

L.19. Példa. A Néel-rendezddés taldn legegyszeriibb példdja az N rdcspontot tartalmazo ldncon megvaldsulo

N LT b =y faga i 10) (1.2.1)
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L2. Az SU(N) Heisenberg-modell

alterndlo rendezédés, ahol fl.Ta az iires |0) ldnc i rdcspontjdba egy a spinii részecskét kelt. A
R
Swn= ) S0 =5 (Fihy = £15)) (12.2)
4

operdtor segitségével meghatdrozhatjiuk a |7, |, 7, ..., l) rendezett dllapotban létrejovs mdgneses tér nagysdgdt,

ami nulldnak adodik.

Azonban magas koordindciés szdmu antiferromédgnesekben, vagy nem bipartit rdcsokban ez a fajta Néel-
rendez6dés nem mindig tud kialakulni, igy ezekben, a klasszikus képen tilmutatd, egzotikus magneses fazisok
jelennek meg. Ilyen egzotikus rend taldlhaté példaul a kémidban fontos szerepet jatsz6 vegyértékkotésekbdl
alkotott kristdlyban (VBS), mely bazisait a

li,j) = v, i1 L2 ol - - Tingas ding2l) (1.2.3)

allapotok alkotjak ®>, ahol
1
V2

a spin szingleteket és a, 8 pedig kiilonbozé alrdcs magnesezettségeket jelolnek, melyek a ket vektorokban valé

[i, /1 = —=(le. ) = 1B, @)) (1.2.4)

elhelyezkedése hatdrozza meg, hogy az i, illetve j rdcspontokhoz tartoznak-e. Az 1.2.3 egyenletben megadott

bézisban {[i, j]} parokat minden lehetséges médén kivalogathatjuk 387,

L.20. Példa. Négy rdcspontot tartalmazo gyirire tett, rdcspontonként egy feles spinii részecske a |V) =
[1,2][3,4] és a |H) = [2,3][4, 1] két fiiggetlen VBS dllapotot valésithatia meg, ahol az egyes pdrositdsok a

1 3 .
AL Ao 125)

[i, j] = 75

spin szingleteket jelolik.

A VBS fézisok egy dltaldnositdsa a rezondld vegyértékkotésti fazis, mas néven a spinfolyadékok, ahol
minden lehetséges |i, j ) dllapot azonos valdszintiséggel taldlhaté meg. A spinfolyadékok létezésének sziik-
ségességének megﬁg{elése egészen 1941-ig nyulik vissza. Ekkor mutatott r4 I. Y. Pomeranchuk, hogy az
S = 1/2 antiferromagneses Heisenberg-modellben®® a kvantumfluktuécidk elmoshatjik a magneses rendezd-
dést és gap nélkiili fermion gerjesztések keletkeznek ®. Pomeranchuk megfigyelése ellentmond az addig ismert
Néel-dllapotképnek, melyben bozonikus magnon (S = 1) vagy gap-es (S = 0) szinglett gerjesztések vannak.
Ezt kovetSen 1958-ban Pomeranchuk a Fermi folyadékban instabilitast figyelt meg®’, mely tovdbb fokozta
az igényt egy Uj elmélet megjelenésére. 1973-ban megjelent a spinfolyadékok elsé elmélete. P. W. Anderson
és P. Fazekas felvetették annak a lehet8ségét, hogy frusztralt spinrendszerek alapallapotdban a benzolgytrd
rezonalé vegyértékkotéséhez (RVB) hasonldan szinglett parok alakulnak ki a szomszédos spinek kozott”!92.,
Ez a frusztralt rendszerekre javasolt RVB alapallapot energetikailag kedvez&bbnek tiint, tovabba hosszitavi

spinrendezddés nélkiili és a spin forgatdssal szemben invaridns egyedi alapallapot ad.

2.2. Heisenberg-modell

Az elkovetkezd alfejezetekben attekintem két rogzitett S = 1/2 spind elemi mégnes kdlcsonhatdsdban fon-
tos szerepet jatsz6 alapfolyamatokat, melybdl szarmaztatom szildrdtestre a Heisenberg-modellt, majd a kapott
modellt 4ltaldnositom magasabb spinekre. Végezetiil a fejezetet a szdrmaztatott modell alapéllapotanak prob-

Iémdjanak felvetésével és annak sokszintiségével zarom.
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1.2.2. Heisenberg-modell

2.2.1. Az egyes racspontokon lévo spinek kozti kolcsonhatas eredete

Most roviden bemutatom, hogy a szilardtest racspontjain kialakuld, helyhez rogzitett, elemi magnesek kozott
1étrejovo kolcsonhatdsok milyen alapvetd folyamatokbdl eredeztethet6ek és hogy az egyes folyamatok milyen
tipusu J kolcsonhatdsra vezetnek.

Mivel a leirds sordn az egyes elemi magneseket rogzitettnek feltételeztiik, igy az 4ltalunk vizsgélt szildrd
testek szigeteld fazisokat frnak le. Melyek tdlmutatnak a savszigetel§ elméleten, hiszen az elemi magnesek
(vegyértékelektronok, magmomentumok) kotottsége a racspontokon 1€vé toltéshordozok erds korrelaciéjabol
szarmaztathat6. Tehdt a magneses rendez6dés megértéséhez az egyes toltéshordozok (legegyszeriibb esetben:
elektronok) kozott fellépd Coulomb kolcsonhatast kell megvizsgdlnunk a Pauli-elv jelenlétében. A probléma
komplexitdsanak koszonhetden, az elkovetkezd fejezetekben, annak fébb tulajdonsdgait igyekszem a lehetd

legegyszeriibb modelleken bemutatni, kdvetve a 93 referencidban szereplé médot.

Pauli-elv kovetkezménye

A Pauli-kicserélddési elv szerint egy elektronrendszer teljes hullimfiiggvényének antiszimmetrikusnak kell
lennie két, szabadon vilasztott, elektron felcserélésre. Mely elv igen erds megkotést eredményez a lehetséges
hullamfiiggvények terére, ennek vizsgalatahoz vegyiik a legegyszertibb "sok" részecske elektronrendszert; a két
elektron rendszer.

Ha a rendszerhez tarsitott Hamilton-operator egyes tagjai nem keverik a spin és hely szabadsdgi fokokat,
akkor az elektronrendszer teljes hullimfiiggvénye a [¥) = |¢)®|y) szorzat alakban irhatd, ahol |p) az elektronok
helyét, mig |y) az elektronok spin 4lldsat adja meg. Mivel a spin rész az egyes elektronok feles spinjeibSl
épiil fel, igy |v) megadhaté a [T, T), 1T, 1), 1L, T),1l, 1) bazisok segitségével, melyekbdl a kovetkezd §2 és S,
sajatallapotokat keverhetjiik ki:

Sy = \i@m,w—m» S =0 (szinglet), (1.2.62)
[T, T

Ty = & =LD+ILD) S =1 (ripley). (1.2.6b)
11,1

Ha ezekben az allapotokban felcseréljiik a két részecske helyét, akkor 1athatjuk, hogy mind a négy allapot per-
mutacids sajatallapot is; a szinglet allapot antiszimmetrikusan, mig a triplet allapotok szimmetrikusan transz-
formaldédnak, igy a szinglet spinrészhez szimmetrikus térrészt kell vdlasztanunk, mig a triplettekhez pedig an-
tiszimmetrikusat.

Tehat a Pauli-elv 6sszek6ti a hullimfiiggvényben szerepl6 spin-, illetve térrészt még akkor is ha a Hamilton-
operator nem tartalmazza explicite a spin részt. Erre egy egyszer( példa a hidrogén molekula két elektronjanak

a mozgasat leir6 Hamilton-operator

Hite, = ho(r1) + ho(r2) + v +V0 77", 12.7)
ahol az egyes elektronok szepardlt
1 e’ e’
ho(r) = 5—V? - - 12.8
o= 5w TRl =R (1.2.8)
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L2. Az SU(N) Heisenberg-modell

problémdjit egy taszité

- ez
Ve ¢ = —— 1.2.9)
¢ lri = ral
Coulomb-kolcsonhatds koti 0ssze, valamint az R; és R, pontokban rogzitett protonok kdzott
pr-p* e
I 1.2.10
< TIR-R (210
taszitas ébred. Az egyes atomi Hamilton-operatorokra vonatkozé
ho(r) len(r)) = &n l@n(r)) (1.2.11)

sajatértékegyenletet |r — Rj| << |r — R,| és |r — R,| < |r — R;| hataresetek esetén ismertnek tekinthetjiik, hiszen
nem mds mint a hidrogén atom centralis erSterében mozgd elektron sajatértékegyenlete. Ezen megolddsok
kozill az gy legkisebb sajatértékhez tartozé sajitvektort jeldljiik a kovetkezOképpen: |¢o(r)) = |pr(r)). Addig
amig a hidrogén molekula két protonja elegendden tavol van egymastdl addig az eredeti probléma megoldasat
kozelithetjiik az egyik, illetve a masik protonra centralt |¢;(r)), illetve |¢,(r)) térrésszel. Az ily médon kapott

egyrészecske hullamfiiggvényekbdl a kovetkezd kétrészecske bazisokat épithetjiik fel:

Iror) = 1o (r), ¢r(r2)y s I D =1pr(r1)s ¢u(r2)), 1L r) =1di(r1), ¢r(r2)), LD = lu(r1), ¢i(r2)) . (1.2.12)

Az |r,r) és |l,[) bazisokat ionizélt, mig a |/, r) és a |r, [) bazisokat kovalens bézisoknak szoktdk nevezni, mely
elnevezés az elektronoknak, az egyes protonokon vald, eloszldséra utal.

Vegyiik észre, hogy ezekbdl a bazisokbdl egyetlenegy antiszimmetrikus (tér)dllapot keverhetd ki

1
|ASz) = ———= (|, —|nD), 1.2.13)
V2(1 = N?)
ahol N = (l|r) az dgynevezett atfedési integral. Viszont szimmetrikus bazisok kikeverésére tobb lehetdségiink
is van, melyek azonban nem ugyanakkora val6szintiséggel fordulnak eld, hiszen az elektronok taszitd tulaj-
donsdgabdl kovetkezden az elektronfelhd szeret széthiizédni, igy az ionizalt dllapotok kisebb valészinliséggel

jelennek meg, mint a kovalens édllapotok. Tehat egy altalanos szimmetrikus allapot a kdvetkez8képpen irhatd
fel

|
GS2() = 15 |1+ 2L 7y + 11, 1)) + 2200 1) + I, 1) (1.2.14)

ahol a A paraméter segitségével minimalizdlhatjuk az energidt kiilonbdz6 protontdvolsdgok esetén és N(A)
biztositja a hulldmfiiggvény norméltsagit. Az igy kapott szimmetrikus dllapotnak két kitiintetett hatdresete

van;ad=0

|HL) = ;(U, ry+1r1)) 1.2.15)

V2(1 + N?)

Heitler-Londonésa 1 =1

1
|MP) = m (r,ry +1Lry +|rnl)+1L,1)) (1.2.16)

molekulapélya allapot.
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Direkt Kicserélodés (exchange)

A hidrogén molekula sajatérték problémdjanak Heitler-London kozelitésében megfeledkeziink az ionizalt bazi-
sokrol és feltessziik, hogy lesziikithetjiik a vizsgalt Hilbert-teret a kovalens bazisokkal kifeszitettre. Ez esetben
az elektronrendszer teljes hullimfiiggvénye |T )y = |ASz)Q|T) vagy |S )y, = |HL)®|S ) lehet, melyek varhat6

energiakiilonbsége (a spin résztdl fiiggetleniil)

2Jir = Er—Es =uL(T|Hp, |T)aL —HL (S| HHh, IS )uL = (ASz| Hy, |ASz) — (HL| Hy, [HL)
_2(‘Kz,r - N°Ci,;) = 2N(1 = N*)T1,

B 1-N* ’ 1.2.17)

ahol

_ Hi,—NHy,

Tir = TN (I1.2.18a)

és
Hir = i) ho(r) (1) , (1.2.18b)
Hip = (i) ho(r)1¢i(r)) , (1.2.18¢)

valamint

Cir = (BrDGrIVE ™ Idi(r) 16 (r2)) (1.2.18d)
Koy = (BB r)IVE S [gi(ra)) () - (1.2.18¢)

A Cy Coulomb-integral a | |¢;) 1 ésal |)) 1? toltéseloszlasok taszité kolcsonhatdsdnak, és a K kicserélodési
integral pedig a részecskék megkiilonboztethetetlenségének eredménye. Beldthatd, hogy a 7, C;, és a K,
integralok nem negativak.

Az 1.2.17 egyenletbdl kovetkezik, hogy J < 0 értéke esetén az alapallapot triplet (ferromégneses), mig J > 0
esetén szinglet (antiferroméagneses) rendez6désti, igy a kovalens bazisokkal kifeszitett térben bevezethetjiik az
1.2.7 Hamilton-operdatorral ekvivalens

H = konst. + 2J;,.8 (1)S () (1.2.19)

effektiv Hamilton-operatort. Tovdbba megmutathatd, hogy az N = 0 dtfedésmentes esetben Cy, = K, és J,; <
0, igy az alapéllapotban a ferromagneses rendez&dés lesz preferalt, tehat antiferromdgneses alapallapothoz
véges atfedésre (N # 0) van sziikségiink. Kis atfedés esetén vezet6 rendben a triplet és a szinglet dllapotok
energiakiilonbsége a kdvetkezd

Jir =2NT1, -5, (1.2.20)

azaz az elektrondllapotok kozt 1évé dtfedés mértékével megvaltoztathatd a J; - csatolds eldjele.
Ebbdl a mikroszkopikus képbdl a Hamilton-operdtorba bevezetett parkolcsonhatasok segitségével felépit-

hetjiik, a két elektronrendszeren tilnyuld, sokrészecske rendszerre vonatkozé
HINo = " J; S (m)S () 1.221)
i’j
makroszkopikus elméletet, ahol J; ; az egyes racspontok kozott kialakul6 triplet, illetve szinglet rendezddések

energiakiilonbsége.
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L1.2. Az SU(N) Heisenberg-modell

Kinetikus Kkicserélddés (superexchange)

A hidrogén molekula protonjait egymashoz kozelitve elromlik a Heitler-London kozelités és mar nem hanya-
golhatjuk el a |0, 0) tires és |1],0), |0,1]) ionizdl6 palydk hatdsat sem. Pontosabb szamolasbdl az mondhatjuk,
hogy a 1.2.19 effektiv modellben szerepld J;  direkt kicserél6dés csatoldsi dlland6ja helyett a
4r

Ji Ut = Ji + T 1.2.22)
superexchange csatolast kell haszndlnunk, ahol U = (]|,0| Hy, |1],0) = (0,71|| Hn, |0, 1|) az adott hely két-
szeres betoltésének energiakoltsége és ¢ = (1],0| Hy, |0,0) = —(0,1]| Hy, |0, 0) a hopping amplitido. Igy a
Heitler-London kozelitésen tdl, a két elektront tartalmaz6 mikoroszkopikus kép, a szinglet és triplet 4llapotok

felett tovabbra is az

HP™™ = konst. + 2J,,(U, S (r)S (r;) (1.2.23)

effektiv Hamilton-operatora vezet, mely szinglet dllapota U < 4t esetén |[MP) (fluktudld toltés eloszlas) és
U > 4t felett kovalens bazis (Mott-szigeteld).

2.2.2. Az SU(N) szimmetrikus Heisenberg-modell

Két, helyhez rogzitett S = 1/2 spinli elemi mégnes kolcsonhatdsdnak lefrdsanak legegyszerlibb modellje

az [.2.19 és az 1.2.21 kolcsonhatdsok mint4jara a
H=JS(1)S(2) (1.2.24)

Hamilton-operatorral adhaté meg, ahol a J csatolds erdssége és eldjele fiigg a kolcsonhatdsi folyamat jellegé-
t6l. A kolcsonhatés ezen feltételezett alakjat a késébbi alfejezetekben bemutatott alapvetd folyamatok részletes
targyaldsaval igazolom, azonban most réviden szeretném 4altaldnositani ezt a modellt magneses atomokat tar-
talmaz6 szilardtestekre.

Az 1.2.24 egyenlettel megadott Hamilton-operdtor dltaldnositdsdhoz feltételezziik, hogy kristdly minden i
rdcspontjdban egy S (i) eredd spin taldlhatd. A racspontok teljes spinje egyardnt adédhat a mag, vagy az elekt-
ronok mdagneses- vagy palyamomentumaibdl, valamint a kornyezé momentumok drnyékol6 hatdsdnak ered-
ményeképpen meg is rovidiilhet, azonban az éltaldnositds szempontjabdl az eredé6 momentum mikroszkopikus
képe érdektelen. Az altaldnositds sordn, a modell kezelhetoségének kedvéért, tegyiik fel, hogy a szilardtest
spinjeink teljes kolcsonhatasa parkolcsonhatdsok 6sszegeként irhat6 fel. Tovabba feltételezziik, hogy ezen par-
kolcsonhatdsok nem képesek gerjeszteni az adott rdcspont spinjét hordozé atomot, igy elegendd, csak az egyes
kolcsonhatési tagok spin forgaté szerepére koncentrdlnunk. Az ily médon lesziikitett altéren a teljes Hamilton-
operator a kovetkezd alakban irhaté

Hpeisenberg = J ) S(DS(j) (1.2.25)
@.J)
ahol (i, j) a szomszédos racspontokat jeloli és a spin operdtorok a

[Sa(D), Sp(D] = i€ap,c0i,jS (i) (1.2.26)
Lie-algebrat kovetik. Az 1.2.25 Hamilton-operdtorban szerepld bond-operator
SDS(j) o< (S (i) + S (j))? + konst. 1.2.27)
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1.2.2. Heisenberg-modell

alakjabdl 14that6 hogy J < 0 esetén a kristdlyban a ferromdgneses, mig J > 0 esetén az antiferromagneses
rendez6dés a preferalt. Ennek megfelelen a 1.2.25 modellt ferromagneses, illetve antiferromagneses (izotrop)
Heisenberg-modellnek nevezziik. Tovabba a bond operitorokbdl l4thatd, hogy a teljes Hamilton operator glo-
bélis SU(2) szimmetrikus.

Az 1.2.25 Heisenberg-modellt SU(N), N > 2 szimmetridji rendszerekre gy altaldnosithatd, hogy a S spin

operdtorokat a magasabb, SU(N) szimmetria S g generdtoraira cseréljiik, azaz

N
Hﬁeisenberg =J Z Z Sg(l)Sg(]) > (1.2.28)
@B (i)
ahol N =25 +1és
[Sg(i)’ Sﬁ(])] =0i; (6a,vSZ(i) - 5,3,,453(1')) . (1.2.29)

2.2.3. Az antiferromagneses Heisenberg-modell alapallapota

Vegyiik észre, hogy a klasszikus Néel-rend nem lehet azonos a klasszikus értelemben vett antiferroméagneses
rendez8déssel, hiszen egyetlen Néel-dllapot sem sajatvektorja az 1.2.28 Heisenberg-modellnek. Ez az § = 1/2

esetben a Hamilton-operator

&

DSOS = ) (SIS () + S,(DS () + SDS () =

@0 @)

D (STOSTG) + STDS ) + S DS () (1.2.30)
.y

H, Heisenberg

szuggesztivabb formdjabdl azonnal kovetkezik, hiszen S* és S~ 1éptetS operdtorokat tartalmazé elsé két tag

egy tetszdleges Néel-dllapotra gyakorolt hatdsa sordn megvaltoztatja annak az adott helyein 1év0 spinek 4llasat.

L.21. Példa. Vizsgdljuk meg a két rdcspontbol és két feles spinbdl dllo rendszer alapdllapotdt. Mivel a
Heisenberg-modell nem tartalmaz explicit helyfiiggést, csak spinfiiggést, igy a Pauli-elvet felhaszndlva elegenddé
csak az dllapotok spin-részéhez tartozo hullamfiiggvénnyel foglalkoznunk. Mivel a |1, ) nem sajdtdllapota a

"bond"-Hamilton operdtornak, azaz

{1
SMSOIML=0+1,T+ 3 (—5) [, T (1.2.31)
igy az alapdllapot nem kovetheti ezt a fajta rendezddést. Azonban a probléma egyszeriiségének kdszonhetden
egzakt diagonalizdlds segitségével meghatdrozhatjuk® a Heisenberg-modell alapdllapotdt ami
1
V2

szinglet, ilyen dllapotok periodikus ismétlésébdl épiil fel a VBS fdzis.

IGS) =112 =— (1L -1, ™) (1.2.32)

Az 1.21 példabdl lathatjuk, hogy a klasszikus Néel-rendez6dés nem alapallapota a Heisenberg-modellnek,
azonban egy lehetséges alapallapot lehet a klasszikus Néel-allapot a riil6 kvantum fluktudcidkkal egyiitt.
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L2. Az SU(N) Heisenberg-modell

L.22. Példa. Vizsgdljuk meg a négy rdcspontbdl és két feles spinbdl dllo rendszer alapdllapotdt. Az 1.21 pél-
ddbol okulva az alapdllapotot a |VBS) = [1,2][3, 4] VBS-dllapotnak feltételezziik, melyre a "bond" operdtor

hatdsa

—%[a,b][c,d] ha (l’.]) = (Cl’b) vagy (l’]) = (C’d)
SDS (Nla,blle,d] = {-1[b,clld,al + t[a,bllc,d] ha (i, j) = (b,c) . (1.2.33)

Tehdt a bond operdtornak azok az dllapotok nem sajdtdllapotai, melyek nem az adott bond-hoz tartozo szinglet

kombindciokat tartalmazzdk, igy a teljes
Hy = J(S(D)S2)+52)S(3) +S(3)S4) + 5(4)S(1)) (1.2.34)

Hamilton-operdtornak mdr nem lesz sajdtdllapota a feltételezett VBS-fdzis. Egzakt szdmoldssal azonban beldt-

haté%3, hogy
|GS ) o< [1,2][3,4] + [2,3][4, 1] 1.2.35)

két a két VBS dllapot keveréke mdr valoban alapdllapot, mely az egyenld lindrkombindcios silyokbdl fakadoan

spin-folyadék dllapot.

Az 1.21 és az 1.22 példak tanulsdgaként azt sziirhetjiik le, hogy a fenti rendez6dések koziil egyik se lehet
a Heisenberg-modell alapéllapota, hiszen nem sajatallapota az 1.2.25 Hamilton-operdtornak. A bemutatott pél-
ddkban egyetlenegy szobajovd alapéllapotot taldlunk, a RVB-t. Tovdbba ennél éltaldnosabban is kijelenthet;jiik,
hogy véges rendszerek esetén az SU(N) szimmetrikus 1.2.28 Heisenberg-modell alapéllapotdnak kérdése igen
érdekes kérdés és a ra adhato valasz fiigg az adott rdcs geometridjatdl és a szimmetria nagysagatol.

Az 1.2.28 Heisenberg-modellel jellemzett rendszerekben csak a spinek egymdashoz képesti pairhuzamos vagy
ellentétes irdnyu (J csatoldsi dllandé el6jelétdl fiiggden) bedlldsa van kitiintetve, azonban a modell nem mond
semmit arrdl, hogy a térben merre dllnak be a spinek, hiszen a Hamilton-operétor teljesen gdmbszimmetrikus. A
ferro- vagy antiferromagneses allapotok sértik ezt a folytonos szimmetriat, mely a Goldstone-tétel értelmében
bozonikus gerjesztéseket eredményez. Ezekkel ellentétben a spinfolyadékok nem sértik sem ezt a forgasi szim-
metridt, sem a rdcs szimmetridjat. Tovdbbd az alacsony-dimenzidés Heisenberg-modell egzakt médszerekkel
val6 megolddsa soran azt taldltdk, hogy a vizsgélt rendszerekben az alapallapot nem mutat spontin rendezd-
dést?+.

Azonban a kis rendszerektdl eltdvolodva, a termodinamikai limitben, a Heisenberg-modell sokrétii alapalla-
potot mutat, melyet elsésorban a modellhez tartoz6 racs €s az egyes racspontok spinjének mérete befolydsolja.
El8sz6, 1944-ben, L. Onsager egzakt szdmoldsdval bebizonyitotta, hogy négyzetracsra tett SU(2) Heisenberg-
modell alapallapota rendezett fizis is lehet”’”®, ezt kovetSen megindult az SU(N) szimmetrikus Heisenberg-
modell alapéllapotdnak szimmetria tulajdonsiganak vizsgalata®~'%. Az egyes eredmények azt mutattik, hogy
végtelen nagy rendszerekben az alapallapot tetsz6legesen kozel lehet a Néel-rendez6déshez, tovabba ezen ren-
dezb6désektdl vald eltérése pedig a rdcsméret csokkentésével novekszik. Tehat véges, de kellGen nagy rendszer
vizsgélata sordn az alapallapot (bizonyos paramétertartomanyban) kozelithet6 klasszikus Néel-rendez&déssel.
Azonban a kutatds sordn szem el6tt kell tartanunk Mermin-Wagner-tételt, miszerint véges hémérsékleten csak

két-dimenzié felett alakulhat ki rendezédés 100108,
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1.2.3. Optikai csapddk

2.3. Optikai csapdak

Az optikai rdcsokban csapdédzott atomok hig gdzdnak megjelenésével laboratériumi koriilmények kozott olyan
modellek tanulmanyozasara nyilik lehet6ség, melyek eredeti eléforduldsukban nem, vagy csak nehezen ta-
nulmdnyozhatéak, hiszen segitségiikkel hibamentes racs alakithat6 ki, mely rdcsgeometridja és paraméterei

109 110,111

finoman hangolhatdak. Optikai radcsok segitségével fermion -~ és bozon rendszerekben egyarént sike-

riilt Mott-fazist 1étrehozni és kimutatni. Alkali-foldfémek csapdazasaval lehetévé valt az SU(N) Heisenberg-
modellek kisérleti vizsgalata. Jelenleg, laboratériumi koriilmények kozott az eddig eldallitott legmagasabb
szimmetri4ji Heisenberg-modell két dimenziéban SU(10) szimmetrikus ' 12 hdrom dimenziéban SU(6) szim-
metrikus '3

Ebben a fejezetben roviden bemutatom a Hubbard-modell felirdsanak torténelmi hatterét, majd masodrendd
perturbaciészdmitas segitségével vazolom Hesienberg-modellel vett kapcsolatét. Ezt kdovetden a lehetd legegy-
szer(ibb modellen leirom az atomok optikai rdcsba valé csapddzdsdnak kisérleti megvaldsitdsat. Az igy kapott
rendszer lefrdsdra ugyancsak hasznédlhatjuk a Hubbard-modellt, mely paramétereinek valtoztatisara lehet6sé-

giink nyilik a csapddzasban résztvevd 1€zerek segitségével.

2.3.1. A Hesienberg-modell, mint a Hubbard modell hataresete

1937-ben J. H. de Boer és E. J. W. Verwey ramutatott''* arra, hogy némely, 3d kiils6 elektronpélyéval ren-
delkez6 atmenetifém-oxidok szigetel6ként viselkednek, habdr a sdvvezetés elmélete szerint vezetdk (van nem
teljesen betoltott sdvja). Ugyanebben a kotetben jelent meg egy révid jegyzet, melyben N. F. Mott és R. Peierls

felvetette ' 1°

annak a gondolatat, hogy Boer és Verwey altal megfigyelt szigetelés a toltéshordozok kozti erbs
taszitasabdl ered. 1949-ben N. F. Mott javasolt''® egy modellt a nikkel-oxid szigetel fizis elektron hullim-
fliggvényének leirdsara. Az 4ltala bevezetett elméletkeben a olyan szigetel fazis alakulhat ki, ahol a téltéshor-
dozok erdsen taszitjak egymast és minden racsponton paratlan szamd toltéshordozé van. A racspontok emlitett
betoltése és az er6s Coulomb-kolcsonhatds eredményeként a toltéshordozok egyenletes elrendezddése csak egy
révid fluktudcio6 erejéig véltozhat meg. fgy Mott-szigetelkben eltekinthetiink a toltésdinamikatdl és elegendd
tisztan csak a spindinamikdval foglalkoznunk, mely dinamika lefrdsdra haszndlhatjuk a mar bevezetett 1.2.28
Heisenberg-modellt.

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy az optikai csapddkban fontos szerepet jatszo, J. Hubbard és M. C.

Gutzwiller 4ltal, a vezetd - (Mott-)szigeteld atalakuldsra, bevezetett modellje '8
Hyub = Hyin + Hip (1.2.36)
ahol a kinetikus tag
Hyin == ) 1ij(c] ¢, 0+l c; ) (1.2.37)
<i,j>
a
a kolcsonhatdsi tag
Hin = U ) nignip (1.2.38)

1
a>f
az U > rt hatdrebesen, az altalunk vizsgélt Hesienberg-modellre vezet, mely latszélagos egyszertiségének

ellenére a kisérletileg megvaldsitott szilardtestfizikai rendszerek leirdsdnak egyik legjobb modellje.
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L2. Az SU(N) Heisenberg-modell

D DL s

U

1.2.1. dbra. Szomszédos racspontok spinjei kozott lehetséges superexchange mechanizmus. Két szomszédos,
ellenetetés 4llasd spin a Hamilton-operator kinetikus tagjanak koszonhetden rovid idére egy racspontra keriilhet
(mely U kolcsonhatdssal biintetve van), majd a Hyi, segitségével tjra szétvdlhatnak és a visszaugras sorédn a

kezdeti allapothoz képest kicserél6dhetnek.

A Hubbard-modellben szerepld 1.2.37 kinetikus tag a t6ltéshordozék szomszédos racspontokon valé moz-
gasat irja le, egy t hopping valészintiségi amplitidéval. Az [.2.38 kolesonhatési tag pedig, a toltéshordozok kozt
fellépd U on-site kolesonhatdsabol szarmazo energiat adja. Az U = 0O tight-bindig limitben az 1.2.36 Hamilton-
operator a {ci’cr} operatorokkal keltett szabad részecskék mozgdsat irja le (igy Fourier-térben diagonélissé vélik,
ha t; ; csak az r; és az r; koordindtdk kiilonbségétdl fiigg, azaz homogén a rendszer), mig a #;; = 0 atomi
limitben a modell egy-racspont problémava redukalodik (igy diagondlis valés térben). Véges U > Uppore kOI-
csonhatds erésség esetén a Hubbard-modell alapdllapota minden esetben Mott-szigetel$ fazis és a gerjesztési
tartomanyban megjelend gap ardnyos U-val''”. A részecskék kozt felléps U kolcsonhatés elektronokrendsze-
rekben tipikusan taszité (U > 0), mig ultrahideg atomok alkotta rendszerek esetén vonzé (U < 0) is lehet.

A kiilonboz6 Mott-szigeteld fazisok vizsgalatdhoz rendszerint elegendd a Hubbard-modell bizonyos ha-
tareseteit nézni. Péld4ul kolcsonhato részecskék alacsony energids gerjesztésének az U/t > 1 hatdresetének
vizsgalatdhoz vehetjiik a £ — J-modellt '°°-1?* Azonban ha ezen feliil a rdcspontok 4tlagos betoltés egész értékét

is megkoveteljiik ((n;) = M), akkor a B fiiggelékben bemutatott els6rendii perturbacidészdmitds végeredmény-

képpen a
L ¥
Hep== > (mlHinlj) 5 Gl Hiin ) Im) (o] = Z ChaCigCisC i (12.39)
Im),InyeFHy <z J>
% Hon

effektiv Hamilton-operatort kapjuk '>>'?°, mely az egyes ricspontokon pontosan M részecskét tartalmazé
|m),|n), ... llapotok altal kifeszitett Hy, téren hat és az |j)-re vett 6sszegzés pedig ennek a komplement te-
rén fut végig. Az 1.2.39 egyenletben bemutatott perturbaciészamitds szemléletes jelentéséhez vegyiik az M = 1
ésaa,fB € {T,]l} esetet, ekkor két szomszédos i, j ricsponton értelmezett |a, 5) kétrészecskés dllapotok az ef-
fektiv Hamilton-operator [.2.39 kifejtésében talalhaté nem elting tagok, az 1.2.1 abrdn bemutatott, kicserél6dés
irnak le, mely sordn a folyamat virtudlisan kilép a H, térbdl.

Az 1.2.39 egyenlettel megadott 1.2.36 Hubbard-modell effektiv modellje, a C fiiggelékben megadott
Schwinger-reprezentaciébol adéddan, megegyezik az 1.2.28 Heisenberg-modellel, mely U > 0 esetén anti-

ferromdgneses csatoldst eredményez.

2.3.2. A Hubbard-modell optikai csapdakkal val6 megvalositasa

Ebbe a fejezetben csak érzékeltetem, hogy az optikai csapddba helyezett atomok leirdsa hogyan adhat6 meg
a Hubbard-modellel '°7-'?8. Az egyszerfiség kedvéért fékuszaljunk csak a csapddzott atomok két hiperfinom

komponensére, mely két dllapotot jeloljiik |e) gerjesztett és |g) alapéllapottal.
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1.2.4. Atlagtér kozelitések

Az récsnak megfeleld Vgip(r) periodikus potencidl az atomok altal kifeszitett d dipdlok és a I€zerrel kel-

tett E(r) elektromagneses tér Vyip(r) = — (dE(r)) dipdl-kolcsonhatdsanak kovetkezménye, mely forgéhullami
kozelitésben o)
;

Viip(r) = — le) (g| + h.c, (1.2.40)

ahol Q(r) = —2E(r){e|d |g) a kolcsdnhatds Rabi-frekvencidja. Ha a lézerfény w €s az atomi w,g dtmenet frek-

vencidja kozott egy 6 = w — we, elhangolds van, mely sokkal nagyobb mint a Rébi-frekvencia (6 > Q(r)),
akkor a 1ézerfény nem hoz létre atomi dtmenet (az alapaléallapot gerjesztésének valdszintisége oc |Q(r)|?/462),
igy a gerjesztett allapot elimindlhat6 (adiabatikus lecsatoldssal) és a dipdl-kolcsonhatds egységoperatorként

viselkedik a |g) 4llapot méagneses alnivéin '*?, azaz

1Q(r)?
46

Viip(r) = Tors1x@F+1) & [EE)PToFs1)x@Fs1) » (1.2.41)

ahol F az alapallapot hiperfinom kvantumszama. Tehat a megvaldsitani kivant kristalyracsnak megfelel$ allo-
hullami E(r) elektromos térrel kristalyszerkezetbe foglalhatjuk az atomjainkat. Ez az 4ll6hullam, tobb (legalabb
kettd) kiilonboz6 irdnyu 1ézerfénnyel allithatjuk eld, tovabba a 1ézerek hullimhosszanak és elrendezésének val-
toztatdsdval a rdcsgeometriat is vltoztathatjuk 3013,

A kisérleti paraméterek megfelels valasztdsa esetén az egyes racspontokon 1évé atomok hulldmfiiggvényei

jol elkiiloniilnek és a csapdatérben valé mozgasuk a

2F+1

H==) > (oc,c;p+ho)+ U ) migniy (1.2.42)

i T i
Hubbard-modellel adhaté meg '*>~'3*, mely

ty o V4V o q v (1.2.43)

hopping és on-site kolcsonhatdsdnak paraméterei kiillonbozéképpen fiiggnek az egyes részecskék altal érzett
V, periodikus potencidl nagysdgatdl. Valamint az U kolcsonhatdsban megjelend a, szérdsi hossz Feshbach-

rezonanciaval valé kontroldlhatésdga révén'3136

, az 1.2.42 modellben szerepld egyes tagok dominancidja
kisérletileg konnyen valtoztathatd, mely atjarast biztosit kiilonboz6 fizikai rendszerek és a hozzajuk tartozé
effektiv modellek kozot 37138,

Tehat optikai csapdak segitségével, precizen vezérelhetd, kvantumoptikai eszkozokkel kisérletileg dton is
vizsgdlhatjuk a toltéshordozok szabad, illetve er8sen korreldlt Hubbard-modelljét. Tovdbba az igy megvaldsi-
tott racs hibamentesnek tekinthetd. Az el6z6 fejezetben megmutattam, hogy az [.2.42 modell a racspontok M
egészszamu atlagos betdltése és U > t hatdresetében az 1.2.28 Heisenberg-modellre vezet. Ezen feliil az 1.2.42

modell kiilonboz6 racsokon vett kvantumos bolyongésok vizsgélatit is lehet6vé teszi '3°-142,

2.4. Atlagtér kozelitések

A C fiiggelékben bemutatott, az {S g } operatorok C.12 Schwinger-reprezentacidjaval az 1.2.28 Heisenberg-
modell egy
H) részecske = J Z C;r,aci,ﬁcj',ﬁcj,a (1.2.44)

<i,j>

af
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két-részecske kolcsonhatdst ir le, mely megolddsdra kozelitésekre van sziikségiink. Ennek egyik mdédja, az

ugynevezett Hartree-Fock kozelités, mely sordn az el6z6 Hamilton-operatort a

=7 Z (1.2.45)

<i ]>

alakra hozzuk, ahol {)(;’Jﬁ } egy-részecske operétorok, melyek X;’Jﬁ = <)(?Jﬁ > + (X?f - <,\/;Zf>) felbontdsdval az

eredeti problémét a

Hrsseesie = 1 00 |(68) (o) + () et = () ) )| (1.2.46)

<i,j>
af
kifejezéssel kozelitjiik, ahol < > a )( operator legvaldsziniibb, ugynevezett atlagtér értéke. A Hartree-Fock
szétcsatolds segitésével az operatorok Varhatoertekenek megéllapitdsa utdn a modell egy szabad, kdlcsonhatds
menetes problémdba megy at, melyet mér analitikusan megoldhatunk.
A Hartree-Fock kozelités eszencidja abban rejlik, hogy mely operatorparokra vezetjiik be a {ng } operéato-
rokat, hiszen ha péld4ul
xir= > clc (1.2.47)

za Jha
a

spin-fiiggetlen (igy a varhat6éértéke is, mely a feltételezett rendez6dés rendparamétere), akkor a kozelités csak

SU(N) szimmetridt tart6 fazisok lefrdsdra alkalmas '*>. Ezzel szemben példdul az SU(2) szimmetrikus modell
H= JZg(i)g(j) = JZ( 247 A+ nn ) JZ B} Bij:-A] A, ) (1.2.48)
l’j l’.]

ligyes atirdsaval vizsgdlhatjuk az alapdllapot ferromégneses, illetve antiferromigneses rendez6désének mérté-
két, ahol

1
Ajj = E(fi,Tfj,l = fiLfin) (1.2.49)
a szinglet,
= —(f, NS AT (1.2.50)

144-147 ° A Heisenberg-modell szinglet

a triplet bond-operétor és : B : az operdtor normédlrendezett alakjat jeloli
és triplet bond-operatorokkal valo atirdsa a 148 referencidban szerepld médon altalanosithaté tetszéleges N-re.
A Hartree-Fock operdtorok bevezetésének tovabbi lehetdségét illusztrdlja még a 149 referencia és a A.

Auerbach, D. P. Arovas, S. Sachdev, N. Read, M. Manu és I. Affleck fizikusok idevonatkozé munkai.

24.1. Spinhullim-kozelités

Az irodalmi attekintés 2.2.3 fejezetében megmutattam, hogy a klasszikus Néel-rendez6dés nem alapéllapota az
SU(N) szimmetrikus 1.2.28 Heisenberg-modellnek, viszont bizonyos esetekben kelléen nagy rics esetén az ett6l
valé eltérést perturbativ médon kezelhetjiik. Az alapallapot ezen leirdsit spinhulldm-kozelitésnek, a klasszikus
allapottl valé alacsony energias kvantum fluktudcidkat pedig spinhullamoknak nevezziik .

A klasszikus alapéllapot és a koriilotte 1évé fluktudcidk meghatarozdsanak egyik moédja az 1.2.28
Heisenberg-modell 1.2.39 Schwinger-reprezentdciéjanak az a kozelitése, mely masodrenddi a cj, = {(Ciq) +Ciq
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részecske operatorokrol levalasztott dc;, fluktudcidkban, azaz

SW sw z: @B
HSCh =J E Cia 1,8 jﬁ o ™ HSch t. 6c 6c (1.2.51)
<tJ> (i,J)
a,f

ahol

B _ T
iy =J (50,-,;;5%,@) 1.2.52)

és a jobb oldal els6 tagjanak minimalizalasa meghatdrozza a keresett klasszikus spin-konfiguraciét, masodik
tagja pedig a hozza tartoz6 kvantumfluktudcidkat. Az ily médon kialakuld rendezddése spontdn sérti a modell

SU(N) szimmetrijat, igy a Goldstone-tétel értelmében '

, nulla energids gerjesztések jelennek meg, melyek a
mértékszabadsdgnak megfeleld, nem fizikai gerjesztéshez tartoznak. A létrejové Goldstone-mddusokat a 1.2.51
modell a fizikai térre val6 lesziikitésével utélag ki kell kiiszobolniink.

Az altalunk is kovetettet, az atlagtér kozelités masik lehetséges fajtdja az, hogy a kozelités sordn nem 1épiink
ki a fizikai térbdl, igy a végén, a kapott eredményt nem kell visszaprojektalnunk erre az altérre. A Goldstone-
moédusokat kikiiszobolendben az 1.2.28 Heisenberg-modellben szerepld spin-operatorok Holstein—Primakoft-
reprezentacidjat fogjuk alkalmazni, melyekben szerepld egyrészecske operatorok fluktudciéi mar nem 1épnek
ki a fizikai altérbdl.

Az elkovetkezd fejezetekben bevezetem az SU(2) spin-operatorok Holstein—Primakoff-reprezentéciojét és
megmutatom a hozzajuk tartozé atlagtér kozelitést, majd ezt kovetden a transzformacidt altalanositom tetszo-

leges N-re.

Holstein-Primakoff transzformacio

Az SU(N) szimmetriat sért6, klasszikus rendez6désben a szimmetria generdtorai koziil legaldbb egyikének a
varhat6éértéke nem nulla. Az SU(2) esetén a {S ,} operatorok

S*G) = bl -(2S -bib)” (1.2.53a)
S7G) = (S -bb)"-b; (1.2.53b)
S.(i) = S-bb, (1.2.53¢)

reprezentacidja lehetdvé teszi, hogy az atlagtérkozelités soran, az egyes spinekre, mint hiromdimenziés komp-
lex vektorokra gondoljunk és a {biT} bozonok pedig az ekoriili fluktudciokat keltik (melyek spin fiiggetlenek,
hiszen a kvantdldsi tengelyre, egy fazisfaktortdl eltekintve, egyetlen meréleges irdny van). A spin-operdtorok

ezen reprezentacidjdban kielégitik a
[S:(), S = £5.() & [ST@, S ()] =2S() (1.2.54)

Lie-algebrit, mely ekvivalens a szimmetria generdtorokra vonatkozé 1.2.26 egyenletben megadott Lie-
algebraval. A |ng) bozon szam sajatallapot segitségével lathatd, hogy a fizikai altér ekkor 25 -dimenzids, azaz
az §, operator {—S,-S +1,...,8 — 1,5} sajatértékeket vehet fel, mely az S = 1/2 fundamentdlis reprezenta-
ciéban (Isd. D fiiggelék) mar csak kétdimenzids: {+1/2}. Az S magasabb értéke mellett is SU(2) szimmetrikus
marad az 1.2.25 modell, hiszen S -t8l fiiggetleniil az 1.2.53 operatorok az [.2.26 kommutacids relaciét kovetik.
Tovéabba az is l14that6, hogy a reprezentdciéban biztositott, hogy ezt az alteret nem hagyhatjuk el a S+, illetve
az S~ operatorok hattatdsaval.
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Az 1.2.53 reprezenticié @ = 1/2 értéke mellett Holstein—Primakoff-reprezenticidénak nevezziik, melyben
azS* =8,+iS,6sS” =S, —iS, operdtorok egymds adjungdltjai maradnak. Az S — oo (h — 0) klasszikus

hatdresetben az 1.2.53 egyenletekben a

V2S5 —np =~ \/ﬁ(l _ Z—g) (12.55)

sorfejtéssel élhetiink. Tovabba, mig alacsony hémérsékleten vizsgaljuk az eredeti modellt, addig a masodrend
folyamatokat elhanyagolhatjuk, mely kozelités pontossagat a szimoldas végeztével ellendrizniink kell. A klasszi-

kus és alacsony energids kozelitésben az [.2.25 eredeti modell a

Henber = (Hiieieenberg) = 0, JM (S2()) + JS D bib, =konst. + JS > blb, (1.2.56)
i (i) @)

modellre redukalédik, ahol M = b;bi. A kozelitésben szerepl6é konstans minimalizaldsabol megkaphatjuk az

alapéllapoti spinkonfiguraciot.

Magas spinekre Kiterjesztett Holstein-Primakoff transzformacié

152-154 " ehhez feltételezziik,

Az 1.2.53 reprezentacié az SU(N) szimmetria {S'ﬁ(i)} generatoraira is kiterjeszthetd
hogy az adott i rdcsponton a preferalt klasszikus spinrendezddés a € (1,2, ..., N} irdnyu, ekkor az i rdcsponton

1évd egyes generdtorokat

Sy = M- pa(i) (1.2.57a)
NHORE bgT(i) M = 114(i) (1.2.57b)
Sh) = M = (i) B () 1.2.57¢)
Sy = by b5 (1.2.57d)
képpen reprezentdlhatjuk, ahol 5,y # «,
ta(i) = ﬁz b ()b () (1.2.58)
*a

M az egyes racspontok betdltése és {bgT(i)} az a irdnyra merdleges fluktuaciokat keltik.

A klasszikus és alacsony energids kozelitésekben az [.2.28 eredeti modell bond-operatora a kovetkezd
Hisenerg o ) = D SHDSS() = M3 b 0) + (B b () + he) + 4 (DEL(G)] (1.2.59)
JR%

ahol az i rdcsponton a és a j racsponton pedig S irdnyd klasszikus spindllds feltételezett. A bond-operdtorok

felosszegezésébdl lathatd, hogy ezesetben is kozelithetjiik az eredeti modellt egy kvadratikus, szabad modellel.

Order-by-disorder mechanizmus

A spinhulldm szdmolds els6 1épéseként megprobdljuk meghatdrozni az alapéllapot klasszikus spinkonfiguréci-
6jat, melyet Gigy vdlasztunk meg, hogy az 1.2.28 Hamilton-operdtorban szerepld spinekre, mint N dimenzids
vektorok tekintiink, majd az egyes vektorok irdnydnak lerdgzitésével szimultdn minimalizdljuk az energiit az
egyes élek mentén. Azonban az N nagysagtol és a racsgeometriatdl fiiggben ez nem mindig tehetd meg egyér-

telmden.
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su(2)

sz 2

[.2.2. dbra. A Heisenberg-modell klasszikus alapéllapotdnak meghatdrozdsa sordn fellépd frusztracidk és sza-

badsdgok. (a) Az haromszog geometridra tett SU(2) szimmetrikus Heisenberg-modell frusztracidhoz vezet.
(b) Az inhomogén SU(2) Heisenberg-modell fcc racsban torténd vizsgalatdndl az alapdllapoti konfiguracio
megvélasztdsdnak szabadsaga figyelhet6 meg. (c) Az SU(3) homogén Heisenberg-modell bipartit rdcson valé

megolddsa degenerdlt klasszikus spinkonfigurdcidra vezet.

Alacsony N és magas koordindcids szam esetén nem minimalizdlhaté szimultdn az 6sszes bond energia,
azaz geometriai frusztricié 1€ép fel. Talan a legegyszeriibb olyan rendszer, amiben ez a fajta frusztracié meg-
figyelhet6 az a haromszog geometridra helyezett SU(2) szimmetrikus antiferromigneses Heisenberg-modell
(I.2.2.a abra). Az els két racsponton taldlhaté spin ellentétes megvalasztasanal még nem jelentkezik fruszt-
racid, azonban a harmadik racsponthoz elérve a fennmaradt bond energidk koziil az egyiket mar nem tudjuk
minimalizdlni. Hasonld frusztraciét érhetiink el geometriailag nem frusztralt rendszerekben a homogén mo-
delltdl eltavolodva. Példaul, vegyiik egy négyszdg geometridt, melyre egy olyan SU(2) Heisenberg-modellt
tesziink, ami a négyszog hdrom éle mentén antiferromédgneses és a negyedik éle mentén pedig ferromédgneses
csatolasi allandékat tartalmaz. Ekkor a negyedik rdcsponton 1évé spindllasdnak megvalasztasakor probléméba
titkoziink.

Azonban bizonyos racsgeometridk esetén és mas inhomogén csatolas esetén tobbféle, nem egyértelmid mo-
don is minimalizalhatjuk (tagonként) a teljes energiat. Vegyiik példaul az 1.2.2.b dbran 14that6 bec racsot, me-
lyen a

H=1 SHS()+J Y SO (12.60)

(i .

Hamilton-operator klasszikus konfiguraciéjanak minimumat keressiik, ahol a szummaban szerepld ((i, j)) a
masodszomszédokat és a (i, j) az els6szomszédokra vett 6sszegzést jeloli. Mig a J antiferromagneses csato-
1as kellGen nagy a J’ ferromagneses csatoldshoz képest, addig az dbran feltételezett konfiguracié helytallo és
l4that6 hogy a cella kozepén taldlhatd spindlldsa tetszleges értéke mellett minimélis marad az energia. Ha a
modell szimmetridjit noveljiik, akkor a klasszikus konfigurdcié mdr bipartit ricsokban sem lesz egyértelmd.
Ilyen az 1.2.2.c abran lathat6 elrendezés, ahol antiferromagneses csatoldsok esetén a negyedig racspont spinje
tetszbleges ¢ értékkel lehet cos ¢ |A) + sin ¥ |B) irdnyu.

Ha feltételezhetjiik, hogy az alapallapot rendezett, de az el6z6 megfontoldsokb6l adédéan nem kaptunk
egyértelmd klasszikus spinkonfiguraciot, akkor a spinhullimszamolds soran egységesen kell kezelniink az azo-
nosan kedvezd, illetve kedvez6tlen konfigurdcidkat, melyeket példdul egy ¢ véltozdval parametrizalhatunk.
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Az igy kapott spindllasoknak megfeleléen kell az egyes racspontok spinoperatorain elvégezniink az 1.2.57
Holstein-Primakoff transzformaciét és ezt kovetden az 1/M sorfejtést. Egyes esetekben a sorfejtés egy bizonyos
rendje utdn az energiaminimalizalds egyértelmiien kivélaszt egy, a termodinamikai degenerdciondl kevésbé el-
fajult osztdlyat a lehetséges konfigurdacidknak. Tovabba ha a kivélasztds mér a spinhullimok elsé rendjében
megtorténik, azaz a 1.2.59 bond-operatorokbdl felépitett teljes Hamilton-operétor diagonalizdldsanél, akkor ezt
a jelenséget order-by-disorder-nek nevezziik 41>’  hiszen a kezdetben rendezetlen (nem egyértelmii) konfigu-

raciét a kvantum és/vagy termikus fluktuacidk egyértelmtien rendezték.

2.5. Rendezettség kisérleti bizonyitéka

A szilardtestek magneses tulajdonsdganak kisérleti tanulmdnyozasdnak egyik legelterjedtebb mddja a neutron
szOrds. Mely népszerliségét annak kdszonheti, hogy a szérdsi folyamatban résztvevd neutronok semlegesek,
igy a szildrdtesttel vald kolcsonhatdsuk sordn kozel hatdstalan annak toltéseloszldsdra, azonban spinjénél fogva
képes a kialakult spin-rendez&dés letapogatdsara. Tehat kisérletileg lehetéségiink nyilik drasztikus beavatko-
z4s nélkiil a kialakult méagneses rend feltérképezésére. Fontos megjegyezni, hogy adott energidji és impulzusi
neutronnal csak az impulzusdhoz rendelt hullimszdmu rendet és az energidjdhoz tartoz6 gerjesztéseket észlel-
hetjiik.

A neutronszoras kisérleti megvaldsitdsa sordn, a szoras eldtti neutronok kérdéses tulajdonsédgai jo kozelités-
sel ismertnek tekinthet&ek, mig iitkzés utdn mar csak az ezekhez rendelt valdszintiségi eloszlasrol beszélhe-
tiilnk. Beldthatd, hogy ezek a kapott spektrumok ardnyosak az dgynevezett differencidlis hatdskeresztmetszettel,
mely a mért intenzitas egységnyi térszog és bees6 fluxus alatt. Ha a sz6érds sordn elhanyagoljuk a neutronok a
magon torténd szorddasat és csak az egyes momentumok kozott kialakulé dipél-dipdl kolcsonhatdsra szoritko-
zunk akkor a differencidlis hatdskeresztmetszet ardnyos a dinamikus spin strukttra faktorral, azaz

d’o

dQdE * Z (6"’ﬁ h e”eﬁ)S“’ﬁ(q’ w), (1.2.61)
a,Be(x,y.z}

ahol g (w) a neutronok impulzus- (energia-) valtozdsa a szérds sordn és {e,} az @ € {x,y,z} irdnyba mu-
taté egységvektor, tovabbd az ardnyossagi tényezd a kisérleti dsszedllitds pontosabb ismeretében meghatdroz-
hat6 9%-161 Az 1.2.61 egyenletben szereplé dinamikus struktirafaktor az adott racspont spinallisanak idSbeli

korrelaciéjat méri, mégpedig a kovetkez6képpen

1 .
Sunla.0) =52 [ de (Su(a0S5(-0.0) (1.2.62)
ahol S (g, t) a spin operadtor & komponensének a Fourier-transzformaltja, azaz

Salg,1) = ). €IS o(R),1). 1.2.63)
J

A rendezb6dés tovabbi megértésének céljabdl az igy kapott hatdskeresztmetszetét szokds két részre osztani; a

Bragg-csicsokat tartalmazé

d’o
(deE )Bragg * ;(‘W - eatp)0(w) (S (@S p(-4) (1.2.64)
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és a diffazidt

d2 1 iw
( - QgE )diﬁmiés o« (;(60,/; ~ eatp)5- f dte™ |(S o(q. DS (4. 0)) = (S (@S ()] (1.2.64b)

tartalmazd részre. A Bragg-csicsok a statikus spinkorreldciés-fiiggvénnyel ardnyos, igy 6 spin-hulldm szdmolas
klasszikus rendezddéssel, mig a diffizids rész az erre raiil6 fluktudcidkkal azonosithat6.

Hasonléan feles-spinnél magasabb spin-rendszerek rendez&dését is vizsgalhatjuk a hataskeresztmetszet mé-
résével, annyi kiilonbséggel, hogy az 1.2.61 egyenletben szerepld spin korrelacios fiiggvényt az adott S spinhez

tartoz6 korrelacios fiiggvényre kell cserélniink %163,

Osszegzés

A fejezet elsd felében bemutattam hogy a Pauli-elvb6l és a direkt, illetve kinetikus kicserél6dés fenomeno-
logikus képébdl milyen modell szdrmaztathat6 egy szildrdtest két rogzitett toltéshordozdjanak spinjei kdzott
kialakulé kolcsonhatdsra. Ezen parkolcsonhatdsokbdl felépitve eljutottunk a toltésdinamika nélkiili mégneses
anyagok minimal modelljéhez, a Heisenberg-modellhez.

A fejezet masodik felében a Heisenberg-modellben el6fordulé spinoperatorok kiilonbdz6 reprezentacioit
ismertettem, melyekkel kiilonb6z6, de ekvivalens alakba irhaté az eredeti modell. Azonban az eltérd reprezen-
taciok mds és mas atlagtérkozelitéseket tesznek lehetové, példaul a spinoperatorok Schwinger-bozon reprezen-

tacidja a spin-hullam kozelités segitségével biztositja, hogy elméleti tton rendezett fazisokat vizsgalhassunk.
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ATLAGOS ELSO VISSZATERESI IDO ITERALT DINAMIK AKBAN

dott rendszert egy valosziniiségi leirds sordn mdr nem annak trajektoridjaval, hanem a mér-
heté mennyiségeihez rendelt momentumokkal jellemezhetjiik csak. Ezen momentumok koziil
az dtlagérték kitiintetett szerepet jdtszik, mely megadja hogy a szobanforgo mennyiség mérésekor
legnagyobb valdsziniiséggel mely lehetséges értékét kapjuk. Az elkovetkezd fejezetben bemutatom
az dltalunk taldlt tételeket, melyek arra vonatkoznak hogy a megfigyelt rendszer dtlagosan mennyi

idd miilva tér vissza a kezdeti dllapotdba.

"Physics is, hopefully, simple. Physicists are not."
Teller Ede

1.1. Atlagos elsé visszatérési id6 nyilt rendszerekben

Az irodalmi 4ttekintés 1.1.116 fejezetében roviden Osszefoglaltam a sztochasztikus rendszerekben az X, val-
toz6 diszkrétidejli leirdsdnak f6bb tulajdonsdgait, és megmutattam, hogy minden ilyen folyamat leképezhetd
egy grafon val6 véletlen bolyongasra. Ezzel az absztrakt képpel kiilonboz6 fizikai rendszereket egységesen
kezelhetiink, hiszen a bolyongé lehet akar; egy a levegében Brown-mozgast végzs részecske, vagy egy szilard-
testben 1évd elemi gerjesztés, vagy egy elektromosvezetd toltott részecskéje, vagy egy tobballapoti rendszer
allapota, vagy altaldnosan, barmi amelynek az id6véltozdsit megfigyeljiik. A véletlen bolyongésok ilyenfajta
altalanossagukkal a fizikai rendszerek lefrasdnak egyik vezet6 agat képviselik.

Bizonyos fizikai rendszerek vizsgalata sordn a klasszikustdl eltér$ viselkedést figyeltek meg. Egyes ese-
tekben a grafba vald tovabbi élek bevezetésével csokkent két dllapot kozti dtmenet valdszindsége (v.0. az 1.6
és az 1.7 példit), mig més rendszerekben a bolyongé megtaldldsi valoszintiségeloszldsdnak a variancidja a -
ben linedris klasszikus viselkedés helyett > skaldzast mutatott (Isd. az .15 példdban). Az ilyen folyamatok
megértéséhez a mar ismertetett kvantumbolyongdsokra volt sziikség, melyek iranti érdeklédés a kvantuminfor-

2.2 k76,164,165

matikdban alkalmazott, jelentds gyorsitast elérd Grover-keresdalgoritmusna volt kdszonhetd.

Mara mar a kvantumos bolyongésok tanulmanyozasat kiilonbozd kisérleti rendszerek teszik lehet6vé. Vizs-

166,167

gdlhatjuk kvantumelektrodinamikai rezon4torokban , linedris optikai eszkozokkel '°%~!17!| kvantumdotok-

kal'7>!73_ De talan a legigéretesebb implementicios lehetSséget az optikai asztalok nyijtanak, ahol semleges

atomokkal 139,140,174-176 1 177-179

vagy toltott ionokka , jol kontrollalt koriilmények kozott modellezhetjiik Sket,
példaul az altalunk is vizsgélt, SU(N) szimmetrikus Heisenberg-modell atlagtér elméletében megjelend (komp-

lex) hopping Hamilton-operitor segitségével !43180-182,
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Mig a klasszikus bolyongasok tulajdonsigait mostanra mar elég jol értjiik, addig a kvantumos bolyongdsok
még szamos nyitott kérdést rejtenek. Ezen kérdések koziil mi olyan iterdlt nyilt rendszerek atlagos visszaté-
rési idejével foglalkozunk, ahol a visszatérést ellenérzé mérést beleértjiik a dinamikaba '-%%7>. Az ily médén
szdrmaztatott atlagos elsd visszatérési id6 a klasszikus és a kvantumos rendszerek egyik {6 kérdésének tekint-
hetd, mely példaul a kdoszelméletben, de még a termodinamika makroszkopikus tirgyaldsdban is megtaldl-
haté 8:183-185

Az irodalmi attekintés 1.1.2 fejezetében megmutattam, hogy nyilt rendszer esetén a rendszer minden id6-
pontban megadhaté egy o(r) : H — H, véges d dimenziés H Hilbert-téren értelmezett, id6fiiggd stiriiségope-
ratorral. Ha a dinamika diszkrét ¢ € N id6lépéseken keresztiil zajlik, egy

0(0) = [¥) (V| (I1.1.1)

tiszta allapotbdl indulva, akkor iteralt nyilt dinamika esetén a o(¢) id6fejlodése egy 7 [-] kvantumcsatorna ismé-

telt alkalmazasdval leirhat6, azaz a kovetkez&képpen

d*-1
ot +1) = Tlo] = ) KoK, (IL1.2)
v=0

ahol K, : H — ‘H a csatorndhoz tartozé Kraus-operdtorok, melyek kielégitik az 1.1.63 normalési feltételt.
Tovabba megmutattam, hogy ilyen esetekben lesziikithetjiik a dinamikat a bolyongds soran bejart igynevezett
He1 (7, V) relevans Hilbert-térre (vagy ezzel ekvivalensen egy olyan legkisebb enclosure-re ami tartalmazza a

kezd&allapotot ***7), melyre val6 projekcié operatora a

T
Iy = lim supp [Z Q(t)] . (IL1.3)
T—o pury
Ezen projektor segitségével definialt
d>-1
Tylo] = Tlyoly] = Z K, IyolyK} (IL1.4)
v=0

lesztikitett dinamika minden o € B(H,)) elemet a lesziikitett B(H,e) téren beliil fejleszt, az allitds bizonyitasa
az E fiiggelékben taldlhato.
Az atlagos elsd visszatérési id6 definidlasdhoz a dinamikédba beledefinidlunk egy mérést, mely eredménye

megadja, hogy a bolyong6 visszatért-e. Tehat miden 77[-] id6lé€pés utan alkalmazunk egy
Mlo] = Ig - ¥)(¥holy — ) P (LL.5)
mérést, igy az id6fejlédés egy feltételes kvantumcsatorna iteralt alkalmazasaval adhaté meg
Ocond(t) = (MT)'[0(0)], (IL.1.6)

ahol o¢ong(#) mér csak az olyan folyamatokat tartalmazza, melyek ¢ id61épésig egyszer sem tértek vissza. Tehat

a Ocond(?) feltételes stiriségoperator trace-e

qr = Tr Ocond(?) (I1.1.7)
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megadja annak a val6szinliségét, hogy a bolyongd ¢ ideig nem tért vissza. A g, feltételes valdszinliség segitségé-
vel, az unitér bolyongédsokndl 1.1.111 egyenletben definidlt Pélya szamot a kovetkez6képpen altalanosithatjuk

tetszbleges 7 [-] kvantum csatornéra:
Rr=1- tlim Tr[(MT)' [P (PN =1 - }im Trlocona(®] =1 - tlim qr» (I.1.8)

s 2

mely egy értéke mellett a folyamatot visszatérdnek, kiilonben (1 > Rq > 0) pedig tranzitivnek nevezziik.
A 1I1.1.6 feltételes dinamika bevezetésével a

[Se]
Ty =) ip, (IL.1.9)
=1
atlagos els6 visszatérési id6ben szerepld p, elsé visszatérés valdszinlisége a

pe= (VI TIMT) ™ [o(0)]1 1¥) (IL.1.10)

alakba frhat6. Vegyiik észre, hogy a 77[-] csatorna trace 6rzési feltételébdl fakaddan a p, feltételes valdszintiség

kifejezhet6 két egymads kovets g, nemvisszatérés valdszintiségének kiilonbségeként, azaz

Pr=4q-1 —4q:. (IL.1.11)

2. 2

Felhaszndlva ezt visszatér$ bolyongdsokra az dtlagos elsé visszatérési idé meghatarozhaté a g; ismeretében

Ty= Y tp=1+) q, (IL1.12)
=1 t=1

mely a kdvetkez8 tomorebb formédhoz vezet

Ty =Tr Gcond » (I1.1.13)

ahol -
écond = tlgg @cond(t) = chond(t) . (11114)

t=0

//////

z .2

nem minden esetben létezik, azonban az F fliggelékben megmutatom, hogy visszatérd bolyongdsok esetén

(Ry = 1) a felirt 6sszefiiggés valdban teljesiil.

1.2. Kvantalt visszatérési ido

Az itlagos els§ visszatérési idével valé vizsgaléddsunkat a 2013-ban megjelend Griinbaum et al. 4ltal irt cikk !
inspirdlta, melyben felhivtdk a figyelmiinket arra, hogy iterdlt unitér dinamikdban a rendszer 4tlagosan, egész
1épés alatt tér vissza a kezdeti allapotaba (Isd. 1.13 tétel). Az altaluk megadott tételt altaldnositottuk és dssze
kotottiik a klasszikus dinamikdkban ismert tétellel, mely szerint dupldn sztochasztikus iteralt dinamikdkban
az 4tlagos els6 visszatérési id6 megegyezik a kezdbéallapothoz asszocidlt irreducibilis graf méretével (Isd. 1.7
lemma).

Mivel az iterdlt unitér dinamikdban kialakul6 bolyongasok valamilyen értelemben a permutacidés matrix-

186

szal hajtott klasszikus bolyongdsok &ltaldnositdsdnak felelnek meg '°°, igy feltételeztiik, hogy az atlagos elsé
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//////

Tehat olyan tulajdonsagot kerestiink, mely bizonyos nyilt rendszerekben is teljesiil, és O0sszekoti a "tisztan"
kvantumos eredményt a klasszikus rendszerekben talalt dupldn sztochasztikus dinamikakra vonatkoz¢ tétellel,
ebben segitett minket a kovetkezd tétel.

IL.1. Tétel. *° Vegyiik az {|i)} vektorokkal kifeszitett H Hilbert-teret, ekkor T [-] trace 6rz8 csatorndhoz rendel-
hetiink egy

Ti;=Tr(P;TP;]) (I1.1.15)
elemekbol dllo T sztochasztikus mdtrixot, ahol P; = i) il és P; = |j) {jl.

Bizonyitds. A T minden T; ; elem egy és nulla kozti értéket vesz fel, hiszen Tr P; = 1, tovdbba4 a csatorna trace
Orzd és pozitivitds 6rz6 tulajdonsdgabol kovetkezéen 0 < T; ; = <i|7' [P j]|i> < 1. A T matrix sztochasztikus
tulajdonsdga pedig a { Py} projektorok teljességébdl kovetkezik, azaz

ZT"J:TY (Z )T[P (Z |z><z|]T[P]

i

=Tr T[P]=TrP;=1. (IL.1.16)

O

II.1. Lemma. Bisztochasztikus csatorndk esetén a I1.1 tételben bevezetett T mdtrix dupldn sztochasztikus.

Bizonyitds. A bizonyitadshoz csak a T matrix duplan sztochasztikus tulajdonsagét kell belatnunk, melyhez hasz-
néljuk, fel a trace ciklikus tulajdonsagat és, hogy ebben az esetben a 7 *[-] dudlis csatorna is trace 6rz6

; T.j="Trt |P; (Z/: T[Pj]} T[Pi] [Z,: Pj] =Tr [Z 1) <J|]

=Tr Tr7P]=1. (L1.17)

|

Tehét a I1.1 lemmdbdl arra kdvetkeztettiink, hogy 77[-] unitélis csatorna esetén az atlagos els6 visszatérési
1d6 egész értéket vesz fel, mely robusztus ellendlldst mutat a dinamikdt megadd paraméterek véltoztatdsdra.

Feltételezésiinket, a precizebb matematikai elemzést megel6z6en, a kovetkez6 példaval ellendriztiik.

IL.1. Példa. Kvantumos és klasszikus rendszerek kozti folytonos dtmenetet, egy az unitér dinamikdra rdiilé

187

dekoherencia erdsségének folytonos vdltoztatdsdval hozhatunk létre'®’, igy lehetbségiink nyilik unitdlis dina-

mikdkat folytonosan vizsgdlni a két hatdreset kozott. Legyen

6
=11 > 1)l (IL1.18)
i#j
a C[-] koherens csatorndt definidlé (U = exp(—iH)), teljes hatponti grdfhoz rendelt, Hamilton-operdtor és a

dekoherencidt okozo csatorna

0ij hai=j
(Dloij=1 "7 : (IL.1.19)
(1—d)Qi’j hai#+ j
ahol o € Be(H). A T[] idblépés pedig a két csatorna konkatendldsdbdl tevidik dssze, azaz
711 =2DCl], (11.1.20)
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01k =05 d=00 | =03 d=00]
0.01F

0.001

01k =05 d=05 ] =03 d=05]
0.01f

0.001

0.1} [t|]=05 d=10 | lt|=03 d=10 [t|]=01 d=10

0.01p
0.001 |

Elsé visszatérés valészintisége (py)

0 3 6 9 12 15 18 0 3 6 9 12 15 180

Idélépés (t)

II.1.1. abra. Kiilonb6z? |t| és d futdsi paraméterek mellett a p; elsd visszatérés valdszintisége. A d = 0 esetben a
folyamatot vezérl6 7 [-] csatorna a I1.1.18 Hamilton operdtorral megadott C[-] koherens csatorndnak felel meg,

mig d = 1 esetén a dinamika helyettesithetd egy homogén Markov folyamattal.

mely d = 1 értéke mellett klasszikus, mig d = 0 értéke esetén koherens iddfejlodésnek felel meg. A d € [0, 1]
vdlasztdssal a vizsgdlt folyamat egy unitdlis nyilt dinamikdt ir le. Numerikus futdsok utdn, kiilonbozd |t| és
d értékek mellett a 11.1.1 dbrdn ldthato, merdben kiilonbozd p; eloszldsokat kaptam. Azonban minden véges
dekoherencia mellett a T; dtlagos elsé visszatérési ido, egy dltaldnos i) dllapotba, (|t|-t0l fiiggetleniil) 6-nak,

mig d = 0 esetén (|t|-16l fiiggetleniil) 2-nek adodott.

1.2.1. Kvantalt atlagos elsé visszatérési ido iteralt nyilt rendszerekben

Az irodalmi attekintés 1.1 fejezetben megmutattam, hogy a homogén Markov lancok és az iteralt nyilt kvan-
tumrendszerek kozott hiizhat6 egy szoros parhuzam. Ebben a fejezetben kimondom és bebizonyitom az unitélis

dinamikdkban talélt tételiinket, mely az 1.7 lemma kvantumcsatorndkra vett lemma éltaldnositdsa.

IL2. Lemma. A II.1.3 egyenletben megadott 1, relevdns Hilbert-térre vett projekcio operdtora és a I1.1.14

egyenletben definidlt J.onq kiilonbsége egy pozitiv szemidefinit operdtor, azaz

H¢ _ﬁcond >0. (lel)

Bizonyitds. Az E fiiggelékben bebizonyitottam, hogy supp deond : H — Hre- A 11.1.21 egyenlet ekvivalens
azzal, hogy peong minden sajatértéke nem negativ (Ocong = 0), tehdt a 1.2 lemma bizonyitasahoz elegend6

belatni a kovetkez6t: Legyen o = o' € B(Hye) és Tr o = 1, ekkor
Tr [00cona(t)] < 1 (11.1.22)

egyenlet teljesiil minden ¢ id6pillanatban. A 11.1.22 egyenlet bizonyitdsdhoz hasznaljuk fel, hogy a 7 *[-] és
M*[-] = M[-] dudlis csatornik segitségével a jobb oldal a kovetkezd alakra hozhat6

1

Tr [0Beona®] = 3 Tr [oOMTYI) CRITT = 3 (¥ (T MY [0 19) (IL1.23)
n=0 n=0

Az 1.3 és az 1.4 lemmak felhasznaldsabodl kovetkezik, hogy a 7 *[-] dudlis csatorna trace 6rz0 és az M[-] mérés
nem noveli a trace-t, igy az M7 [-] feltételes csatorna 7 *M[-] dudlisa se novelheti. Tehat a 11.1.23 egyenlet
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jobb oldalan szerepl? kifejezés 1-nél biztosan nem nagyobb. [

A 11.2 lemma értelmében véges Hilbert-téren értelmezett unitalis csatorna esetén peong 1€tezik, igy az atlagos

elsé visszatérési id6 ilyen dinamikdkban mindig véges, azaz ekkor a bolyongds (véges id6 alatt) visszatérd.

IL.3. Lemma. Az 1y és a Ocona operdtorok kiilonbsége fixpontja a mérésnek, azaz

M[Hw — Ocond] = Hw — Ocond - (11.1.24)
Bizonyitds. A T[] csatorna unitdlis tulajdonsagédbdl kifolydan a feltételes dinamika hatdsa ismert a lesziikitett

tér egységoperatordn
MT (L] = MiIy] = [y — [¥) PPy Ty — [¥) (PD' = Ty — [¥) (¥ . (IL.1.25)

A I1.1.14 definici6 segitségével pedig a feltételes dinamika a §.ong Operatoron valé hatdsa

MT [Beona] = MT {Z(MT)’[Q(O)]] = D MTYII¥) (I] = T(Geona] - 1) (] (IL.1.26)
=0 t=1

A I1.1.25 és a I1.1.26 egyenletek kiilonbségébdl €s a kvantumcsatornak linedris tulajdonsagdbdl adédik a bizo-
nyitani kivant I1.1.24 sajatértékegyenlet. []

I1.4. Lemma. Az M7 [-] feltételes dinamikdnak, csak a trividlis operdtor az egyensilyi eloszldsa, azaz ha y =
¥'t Hooy = Hyo pozitiv szemidefinit és kielégiti a kivetkezd egyenletet

MT x]l =x, (11.1.27)
akkor y = 0.
Bizonyitds. A 11.1.27 feltételbdl kovetkezden Tr y = Tr [M7T [x]], mely csak akkor lehetséges, ha
MT x] =T x]. (IL.1.28)
A T1.1.27 és a I1.1.28 egyenletek kovetkezményeképpen y a mérésnek is fixpontja, melybdl az kdvetkezik, hogy
My ¥y =0. (I11.1.29)
Ezek ismeretében a y és a dinamika sorédn érintett o(¢) sirliségoperator kozti atfedést
Tr [ro()] = Tr [ T'I¥) CPII] = (¥1(TY ] 1) = (Flx [¥) =0, (IL.1.30)

ahol felhasznaltam, hogy az 1.9 tétel kovetkeztében, ha y a 7[-] csatorna fixpontja, akkor a 7 *[-] dudlis csa-
torndnak is fixpontja. Mivel a I1.1.30 egyenlet minden #-re fennall, tovabba o(r) sajatvektorjai kifeszitik a teljes
relevans Hilbert-teret, igy a y : Hiel — Hiel atfedése a {p(r)} dllapotokkal csak akkor lehet nulla ha y = 0. [J

//////

unitdlis iterdlt nyilt rendszerekben'?) Egy kvantumos bo-
lyongdsban, ahol T[] unitdlis a relevdns Hilbert-téren, az dtlagos elsd visszatérési ido egész és megegyezik a
relevdans Hilbert-tér dimenziojdval, azaz

T [Iy] = Iy - Ty = dim Hy, . (I1.1.31)
Bizonyitds. A11.2, 11.3 és a I1.4 lemmd&kbdl kovetkezéen d¢ong = Ly, melybdl a I1.1.13 egyenlet felhaszndldsdval

adodik a bizonyitani kivant tétel. [

Tehat unitélis dinamikakban az atlagos els6 visszatérési id6 a folyamatot megad6 csatorna paramétereitdl
egyészen addig fiiggetlen, amig a bolyongds soran bejart Hilbert-tér dimenzidja valtozatlan.
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1.2.2. Példak

P S SRR Tk RY: PR P S PR~ PRSP L SRS P LS SN SIS P

Az el6z6 fejezetekben nyilt rendszer esetén definidltam az atlagos els6 visszatérési id6t, €s kimondtam uni-
talis iterdlt dinamikak esetére az altalunk taldlt I1.2 tételt. Az elkdvetkez6 fejezetekben két analitikus példan
megmutatom a relevans Hilbert-tér szemléletes jelentését, majd ezt kovetden néhdny példan keresztiil illuszt-
rédlom a tételiink erdsségét. Azonban mieldtt ratérnék a példdk targyaldsara, roviden Osszegzem az ott hasznalt
numerikus modszert.

A 11.1.13 egyenlet kozvetlen kiértékelése numerikusan nagyon koltséges, azonban az 1.4 és az 1.5 példdkban
bemutatott trilkkh6z hasonlé szdmolds segitségével jelent6sen lecsdkkenthetjiik a futdsi id6t. Ehhez hatdrozzuk
meg a d dimenzi6s Hilbert-téren értelmezett M7 [-] feltételes dinamika @ darab X sajdtvektorjat és a hozza-
juk tartozé A; sajatértékei

MTIXO] = ;X9 (I1.1.32)

7z

Ezt kovetSen hatdrozzuk meg a kezddallapot

d2
) (¥ = > X (IL1.33)
i=1
felbontasat, ahol ¢; € C kifejtési egyiitthatok. A kifejtésnek kdszonhetSen a kezddallapot id6fejlodése egyszeri

hatvdnyozdsba megy it
Ocona(t) = MTYTIE) (P = ) cidi X, (IL1.34)

1

melybdl az atlagos elsd visszatérési id6

00 00 00 d?
Ty =Tr D geona(t) = - > eATrXO = 3" T XO Y 0= - i’/l.Tr X (I1.1.35)
=0 =0 i =0 i=1 !

i

Fontos megjegyezni, hogy az el6bb ismertetett modszer a lehetséges csatorndk egy nullmértékdi osztalyatol

eltekintve mindig alkalmazhat6, melyre a futdsok soran tigyeltem.

Relevans Hilbert-tér bemutatasa kiilonbozo analitikus példakon

Az éltalunk kimondott I1.2 tétel szerint unitalis bolyongdsok esetén az atlagos elsé visszatérési id6 megegyezik
a II.1.3 relevans Hilbert-tér méretével, akarcsak klasszikus esetben, ahol duplan sztochasztikus dinamikdkban

a kezddallapothoz rendelt irreducibilis tartomdny méretével volt egyenlé. Ebben a fejezetben két analitikus

példan demonstralom, hogy a dim%H. a két hatdresetben jelentSsen eltérhet.

IL.2. Példa. Hatdrozzuk meg az

M-1
H=> t;|pO+He. U=e™ (I1.1.36)
j=1
M pontii csillaggrdfban a |0) dllapotba valé dtlagos elsd visszatérés értékét, kiilonbozd d dekoherencia értékek
mellett, azaz a teljes idblépést

TI1=DU- U, (11.1.37)
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I ST Tisa2 d=1|
I' ' ' ' %2#/5 d='0A7—

'f:ﬂ'Y/Q d;O

t~n/4 d=0.7 {

“ixa/4 d=0

Elsé visszatérés vsz-e (p)

2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
Idélépés ()

II.1.2. dbra. Az elsé visszatérés valoszintiségeloszldsai az M = 6 racspontot tartalmazé csillaggrafban, melyek
a 7 dtmeneti amplitidé valtoztatdsdval kiilonbozSképpen viselkednek. Véges dekoherencia esetén Ty = 6, mig

a d = 0 specidlis esetben Ty = 2.

a kvantumcsatorna adja, ahol D|-]-t a

V1)l haje{0,1,....M—1
K, - 17> <l Jed } (IL.1.38)

V1i-dly haj=M
Kruas-operdtorok definidljdk és a hatdsa megegyezik a I1.1.19 egyenlettel. A d = 0 dekoherencia mentes esetben

egy badzistranszformdcioval a folyamatot vezérld 11.1.36 Hamilton-operdtor a kovetkezd alakra hozhato
H=1t){0| + H.c., (I1.1.39)

ahol
M-1 172 M-1
=R =Y gl (IL1.40)
j=1 J=1

Mivel a I1.1.39 Hamilton operdtor
1
|+) = —=(10) £ [1)) (1.1.41)
V2

két sajdtdllapota egyiitt teljesen dtfed a |0) dllapottal, azaz | (O+) | + | {0|-) | = 1, igy ebben az esetben a bejdrt
altér 2 dimenzios, vagyis To = 2. A d # 0 esetben a 11.1.39 Hamilton operdtor
M-1 iing/im
e
)= —— W (I1.42)
=1 l

P

sajdtdllapotai mdr nem lesznek "dark-state"-ek, azaz a |0) kezdddllapottal valo dtfedésiikkel elérhetévé vdlnak,
tehdt ebben az esetben Ty = M.

A d = 0 analitikus vizsgdlatabol ldthato, hogy a p; elsé visszatérés valosziniisége érzékeny a {t;} hopping

A

amplitudokbdl elddllitott T mennyiségre. A I1.1.2 dbrdn taldlhato eloszldsok az I.14 példa segitségével megért-

hetdek, hiszen a d = 0 esetben a bolyongds helyettesithetd, egy szimmetrikus klasszikus bolyongdssal, mely

dtmeneti mdtrixa a kovetkezd

(I1.1.43)

7 cos?it

cos?7 sin*7
W = )

sin
Tehdt T ~ 0 értéke mellett W ~ 1, mig  ~ /2 esetén W =~ |t) (0| +]0) (t|, igy a f =~ 0 esetben a bolyongé majdnem

minden esetben helyben marad, mig  ~ /2-re a két dllapot kdzti majdnem folyamatos ide-oda pattogdst végez.
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I1.1.2. Kvantalt visszatérési ido

I1.1.3. dbra. A Ty részleges atlagos elsé visszatérési id6
az M = 6 racspontot tartalmazo csillaggraf |0) kezd6al-
lapotba N = 700 (magenta) és N = 7000 (sarga) 1épé-
sig, valamint a II.1.35 egyenletbdl ad6d6 egzakt ered-

mény (piros). A szinessel jelolt tartomdny 2000 kiilon-

boz6 darab, véletlen {#;} hoppingokkal generalt, dina-

700 iterdci6 — mikak szérasabdl adédd szimmetrikus eltérés, azaz be-

7.000 iteracié
oo iteraci6 —

Atlagos els6 visszatérési idé (Tp)

csiilten, 65% valdszintiséggel a lim Ty a jelolt tarto-

R many beliil lesz.
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 L0

Dekoherencia mértéke (d)

A dekoherencia az dtlagos elsd visszatérési értékre gyakorolt szerepének numerikus vizsgdlatdhoz dbrdzol-
tam (11.1.3 dbra), a fiiggelék F.5 egyenletében definidlt, Ty véges felosszegzést kiilonbozd N-re, a G fiiggelékben

szerepld, véletlen modon vdlasztott {t;} hopping amplitiidokkal generdlt sokasdgban.

11.3. Példa. Hatdrozzuk meg a Il.1 példdaban definidlt bolyongds dtlagos elsd visszatérési idejét a d = 1 klasszi-
kus és d = 0 koherens limeszben. A d = 1 esetben a bolyongds helyettesithetd egy specidlis, szimmetrikus
klasszikus bolyongdssal. Altaldnos M > 2 grdfméret esetén a bolyongds dtmeneti mdtrixdnak diagondlis elemi

azonosan
M*+1 2M-1)
+
M2 M?
tovdbbd az 0sszes offdiagondlis eleme is megegyezik

Wi = (cos(f) cos((M — 1)t) — sin(¢) sin((M — 1)t)) , (11.1.44)

1 - W,

W= A1 (11.1.45)
Igy az dtmeneti mdtrix a M = 6 és t = 0.5 értékek mellett
W = 0.447 - Tg +0.111 > 1i) (jl - (I.1.46)

i£]
Mivel a bolyongds dupldn sztochasztikus (s6t szimmetrikus) és valoban egy 6 rdcspontii grdfot jdr be, igy

az dtlagos elsd visszatérési idd ebben az esetben hatnak adodik. Mig a d = 0 koherens iddfejldodés esetén a

bolyongdst leképezhetd egy

(IL.1.47)

[ 0 6—1]
Hred=

6-1 6-2
Hamilton-operdtor segitségével egy kétdimenzids altérre’, tehdt ebben az esetben az dtlagos elsé visszatérési

idd kettd lesz. Pozitiv d esetén az el6z0 leképzés nem tehetd meg, igy az ott a bejdrt tér valoban 6 dimenzids

marad.

Szimmetria tord, de nem unitalitas sérté dinamika vizsgalata teljes grafon

Az1.1.12 példa azt demonstralta, hogy a dupldn sztochasztikus métrixok nem csak szimmetrikus bolyongdsokat
irhatnak le. Ebben a fejezetben aszimmetrikus populaciéatvitel segitségével bemutatok egy unitalis kvantum-
csatornét, mely altal leirt bolyongés semmilyen értelemben sem tekinthet$ szimmetrikusnak.
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IL.1. Atlagos elsG visszatérési idG iterdlt dinamikakban

(a) (b)

e
=

0.01
0.001

o
=

0.01
0.001

e
=

0.01
0.001

Elsé visszatérés valészintisége (py)

4 ~<«-" 3 2 1 6 8 0 12 14
d Idélépés ()
I1.1.4. abra. Az els6 visszatérés valészintiségeloszldsa egy M = 6 racspontu teljes grafban, ahol a dinamikdban
egy unitér id6lépést egy aszimmetrikus populdcidtranszfer kovet (Isd. (a) dbra). A bolyongas unitér id6fejls-
dését egy U = e~ operitor definidlja, ahol H egy véletlen hermitikus métrix, mely minden #;, ;j elemének az
abszolutértéke 0.1-nél kisebb. Habar a (b) abran lathat6 p, valosziniliségi eloszlasok jelent6sen eltérnek, mégis

a hozzdjuk tartoz6 Ty = ), tp, atlagos elsd visszatérési id6k megegyeznek (T = 6).

1L.4. Példa. Hatdrozzuk meg
M
T11=) KU-(KU)', (I1.1.48)
Jj=0

ahol

Vd|jy(j+ 1 haje{0,1,....M -2},
Ki=3Vd|M—-1){(0| haj=M-1 (11.1.49)
VI —dly ha j=M

iddfejlddésben az dtlagos elsd visszatérési idot a |0) dllapotba. A 11.1.48 egyenlettel leirt folyamatban minden
unitér lépés utdn alkalmazunk egy aszimmetrikus populdciotranszfert, mely a 11.1.4.a dbrdn illusztrdlt modon,
egy kor mentén hajtja a bolyongdt, ezzel sértve a bolyongds szimmetrikussdgat. Azonban, mivel a {K;} operd-

torok is eleget tesznek a bisztochasztikussdg 1.1.63 és 1.1.58 feltételeinek, azaz
M M
1 _ _ T
ZO KK, =TIy = Z(;KjKj : (I1.1.50)

igy a teljes T[] idblépés is bisztochasztikus, tehdt To = M.

A populdciotranszfer hatdsdnak vizsgdlatahoz vdlasszuk az U unitér operdtort az Iy egység kozelinek. A
I1.1.4.b dbrdn az U = e~ vdlasztdssal éltem, ahol H a teljes hatpontii grdfhoz tartozé Hamilton-operdtor, mely
t; j dtmeneti amplitiidoit a G fiiggelékben megadott modon, egyenletesen vdlasztottam a 0.1 sugarii egységkéron.
Az unitér operdtor ilyen értékei esetén a koherens iddfejlédés alig lépteti a bolyongot, igy d ~ 0 esetén p; ~ 1,
mig d ~ 1 esetén pe ~ 1. Mivel mindkét esetben a visszatérési idé To = M, igy a d ~ O esetben a p, egy lassan

lecsengd, hatvdny farki eloszlds, szemben a d ~ 1 esettel, ahol exponencidlisan eltiinik.
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I1.1.2. Kvantalt visszatérési ido

Egyetlen populaciotranszferrel sértet unitalis dinamika teljes grafon

Az eddig attekintett példdkban megmutattam, hogy ha a 77[-] csatorna unitalis, akkor a I1.2 értelmében a rend-
szerben definidlt atlagos elsé visszatérési id6 egésznek adddik, a csatorndban szerepld paraméterek tdg tartoma-
nydban. Most, egyetlen populdciétranszfer segitségével, azt mutatom meg, hogy hogyan viselkedik az 4tlagos

els6 visszatérési id6, ha a 7 [-] csatorna fokozatosan elveszti az unitalis tulajdonsagat.

IL.5. Példa. Hatdrozzuk meg a
7O = > KU - (K U)! (IL.1.51)
1=0,1
ahol
\d; |(j = DmodM) hal=0
Iy +({T=dj=Djy{(jl hal=1

iddfejlodésben az dtlagos elsd visszatérési idot a |0) dllapotba. A 11.1.51 egyenlettel definidlt idolépésben min-

K =

1 (IL.1.52)

den unitér lépés utdn alkalmazunk egy populdcictranszfert, mely a d rdta fiiggvényében dtviszi a bolyongot a

|j) dllapotbol a |j — 1) dllapotba, mellyel sériil a bolyongds unitalis tulajdonsdga, azaz

M
Z KK, =Ty, (I1.1.53)
Jj=0

mig d > 0 esetén
M
Z KK #1Ty, (IL.1.54)
=0

igy d # 0 értéke mellett mdr nem biztositott, hogy a Ty az dsszefiiggd tartomdny méretével egyezzen meg.

A populdciétranszfer hatdsdnak vizsgdlatdhoz vdlasszunk egy M = 6 rdcspontii teljes grdfot, melyre a
11.1.5 dbra jobb oldaldn taldlhato a,b,c kiilonbozd transzportfolyamatokat tesziink. Az dtlagos elsd visszatérési
idd erds d fiiggést mutatott, mely megdllapitdsdhoz, 2000 kiilonbdzd unitér dinamika mellett meghatdroztam az
értékét. Az U operdtorokat az M = 6 dimenziés unitér operdtorok halmazdbdl egyenletesen mintavételeztem’®,
majd ezt kovetden, d kiilonbozd értékei mellett kiszdmoltam a futdsokbol adodo dtlagos elsé visszatérési idok
alkotta statisztikdk medidnjdt, also és felsd deciliseit.

Az unitalitds fokozatos megsértésével, vdarakozdsunknak megfelelden, a 11.1.5 dbra jobb oldaldn ldthato
kiszélesedést mutattdk a statisztikdak. Tovdbbd jol megfigyelhetd, hogy a populdciotranszfer irdnydtdl fiiggden
az dtlagos elsd visszatérési idd ndhet és csokkenhet is. A j = 0 esetben a populdciotranszfer a visszatérés ellen
dolgozik, mely végsd soron az dtlagos elsd visszatérési id6 T « 1/(d — 1) divergencidjdt okozza (Isd. 11.1.5.a.2
dbra). A j = 1 esetben a visszatérés felgyorsul és a d = 1 limeszben az dtlagos elsd visszatérési idokbdl készitett
statisztika medidnja az M2 = 3-hoz tart, mely egybevdg az intuitiv képiinkkel, hiszen ekkor az M lehetséges
rdcspont koziil az unitér dinamika végén a bolyongo |0) és a |1) dllapotokban levését visszatéréssel azonositjuk.
Végezetiil, a j = 3 indifferens populdciotranszfer esetén a I1.1.5.c dbrdn ldthato, hogy a statisztika medidnja

érzéketlen a d rdta értékére, a statisztika kiszélesedése pedig az unitalitds sértésnek koszonhetd.

értéket. Azonban, feltehetGen a példaban szerepld ilyen esetek a bolyongds paramétereinek véletlen finom-
hangoldsabdl erednek, azaz a kialakult kvantaltsdg nem robusztus a paraméterek véltoztatdsdra. Mégis fontos
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IL.1. Atlagos elsG visszatérési idG iterdlt dinamikakban
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II.1.5. abra. A T, éatlagos els6 visszatérési id6 egy M = 6 pontd teljes grafon, ahol minden unitér id6lépést
kiilonb6z6 populacidatvitel koveti. Az egyes inkoherens folyamatok elrontjdk a csatorna unitalitdsat, igy a T

tobb lehetséges értéket vehet fel, a kiszélesedések tipikus értékeit a besatirozott tartomdnyok jelolik.

megjegyezni, hogy még klasszikus esetben is lehet taldlni, a dupldn sztochasztikus folyamatokon tdl, a bo-
Iyongdsoknak egy olyan osztalyat, ahol széles tartomadnyon beliil egész az atlagos els6 visszatérési id6 (Isd.

kovetkez6 példa).

11.6. Példa. Hatdrozzuk, meg a

1o 1 1 ... 1 1
we L (IL1.55)

Mlwi wy ws ... wy_1 wy

M dimenzios dtmeneti mdtrixszal definidlt klasszikus bolyongdsban az dtlagos elsd visszatérési iddt az 1 dl-
lapotba, ahol a {w;} vektorok M — 1 darab komponense tetszdleges, mig W kielégiti az 1.1.11 sztochasztikus
tulajdonsdgot. Ha a bolyongds reguldris, akkor a rt egyensiilyi eloszlds meghatdrozhaté a W mdtrix hatvdnyo-

zdsdval. Tehat, ekkor az dtlagos elsd visszatérési idé megdllapitdsdhoz elegendd a
M1 = lim (Wy ) (I1.1.56)

komponenst meghatdrozni. Némi vizsgdlodds utdn beldthaté, hogy

Wi = W hia, (I1.1.57a)
1 _ _
W2 = o= [W s+ (M =W iz (IL.1.57b)
igy a kovetkezd rekurziv egyenletet kell megoldanunk
1
ar = M1 la;—>+ (M =2)a,], (IL.1.58)
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II.1.3. A csatorna fixpontja és az dtlagos elso visszatérési id6 kapcsolata

aholay =0ésa; =1/(M —1). A Il.1.58 egyenlet a polinom modszer segitségével megoldhato, ehhez helyette-

sitsiik az a;-t az x'-nel, azaz

X = ﬁ[l + (M - 2)x]
x1=1 és xp= 1_;, (I1.1.59)

melybdl .
a,:cllt+cz(1_N) . (I1.1.60)
A kezdeti értékekbdl meghatdrozhatjuk a {c;} konstansok értékét: ay =0 — c; = —cpésay = 1/(M—-1) - ¢; =

1/M. Igy alkalmazhatjuk az 1.6 Kac lemmdt, melybdl az dtlagos visszatérési idé a kivetkezének adédik
-1

T =M. (IL.1.61)

1 NN R A A
=—=lim|—-—|——
Hl,l t—oco | M M\1-M

A kapott eredmény a kovetkezo szemléletes jelentést hordozza: az adott folyamatra tekinthetiink 1igy, mint egy

kétponti grdfon (ahova nézziik a visszatérést és a rendszer tobbi része) vett

0 (M-1!
Wied = l ( M_z) l (11.1.62)
L 5=

dtmeneti mdtrixszal megadott bolyongds, azaz a bolyongo egy lépés alatt elhagyja a kezdeti pontot, majd dtla-
gosan M — 1 lépés utdn visszajon. A 11.1.62 mdtrix hatvdnyozdsdbdl a
L L
Mreq = lim Wy, = [ MM l (I1.1.63)

3 1 1

M-1 M-1

s 2 2

egyensiilyi eloszldst kapjuk, mely az eldz6vel megegyezd dtlagos elsd visszatérési értéket adja.

1.3. A csatorna fixpontja és az atlagos elso visszatérési ido kapcsolata

Vegyiik észre, hogy a duplan sztochasztikus rendszerekre vonatkozé 1.7 lemma az 1.6 Kac lemma egy speci-
alis esete. fgy, a homogén Markov lancok és az iteralt nyilt kvantumrendszerek kozott hizhaté analégiabdl,
felmeriilt benniink annak az igénye, hogy taldljunk az unitélis dinamikdkhoz rendelt I1.2 tételnél tdgabb, a 1.6
Kac lemmadnak a kvantumcsatornazénkra vonatkoz6 megfelel6jét. Ebben a fejezetben kimondom és bebizo-

nyitom a kvantumcsatorndk egy széles osztdlyara taldlt tételiinket, melyben ramutatunk az egyensilyi eloszlas

//////

transzportfolyamatokban val6 alkalmazhatdsagét.

1.3.1. Altalanositott Kac lemma

//////

meghatarozhaté a kezdeti o(0) = |¥') (Y| dllapot a 7[-] csatorna

T-1
1 t
x = lim — Z(; T'I¥) (] (IL1.64)

fixpontjaval vett varhat6éértékének a reciprokaként.
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IL.1. Atlagos elsG visszatérési id6 iteralt dinamikakban

ILS. Lemma. Ha |Y) sajdtdllapota a I1.1.64 egyenlettel definidlt y egyensiilyi eloszldsnak, A # 0 sajdtértékkel,

akkor a |Y)-hez tartozo dcong a x egyensilyi eloszlds 1/ (| x |¥)-szorosa, azaz
1
Yy =2|¥ = Ocond = 7o—— I1.1.65
x ) [¥) Ocond <‘“II|X|\P>X ( )
Bizonyitds. Ha |V sajitdllapota a y = y egyensiilyi eloszldsnak A sajatértékkel, akkor y a kovetkezS alakba
irhaté

X =AM+ o, (I1.1.66)

ahol y, : H — H, és H, az E fiiggelékben megadott |¥')-re merSleges Hilbert-tér. A y 1.1.74 fixponttulaj-
donsagabdl kovetkezben

X1 = AMT [o(0)] + MT [x.]. (I1.1.67)

Az el6z6 egyenlet a 11.1.14 egyenletbe valé behelyettesitésébol

T T
1 1
~ _ . t - _ _ - . t _
Ocond = |¥) <‘PI+T151(30;(MT) [ﬂ (r 1 M‘Fm])] =) P+~ Tlggo;(M‘r) .l
T+1 1
- Z(MT )’Ln]] = 9) (¥l + xu = lim (M7 ) .l =
t=1
1
= ——y— limM7T)T 11.1.68
T Jim (MT)” x4 ] ( )
adédik. Mivel A # 0, igy a I1.5 lemma bizonyitdsdhoz mar csak a
lim M [x]=0 (I1.1.69)

egyenlOség igazoldsa van hatra. A y, = M7 [x] = M|x] feltételes sirtiségoperator 11.1.64 konstrukciéjabol
konnyen l4thatd, hogy v, € H;.1. Tovdbba a véges d dimenzids H Hilbert-téren hat6 7 [-] csatorna szuperope-
ratoros alakjabdl fakaddan a relevans Hilbert-tér felfoghat6 gy, mint egy a [¥') kezdeti dllapothoz és a 7[+] csa-
tornahoz rendelt (végtelenedig) véges dimenziés Krylov-altér, melyet az orbit elsd d allapota mar kifesziti ",

azaz minden o € B(H,)) felirhat6 az elsd d darab o ong(n) feltételes stirliségoperator linedris kombinacidjaként,

mely esetiinkben biztositja, hogy

L

-1
X1 =) caMT)' 1) (PN (11.1.70)

B
Il
(=]

alakban {rhatd, ahol ¢, € C. A y, I1.1.70 alakjat vissza irva a I1.1.69 egyenletbe a kovetkezbt adja:

d-1 d-1
Jim M) 1] = Jim (MT)' ;cn(M'n" (1) (] =;cn Tim (MT)"* [[¥) (1] = 0, (ILL7D)

ahol a relevans Hilbert-tér végességét felhasznélva felcserélhettiik a limeszt és a szummét, majd a H fiig-
gelékben bemutatott szdmolds segitségével vettiik a kifejezés hatarértékét. Tehat a 11.1.71 egyenlettel zarva
bebizonyitottuk a kivant allitast.[]

11.6. Lemma. Ha a 11.1.14 egyenlettel definidlt O.ong ardnyos a T [-] kvantumcsatorna a 11.1.64 egyenlettel
megadott y egyensulyi eloszldsdval, akkor az MT [] feltételes dinamika sordn (megfigyelt) |¥) kezdeti dllapot

sajdtdllapota a y egyensiilyi eloszldsnak A sajdtértékkel, azaz
X < Ocond = X |¥) = a|¥) (IL.1.72)
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II.1.3. A csatorna fixpontja és az dtlagos elso visszatérési id6 kapcsolata

Bizonyitds. A lemma kozvetleniil kovetkezik a I1.1.14 egyenlet
T
Beona = 1) (¥ + lim " (MTY[1¥) (¥ (IL.1.73)
=1

alakjabol, hiszen a feltételes dinamika az E fiiggelékben megadott |V)-re merSleges 9H, Hilbert-térre képez,
azaz (Ocond — Y)Y (Y] |¥) = 0, melybdl adéddan Jeong |¥) = [W¥). Tehdt a A sajatérték a y és a Jeong kOzti
ardnyossagi tényezd. [

IL.3. Tétel. (Kvantum Kac (qKac) tétel’) Ha a |¥) kezdeti dllapot A # O sajdtértékkel sajdtdllapota a I1.1.64
egyenlettel definidlt y egyensiilyi eloszldsnak, azaz

xI¥) =¥, (I1.1.74)

akkor a |¥) dllapotba dtlagosan
1 1

T = =
YT Tr 0O (Wlx W)

(IL.1.75)

idd miilva tériink eldszor vissza.
Bizonyitds. A 11.6 lemmabdl kovetkezik, hogy a I1.5 lemma megforditésa is igaz, azaz
1
Yy =AY & Ocond = ————<X> 11.1.76
X ¥) [ Ocond (¥lx |\P>X ( )

melybdl az atlagos elsd visszatérési id6 11.1.13 definici6jabol kovetkezik a tétel bizonyitdsa. [J

Vegyiik észre, hogy a I1.1.74 feltétel teljesiil az unitélis (igy unitér) csatorndk esetén is, ahol y oc I. Tovabba
a I1.3 gKac tétel joggal mondhaté a 1.6 Kac lemma kvantumfolyamatokra vett dltaldnositdsdnak, hiszen klasszi-
kus folyamatok esetén az egyensilyi eloszlas diagonalis, igy a I1.1.75 egyenlet az eredeti Kac tételben szerepld
1.1.92 egyenletet adja vissza, valamint akdrcsak a Kac tételben, a qKac tételben is a dtlagos els6 visszatérési

2 402

id6 a kezdeti o(0) = |¥) (| 4llapot a folyamat egyensulyi eloszldsdban vett varhat6értékének a reciprokja.

1.3.2. Példak

A I1.3 gKac tétel segitségével a I1.1.74 feltétételnek eleget tevd 7 [-] dinamikdkban az |¥) allapotba val6 I11.1.9
zetben egy analitikus példan alkalmazom az altalunk taldlt gKac tételt, majd ezt kovetéen megmutatom, hogy
tetszbleges kvantumrendszer transzportidejének meghatarozasanak a problémaja atfogalmazhat6 a 11.1.74 fel-
tételt kielégitd rendszer visszatérési idejének vizsgdlatara, és végezetiil egy példa segitségével kitekintést adok
a y és a Ty kozt taldlhato tovabbi kapcsolatra.

I1.7. Példa. Hatdrozzuk meg a
Tlol = ) BiA;Uo(BA;U)' . (I.1.77)
bj
dinamikdban a |0) dllapotba valo dtlagos elsd visszatérési idot, ahol a csatorndt definidlo Kraus-operdtorok a

kovetkezéek

(IL.1.78a)

)
Il
S O =
kgl o
s o

&=
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IL.1. Atlagos elsG visszatérési id6 iteralt dinamikakban

és
1 0 0 0 +p
Ag=| 0 1 0 , Ar=fL 0 0 0 |, (I1.1.78b)
0 0 1-p 00 O
1-¢g 0 O 0O 0 0
By = 0 1 0|, Bi=| g 0 0 (I1.1.78c¢)
0 01 0O 0 0

Tehdt U az |1) és |2) dllapotok kézott egy Hadamard-érme segitségével keverést végez, mig az A (B;) mdtrixok
p (q) valosziniiséggel létrehozzdk a 12) — |0) (|0) — |1)) dtmenetet. Felhaszndlva, hogy a

xoo O O
x=Tl=]0 xu xn (I1.1.79)
0 x21 x»

elemei valosak és x12 = x2,1, megoldhatjuk az I.1.74 fixpont egyenlet, melybdl a y mdtrixelemeire a kifejezést

kapjuk:
V1 —q(l -1 —p)p3/2

X00 , (11.1.80)

TN 0) 2+ 20(L+ pyT 1 T 1)
a1+ (1 NTP)p— T3]

X1 = , (II.1.81)
2q(1+p\/1—p— \/l—p)+ \/l—q(l— w/l—p)p3/2

X2 = pavl=p (I.1.82)

VT=q(1= VT=p)p¥2+2q(1+ pT-p- yT=p)
X2 = 1 -p(1-V1-7) (IL.1.83)

T=a(l-NT=2) P +24(1+pNT—p-T-p)

ami példdul a p1 = 0.3 és p, = 0.7 esetén

0.307 0 0
X = 0 0.637 0.159 |, (11.1.84)
0 0.159 0.056

a kovetkezd egyensiilyi eloszldst adja. A 11.1.75 gKac tétel felhaszndldsdbol az dtlagos elsd visszatérési idd a
|0) dllapotba

1
To = — =3.263, (11.1.85)
X00

ami megegyezik a 11.1.9 egyenlet kozvetlen kiértékelésébdl kapott értékkel.

Egy Hys Hilbert-téren értelmezett rendszer vezetési tulajdonsdgainak vizsgdlata sordn felmeriil§ egyik
kozponti kérdése a rendszer |p,,) dllapotdbdl inditott folyamat |p,) dllapotdnak 7, , atlagos elérési ideje. Me-
lyet folytonos idejli dinamikdkban val6 vizsgdlatdhoz szokds a rendszer dinamik4jat leir6 Hamilton-operdtorba
bevezetni a |¢,,) allapothoz tartozé forras €s a |¢,) allapothoz tartozé nyel6t, majd az igy definialt modellben
egy gerjesztés atlagos élettartalma megegyezik a keresett idével '?'=%%. Ezt az otletet alkalmazhatjuk diszkrét
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II.1.3. A csatorna fixpontja és az dtlagos elso visszatérési id6 kapcsolata

idejli bolyongdsokra is, hiszen a I1.7 példa tovabb altaldnositdsdbdl 14thatd, hogy a gKac lemma alkalmazhat6

minden olyan folyamatra, ahol a 7 [-] kvantumcsatorna felbonthat6
ot + 1) = Tlo(] = S[Dlo®]], (11.1.86)

két részre, ahol az id6lépést egy DI-] klasszikus folyamattal kezdiink, mely egy klasszikus sztochasztikus fo-
lyamattal 6sszekoti a W) kezdeti dllapotot a rendszer maradék részével, majd az id6lépés masodik felében (|'¥')
kivételével) a rendszer a S[-] evoliiciéval megadott nyilt kvantumos idéfejlédést végzi. fgy a [¥), mint egy

kontroll 4llapot hasznalhatd, ezt demonstralja a kovetkezé példa.

IL8. Példa. Vegyiink egy Hys Hilbert-téren értelmezett rendszert és hatdrozzuk meg a |¢,,) dllapotdbdl in-
ditott folyamat |p,) dllapotinak T, dtlagos elérési idejét. A Ty, megdllapitdsdhoz vezessiink be egy kiilsé
VY € Hionr. kontroll dllapotot, mely felhaszndldsdval elindithatjuk a |,,) dllapotbdl, illetve kivehetjiik a |¢,)

dllapotban a bolyongot, ez a klasszikus operdcio megadhato a
3
Dl1= ) K, K], (I1.1.87)

ahol
K1 = lom) (Y], Ky = |¥) {¢ul , K3 = Iyt @t — P (Y1 = lon) {@nl (I1.1.88)

trace 0rz0 csatorna segitségével. Majd ezt kdvetden a |V)-vel kiterjesztett teljes 0o = Ogys ® Okont rendszert

hagyjuk fejlodni az (S ® lions)[-] csatorndval. Tehdt a teljes rendszer iddfejlddése a kovetkezd

Qtot(t + 1) = (S ® ]Ikont)[D[Qtot(t)]] (11189)

melyben definidlt Ty dtlagos elsd visszatérési idd és a keresett dtlagos elérési ido kozott a
Typ=Ty -1 (I1.1.90)

kapcsolat dll fent, ahol a két idd kozti kiilonbség a kiolvasdshoz sziikséges iddbdl ered, tovdabbd ldthato, hogy
a visszatérést ellendrzé mérés segitségével elkeriiljiik a tobbszoros eléréseket. (Megj.: A teljes T[] csatorna
hdrom részre osztdsdval definidlhato olyan protokoll ami mellett az ancillafkontroll dllapot dtlagos visszatérési

ideje és a megfigyelt dllapotok kozti dtlagos elérési ideje megegyezik'”)

eloszlas kozott altalaban nem 4ll fent a I1.1.75 egyenlettel megadott kapocslat, azonban a teriilet irodalmanak
fokozatos megismerése sordn belefutottam a kdvetkezd példaba, ahol a gKac tételhez sziikséges I1.1.74 feltétel

nem teljesiil, azonban a I1.1.75 egyenlet mégis helyes eredményre vezet.

IL9. Példa. (Klasszikus-kvantum csatorndk’® ) Egy tetszéleges klasszikus-kvantum csatorna megadhaté a

dimH
Ocg(t+ 1) = Teglo®] = ) (@alo®ln) (IL1.91)

n=1

idolépés segitségével, ahol a dinamika {0} generdtorai Tr o, = 1-re normdlt, onadjungdlt és pozitiv operd-
torok. Az igy definidlt dinamika dltaldban nem teljesiti a gKac tételhez sziikséges 11.1.74 feltételt, azonban az

dtlagos elsd visszatérési idore mégis igaz a 11.1.75 egyenlet.
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IL.1. Atlagos elsG visszatérési id6 iteralt dinamikakban

A példa rovid analizdldsdabol lathato, hogy annak specidlis tulajdonsdga abbdl ered: ha az érdeklédésiinket
lekorldtozzuk a siiriiségoperdtor diagondlis elemeinek dinamikdjdra, akkor az megadhato egy W iddfiiggetlen
dtmeneti mdtrixszal, mely elemei

Winn = {ml Tn lom) (I1.1.92)

megadjdk annak a valosziniiségét, hogy a bolyongo a |g,) dllapotbol a |¢,) dllapotba dtmegy. Tehdt a W
segitségével a folyamathoz rendelhetd egy homogén Markov-ldnc, mely visszatérési tulajdonsdgai megegyeznek
az eredeti rendszerével. Igy az ehhez tartozé dtlagos elsé visszatérési id6 meghatdrozhaté az 1.6 Kac lemma

segitségével.

Ez el6z6 példa konnyen altalanosithaté és azt mondhatjuk, hogy a 11.1.75 egyenlet minden olyan bolyon-
meinek valtozdsa a tobbi diagondlis elemtdl fiigg csak (id6fiiggetlen médon). Hiszen, ekkor a diagondlis ele-
mek id6fejlodése levalaszthat6 az off-diagonalis tagok id6fejl6désérdl, és evolicidjuk megadhaté egy homogén
Markov-lanc segitségével, melyben az 1.6 Kac tétel alkalmazhat6.
teljesen megadja, addig dltalanos kvantumfolyamat esetén egyenlére még nyitott kérdés, hogy a (| y [¥') egy
komplexebb fiiggvénye, vagy akar a teljes y ismerete elegendd-e a [¥') allapotba vald atlagos elsé visszatérési

1d6 megéllapitdsdhoz.

Osszegzés

o

A fejezet els6 felében a feltételes strtiségoperator bevezetésével adtam egy alternativ meghatarozasmaédjat az
atlagos els6 visszatérési idének iterdlt nyilt dinamikdkban. Valamint bevezettem a relevans Hilbert-tér fogalmat,
mely nem mds mint az a minim4lis elnyeld tartomdny mely tartalmazza a kezddéllapotot.

A fejezet mésodik felében bemutattam az 4ltalunk taldlt tételt, miszerint unitér iterdlt kvantumcsatornak
esetén az atlagos elsd visszatérési id6 megegyezik a relevans Hilbert-tér dimenzidjaval. Ezen dinamika defini-
al6 tulajdonsdgaként a folyamathoz rendelt Kraus-operatorok teljesitik az in. bisztochasztikus tulajdonsagot,
melyet pdrhuzamba allitottam a klasszikus dinamikdk dtmeneti métrixdnak dupldn sztochasztikus tulajdonsé-
elemeztem a tételben fontos szerepet jatszo relevans Hilbert-teret, majd tovabbi numerikus példan megmutat-
tam a tételiink altaldnossagat.

A fejezet végén ismertettem a klasszikus Kac lemma altalunk felirt dltaldnositdsit kvantumos csatorndkra,
mely teljesiilését megmutattam egy analitikus példan. Ezt kovetSen bizonyitottam a tétel széleskori alkalmaz-
hat6sagat egy tetszbleges rendszer két dllapota kozotti varhato elérési id6 meghatarozasival egy iteralt, de azon
beliil tetsz6leges dinamika mellett.
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—2_
ORDER-BY-DISORDER MECHANIZMUS SORAN KIALAKULO

ALAPALLAPOT AZ SU(4) HEISENBERG-MODELLBEN

zildrdtest spinjei antiferromdgneses csatolds esetén egymdsra merdlegesen, mig ferromdg-
8 neses csatolds esetén egymdssal megegyezd irdnyba probdlnak rendezddni. A lehetséges spin
konfigurdciokhoz képest alacsony koordindcios szdmii rdcsgeometridkban az ilyenfajta rendezddés
nem egyértelmii. Tulmenve az elozd naiv képen az egyes konfigurdciok ekvivalencidja felhasadhat,
ezt a jelenséget nevezziik "order-by-disorder” mechanizmusnak. Az elkovetkezd fejezetben bemu-
tatom hogy az fcc rdcsgeometridn értelmezett su(4) szimmetrikus Heisenberg-modellben hogyan

Jjelentkezik ez a felhasadds.

"Science is the captain, and practice the soldiers."

Leonardo da Vinci

2.1. Az su(4) Heisenberg-modell vizsgalata fcc racson

Az irodalmi attekintés 2.5 fejezetében roviden kiemeltem a Heisenberg-modell fundamentélis szerepét a szi-
lardtestek elemi magneseinek kdlcsonhatdsdban. A modell ezen krucidlis tulajdonsdgét a 2.2.1 fejezetben iga-
zoltam, ahol megmutattam, hogy a Pauli-elv révén spinfiiggetlen Hamilton-operétor is befolydsolhatja a meg-
valdsuld allapot spinjét, valamint a direkt- és a kinetikus kicserélédésen keresztiil adtam egy mikroszkopikus
képet a modellben szerepld csatoldsi konstans nagysagara €s el6jelére. Majd ezt kovetGen felirtam a homogén
Heisenberg-modellt, mint az optikai csapddkba helyezett atomok er6sen kdlcsonhatd hataresetének legegysze-
ribb modelljét.

Azonban a Heisenberg-modell, egyszertiségének ellenére, mégis az optikai asztaloknal realisztikusabb fizi-
kai rendszerek leirdsara is alkalmas, mint példdul az dtmenetifémek egyes oxidjaiban és egyéb vegyiileteiben
kialakulé6 méagneses rend meghatarozdsdra. Ezen kristdlyok k6zos szerkezete olyan, hogy az dtmenetifémek
kiils6 d elektronjai, a Coulomb-kolcsonhatasnak koszonhetden, lokalizaltak, €s az adalékolt elem (példaul az
oxigén) mdgneses tere felhasitja ezeket egy e, kétszeresen és egy tr, hdromszorosan degeneralt dllapotokra,
mely 4llapotok degenericiGja a Jahn-Teller effektus'”° kivetkeztében teljesen felhasadhat. Tehét ezekben a

sz 2

modellekben a kiils6 e, héjon 1év6 elektronok superexchange kicserélddésének leirasdhoz a spin €s a toltés

szabadsagi fokon til a palya szabadsagi fokokat is figyelembe kell venniink, mely kisérletileg igazolt '*7—>%
legjobb modellje a Kugel-Khomskii modell?’’*?, A Kugel-Khomskii modell legmagasabb szimmetridji ha-

o

taresetében, amikor e, degeneracidja megmarad, a spin €s a pdlya szabadsdgi fokok egyenld sullyal kezelhetoek,
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11.2. Order-by-disorder mechanizmus soran kialakul6 alapallapot az SU(4) Heisenberg-modellben

igy a modell az e, pélydn l1év{ elektronnak 2 X 2 bels allapotot enged meg, mely lokalizéltsdga, az dltalunk is
vizsgalt’?, su(4) antiferromédgneses Heisenberg-modellt adja 2%,

A bevezet6 rész 2.2.3 fejezetében megmutattam, hogy az antiferromdgneses Heisenberg-modell alapalla-
pota igen sokrétii és erésen fiigg a modell szimmetridjatol €s az adott racs geometridjatol. Tovabba arra is fel-
hivtam a figyelmet, hogy egyik ismert klasszikus vagy kvantumos rendez6dés se lehet véges rendszerekben a
modell egzakt alapéllapota, viszont a ricsméret novelésével egyre jobb kozelitést adnak. Az su(4) Heisenberg-
modell fontossdgat mutatja, hogy su(2) Heisenberg-modell utdn az egyik legkiterjedtebb az alapdllapotdnak
meghatarozdsanak vizsgéalata. A korabbi eredmények egy és két dimenzidban valamint egyszer(i kobos racs-

k 207-217

ban spinfolyadékot jésolna , mig a koordindcids szam novelésével, bec és swedenborgite rdcsokban

klasszikusan rendezett fazist adtak '°7218219 fgy joggal feltételezhetjiik, hogy a koordindci6s szdm tovabbi
novelésével, fcc racs esetén az alapallapot klasszikus rendezddésti.

A hatralevé részben az attekintés 2.4.1 fejezetben bemutatott spinhullam szamolas segitségével meghataro-
zom az

H=J)% Ssrst) (IL.2.1)
nr

su(4) szimmetrikus antiferromagneses Heisenberg-modell alapallapotat, majd megvizsgdlom a kapott megoldas
stabilitdsdt nulla és véges hdmérsékleten is. A D fiiggelék alapjdn a modell teljes megvdalasztdsdhoz az M = 1
fundamentalis dbrazolast is kiréjuk, mely 6sszhangban van a kisérleti 6sszedllitasokkal. (Fundamentélis dbra-
zolas esetén minden racsponthoz egy négy dimenzids lokélis Hilbert-teret rendeliink /amit az @ € {A, B, C, D}
irdnyok feszitenek ki/).

Habar az M értékét egyre rogzitettiik, az elkovetkezd fejezetekben meghagyom az explicit M fiiggést,
hogy a spinhulldim-szdmol4s egyes rendjei jol elkiiloniiljenek. Tovdbba a szdmolds terjedelmessége miatt a

munkdankat igyekszem jol kovethetSen, de csak a f6 eredményekre koncentralva bemutatni.

2.1.1. Klasszikus alapallapot

A spinhulldm szdmolas elsé 1épéseként meg kell dllapitanunk, hogy milyen kozelité klasszikus rendez&dés
(spinkonfiguricid) val6sul meg az alapéllapotban, majd a Goldstone-mdédusokat elkeriilve az 1.2.57 Holstein-
Primakoft transzformacié segitségével meghatarozhatjuk az erre raiilé kvantum és termikus fluktudcidkat. Eb-
ben a fejezetben megkeresem az 6sszes lehetséges spinkonfiguraciét, mely az alapallapotban megvalésulhat.
Az su(N) szimmetriat sértd, klasszikus rendez6désben a szimmetria {Sg(i)} generdtorai koziil minden
racsponton legaldbb az egyiknek a varhaté értéke nullatél kiillonbozs. Tovabba a spinoperatorok Schwinger-
reprezenticidja lehetdvé teszi, hogy az Sket felépité C.12 Schwinger-bozonokat a klasszikus limeszben helyet-

tesitsiik a

b,y = VME,, és (b],) = VME, (11.2.2)

vérhat6 értékeikkel, ahol a {&,,} vektorok tetszleges négy dimenzids komplex egységvektorok. fgy a klasszi-
kus hatdresetben a Sg(r) = fj’afrﬁ helyettesitéssel élhetiink. Tehat az alapallapoti konfiguraciét ugy kell meg-

véalasztanunk, hogy az minimalizilja a

2
EO = jpm? Z (I1.2.3)

(rr’)

3k
Z fr,aé‘:r’ .

a
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1I1.2.1. Az su(4) Heisenberg-modell vizsgélata fcc rdcson

I1.2.1. dbra. A klasszikus konfigurdcié két specidlis esete. Az dbrdn a {¢;,} vektorok éaltal kifeszitett lokdlis
négydimenzids tér kiillonbozd bazisvektorait eltérd szinekkel jeloltem, mely irdnyok paronként merdlegesek

egymasra.

klasszikus energiat. Mivel a I1.2.3 egyenletben megadott E(¥ négyzetszamok osszege, igy annak az alsé korlatja
nulla. Mésként, a teljes energiat csak tigy minimalizalhatjuk, ha sikeriil minden egyes tagjat szimultan eltiintetni
a szomszédos &, €s &, vektorok merSleges megvalasztasdval. Ennek egy lehetséges modja a 11.2.1 dbran
l4that6 négyalracsos konfigurdcidk, azonban ezeknél dltaldnosabb konfigurdcidk is megvaldsulhatnak, melyeket

bemutatasara szentelem a fejezet hatralevo részét.

A legéltaldnosabb klasszikus konfiguracié a kovetkezdképpen konstrudlhaté meg: a {100} kristdlytani ird-
nyok koziil valasszunk ki egyet, példaul haladjunk a z-tengely mentén (001). A kristdly adott z-vel jellemzett
sikjaban valasszuk a & vektortorokat a (cos 9, sin#,, 0,0) és a (- sin,, cos #,, 0, 0) sakktdblaszerl ismétlésé-
bdl a péros sikokban és a paratlan sikokat a (0, 0, cos 9, sin¥;) és a (0,0, — sinJ,, cos ;) vektorok ugyancsak
sakktablaszerii elrendezése alkossdk, ahol 9, a racspont dllapotainak z koordinatitdl fiiggd keverési szoge. Igy
az egyes sikok mentén fiiggetleniil valasztott {9,} ért€kek mellett is biztositott hogy a szomszédos spinallasok

egymadsra merdleges, valamint hogy a I1.2.3 klasszikus energia a minimumat veszi fel.

Az Kklasszikus alapallapot bemutatott konstrukcidja sordn a kristalytani irdny és az egyes sikokban 1évo
bazisvektorok megvalasztdsa onkényes volt, azonban a rendszer globdlis su(4) szimmetridjabol fakadéan bar-

milyen ettd] eltér6 konfigurdcié egy szimmetriatranszformdacidval 6sszekothetd a bemutatott konfigurdcidkkal.

Az fce racs kocka elemi celldjanak belsejében 1év6 oktaéder és az oktaéder lapjara fektetett tetraéder alapo-
sabb megvizsgaldsdval beldthat6, hogy az el6bb emlitett konfigurdcié a legdltalanosabb amit megkonstruélha-
tunk. Vegyiink el6szor egy oktaédert, mely harom szomszédos racspontjan a globdlis su(4) transzformaciénak
koszonhetéen a spinkonfiguracidk irdnya tetszélegesen megvalaszthatd, mindaddig amig a spinek paronként
merblegesek. Legyen ez a hdrom irdny a kovetkez6: &4 = (1,0,0,0), & = (0,0,1,0) és ép = (0,0,0,1). A
I1.2.2a. 4bran jelzett negyedik rdcsponton a spindllds azonban mér nem egyértelmd, hiszen tetszdleges 9 esetén
aésp = (cosd,sind,0,0) dllapot kielégiti a megkivant ortogonalitasi feltételt. Most ¢-tdl fiiggden ketté kell
bontanunk a konfiguraci6k megvalasztasat: 1) Ha ¢ # 0, akkor a maradék két racspont konfiguricidja mar a
I1.2.2b. dbran lathaté egyértelm irdnyt veszi fel, ahol £p = (0,0,0, 1). 2) Ha 9 = 0, akkor a I1.2.2c. dbra 6t6-
dik racspontjan a spinallds &5 (0, 0, sin?¥’, cos¥’) iranyu lehet. A ¢ szabad megvalasztasdhoz hasonldan a %
megvalasztiasandl is két lehet6ségiink van, ezt szimbolizdlja a 11.2.2d. és a 11.2.2e. dbra. A harom végallapotot
osszegezve lathatd, hogy egy oktaéder spinkonfiguraciéjanak megallapitdsa sordn az egyik racsponton marad
egy szabad ¥ paraméter. Az fcc racs oktaéderei tetraéderekkel csatlakoznak, amikben harom ricspont meg-
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11.2. Order-by-disorder mechanizmus soran kialakul6 alapallapot az SU(4) Heisenberg-modellben

I1.2.2. dbra. Az fcc rics egy oktaéderének klasszikus alapéllapoti spinkonfigurdcidjdnak megvélasztdsanak
elemi 1épései. A konstrukciés graf mindharom végallapotaban marad egy racspont, melyen egy szabad ¢ para-
méter, mellyel két sz&ls6érték kozott folytonosan megvalaszthatjuk annak a konfiguracidjat.

valasztdsa utan a negyedik csics mar egyértelm, igy konnyen belathatd, hogy az fcc racs egy oktaéderének
spinkonfigurdciéjanak megvalasztisa két irdnyba teljesen meghatdrozza a racs spinkonfiguracidjat, a harmadik
irdny mentén, viszont egy szintrél-szinte szabadon valaszthat6 ), valtozéval parametrizalhatunk. Igy belattuk,
hogy a klasszikus konfigurdciok szdma igen nagy, hiszen egy sik mentén szabadon vélaszthat6 a sikhoz tartozé

¥, paraméter.

Helikalis rendezodés

Az egyszeriiség kedvéért a lehetséges alapéllapoti konfiguracidk koziil kivalasztjuk, az tigynevezett helikalis-
allapotokat, melyekben a szintek mentén szabadon megvélaszthat6 ¢, a ¥, = zi linedris fiiggést mutatja, azaz

a kivélasztott kristdlytani irdny mentén a & vektorok relativ elcsavaroddsa a koztiik 1év6 tdvolsdggal ardnyos.

Tehat a helikalis rendezddés a

Eres = R(F9/2)E, (1.2.4)
rekurziv osszefiiggéssel adhaté meg, ahol
0 0 costt —sind
0 0 in ¢ 9
R@®) = o SImY s (I1.2.5)
cos®® —sind 0 0
sinty  cos 0 0

transzformdlja a bozonok véarhat6 értékét két racspont kozott, melyek egymdashoz képest 6 = (1/2,0, 1/2)-vel
vannak eltolva. Nevezziik a rdcs egy kiszemelt sikjit a z = O siknak, mely két alrdcsit £4 = (1,0,0,0) és £p =
(0, 1,0, 0) iranytra rogzitjiik. A z = 0 sik &4 és &g vektorokkal jellemezett racspontokbdl, ¢ eltolds segitségével
elérhetd pozicidkat a A4 €s a Ap alracsokba soroljuk. Tehdt a Ay alrdcsot az (ny, ny, n;) €s (ny+1/2,ny,n,+1/2)
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¥=0 Y= n/4 ¥=x/2

I1.2.3. abra. A helikalis allapot ordering wave vektorjainak abrazolasa kiilonboz6 ¢ értékek mellett. (a) A Bril-
louin z6na és a magas szimmetridji pontok. (b) A ¢ = 0 trividlis konfiguricidban a ordering wave vektorok az
X magaszimmetridjd pontban taldlhatéak. (c) Egy kozbiilsé ¢ érték mellet a Q; és a O, ordering wave vektorok
felhasadnak. (d) A ¢ = x/2 csavart allapotban a ordering wave vektorok a Wy és a W, magas szimmetridju
pontokba keriilnek (Q7 = Q7 és Q7 = 05).

koordinatdji pontok, mig a Ap alrdcsot a (ny + 1/2,ny + 1/2,n;) és (ny,n, + 1/2,n; + 1/2) pontok alkotjék,
ahol ny, n, és n; tetsz8leges pozitiv egész értéket vesznek fel. Az A, és a Ap alrdcsok bevezetésével a 11.2.4

rekurziés Osszefiiggés a

fx,y,n/z = Rn(_ﬂ/z)fx—n/Z,y—n/Z,O = Rn(_ﬂ/z)gx,y,n/Z (H'Z-6)

egyenlettel az R(1) megfeleld hatvinydval vett szorzdssa frhat6 4t, ahol &, = €4 har € Ay és &, = éghar € Ap.

A I1.2.1 4brén illusztralt médon lathatd, hogy a helikdlis rendezddés a 9 = 0 és a ¥ = m/2 specidlis értékei
mellett visszaadjdk a mar kordbban megéllapitott négyalrcsos elrendezést. Hiszen a % = 0 esetén R*> = I,
igy az egymads feletti szintek (Az = 1) alrdcsai ugyanolyan rendez6dést mutatnak, mig a = /2 esetén ez a
periodicitds Az = 2-re nd fel.

Spin-spin korrelaciés fiiggvény

Az attekint6 rész 2.5 fejezetében demonstraltam, hogy szilardtestekben neutronszéras segitségével kisérletileg
feltérképezhet6 az adott allapot spinkonfiguracidja. A hosszutavi rendezédésre utal 1.2.64a Bragg-csticsok

1220

helyét ordering wave vektorokkal =" jellemzik, melyek megadjék a rendez6dés periodicitdsat. A helikalis alla-

potok ordering wave vektordnak megéllapitdsahoz definidljuk a

S(r) = Z’; <[S§(0) - %50 ,ﬂ] [sg(r) - g(saﬁb, (I1.2.7)

spin-spin korrelacios fiiggvényt, mely a klasszikus limeszben a

2
Skl(r):M2[|Z§(;ﬂ§w _Z]' (11.2.8)
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alakot olti. A helikdlis dllapotok konfigurdcidjdnak 2.1.2 konstrukciéjanak felhaszndldsaval a 11.2.8 korreldcios
fliggvény a
(14+2c0s 20X, ha r=(n,,ny,n,),

(1-2cos2n, )™ har=(n,+1,n,+1,n),

Su =4y, 1 ] (11.2.9)
- ha r=(ny+5,ny,n;+3),
2
—MT, ha r=(nx,ny+%,nz+%).
formdba irhatd, mely
Sulg) = Y S (r) (I.2.10)
r
Fourier-transzformaltjanak pélusai az fcc Brillouin z6ndjan beliil a
QF = 2a(1,0,+%/m), (11.2.11a)
Q = 27(0,1,+8/m), (11.2.11b)
Q; = 27(0,0,1), (I1.2.11c)

ordering wave vektorokra vezet. Az fcc racs Brillouin zéndja a 11.2.3a dbran lathaté téralakzat (csonkolt ok-
taéder), mely nyolc hatszoget és négy négyzetet tartalmaz. A tovabbi dbrdkon pedig megfigyelhets, hogy a ¢
véltoztatdsdval a ordering wave vektorok hogyan mozdulnak el. Léthat6, hogy a ¢+ = 0 és a ¢ = m/2 specidlis
értékek esetén a csticsok helyei a Brillouin zéna magas szimmetridji pontjaiba tolédik. A ¢ = O trividlis rende-
z6dés esetén az Osszes {Q;} pont az X-szel jelzett négyzetlapkdzepekbe keriil, mig a 9 valtoztatdsdval a Q; és
a O, ordering wave vektorok felhasadnak és egymdsnak ellentétesen elindulnak a négyszogek sarkaiba, majd a
¥ = m/2 csavart rendez6désben Ujra taldlkoznak, hiszen a négyzetek Wy és W, cstcsait egy reciprok racsvektor
koti Ossze.

A helikdlis dllapot két specialis esetében az Sy (g) az ordering wave vektorokban azonos értéket vesz fel

M
Su(Q1) = Su(Q2) = SQ03) = 7 (I1.2.12)

mig a kozbiils6 dllapotok esetén a O és a Q» cstics felhasadasabdl fakaddan (ezekben a pontokban) lecsokken

az értéke

M M
Su(07) =Su(@3) = =, Su(@3) = 7 (I1.2.13)

8 b
Ha a I1.2.8 klasszikus struktdrafaktor helyett a I1.2.7 teljes spin-spin korreldcids fiiggvénnyel szdmoltunk

volna, akkor a kvantum €s a termikus zajnak megfelel6en az egyes csticsok kiszélesednének ugyan, de a csticsok

maximumbhelyei az dltalunk meghatarozott I1.2.11 pontokban maradndnak.

2.1.2. Kvantum fluktuaciok

Az el6z6 fejezetben megmutattam, hogy a I1.2.3 energia minimumdhoz végtelen sok klasszikus konfiguricié
tartozik, melyek koziil kivélasztottuk a egyparaméteres édllapotokat (helikélis dllapotok). Ebben a részben meg-
mutatom, hogy a spinhulldmok (azaz a kvantumfluktuacidk) bevezetésével a helikdlis dllapotok altal képviselt
degenerécio felhasad és alapallapotnak a I1.2.1a dbrdn bemutatott trividlis spinkonfiguricié vélasztédik ki.
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A helikalis allapotok 2.1.2 klasszikus rendez&déséhez tartozé fluktudcidkat az 1.2.57 egyenlettel megadott
magas spinekre kiterjesztett Holstein-Primakoft transzformacié segitségével vezethetjiik be. Az 1.2.57 0ssze-
fiiggésben feltételeztiik, hogy az adott rdcspont spinoperatora vezet6 rendben az S & irdnyba mutat, ami helik4lis
allapotoknal nem teljesiil, hiszen az R(¢¥}) matrixszal megadott transzformdci6 a tovabbi diagondlis komponen-
seket is bekeveri. Azonban a 2.1.2 dsszefliggés mintédjara bevethetjiik az eredeti {b,,} bozon operitorok helyett

azok {b,,}-vel jelolt kanonikus transzformaltjat a kovetkez&képpen:

by ni2na = Z [R"(3/2))op Dy p 5 (I1.2.14)
B

ahol az egyes b, operitorok varhatéértékei mér egyetlen "tiszta" irdnyba mutatnak, azaz <13m> = \/Mgm.
A &, vektorok a &4 = (1,0,0,0) és a &3 = (0,1,0,0) értékeket veszik fel, attdl fiiggden hogy az r vektor
a Ay vagy Ap alricshoz tartozik. A 11.2.14 kanonikus transzformdcid segitségével mar a {ZNJW} operatorokra

hasznalhatjuk az 1.2.57 Holstein-Primakoff transzforméciot:

Cras har ¢ A,,
bro = (I.2.15a)

VM —Mra, hareA,,

ahol

Hra = ) clycrp. (I1.2.15b)
B*a

a rdcsponthoz tartozd, a klasszikus rendezddésre merdleges fluktudciok betoltése és {c,o} az Gjonnan bevezetett
Holstein-Primakoff bozonok. Amennyiben a feltételezett klasszikus rend valéban j6 kozelitése az alapallapot-
nak, akkor abban az esetben az M értéke mellett a {{u, )} kvantumfluktudcik varhat6 értékei perturbativan
kezelhet6ek és a 11.2.15a egyenletben szerepl6 gyok sorba fejthets. A sorfejtést

M~ ~ «/M(l - ’;;\;) , (11.2.16)

linedris rendjéig elmenve, majd a bozon operatokra kapott alakot visszairva a I1.2.1 eredeti Hamilton-operatorba

M-ben kiilonbozd rendi tagokat kapunk: 1) Az M>-tel ardnyos tagok a I1.2.3 klasszikus energiat adjdk, mely
a helikdlis 4llapotok konstrukciéjabdl fakadéan nulla. 2) az M?3/?-vel ardnyos tagok szintén eltinnek, hiszen a
helik4lis dllapotok minimalizdljdk a Hamilton operdtort, {gy ezekben a pontokban az energia derivéltja is nulla
(nyeregpont egyenletek). 3) Tehat a I1.2.1 Hamilton operator vezetd rendjét az M-mel aranyos tagok adjak.

A széamolds ezen pontjan az M > {{u,,)} feltételt pusztan csak megkoveteltiik, azonban ezt a szdmolds

végeztével ellendrizniink kell, mint egy onkonzisztencia felvételt.

A kvantum fluktuaciok teljes energiajaruléka vezeté rendben

A helikalis allapotok 2.1.2 konstrukciéjabdl lathatd, hogy az elemi cella lesziikithetd pusztan két racspontra,
melyek a Ay, illetve a Ap alrdcsokhoz tartoznak. Az r helyvektor a A4 alrdcshoz tartozik, ha a koordinatdjai
(my, my, m;) alakba irhatoak €s a Ap alracshoz ha (m, + 1/2,my, m; + 1/2) képpen, ahol m; € Z7*. Belathato,
hogy ha az éllapotok csavaroddsdnak 2.1.2 alakja helyett ennél egy fokkal bonyolultabb transzforméciét alkal-
mazunk, akkor a két racspont helyett egyre sziikithetd az elemi cella, azonban ez az érthet6ség rovasara ment

volna.
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A 11.2.15 egyenletek felhasznédldsdval megmutathatd, hogy példdul a paros sikokban az egyes alrdcsok

kozotti 1.2.59 bond operatorok vezetd rendben (azaz M-ben lindris tagok) a kovetkezdk:

1 +
- @ B _ 2 i T Toor oo
Vi Z Sgre Ay)So(r e Ay) = ¢ [cr,Ccr’,C +CcCct CucChct Cr,Ccr’,C] + Ccy Sy [cr’Ccr,’D C,.pCrct
ap
h 2let ! —cl el - 11.2.17
+he|+sylc.pcp+CupCop =€ pCup=CupCp|s (II.2.17a)

1 3 3
@ B 2 i f Tt ] [
i E Sp(re Ag)So(r' € Ap) Cy [cr’Dcr,’C + ¢, pCp T CocCrc ¥ CpCre|+CoS|CCetCopCupt
ap

2 t i P
+ h.c.] + 55 [cr,ccr,’D +C, oCoetCupCupt Cr,CCr’,D] s (I1.2.17b)
1
2 « B _ 2 + T i ] _ [
i Z SgreAp)So(reAy) = ¢ [cr’ccr,’D +CoCet CoCrptCupCup| = Co80|CoCc ¥ € pCu pt
a,f
+hc]+s2[c c,+c e+l el vl e ] (IL.2.17¢)
e 3 r,D"r,C r,D~r,D rnD~r,C r,cCr,C|l> e
1
1560 B _ 2 i t AN P
i Z Sﬁ(r € Ap)So(r € Ap) = ¢ [cr’Dcr,’D +¢,pCp T CupCopt Cr,DCr’,D] CcySy [Cr,DCr’,C +C,pC ot
ap
i i _ R N
+ cr’,Dcr’,C + cr',Ccr’,D Cr,Ccr',D cr,Ccr’,D cr,Dcr,C Cr,Ccr,D] +
2 [ i it
+ 5y [Cr,CCr,C +CoCoe = CreCpc ™ cr’ccr,,c] s (I1.2.17d)

7 2

ahol a képletek egyszeriisitésére bevezettem a cy = cos® és a sy = sin} jeloléseket. A pératlan sikok bond

sz

operatorainak szerkezete megegyezik a paros sikokban 1évé 11.2.17 bond operatorokéval, annyi kiillonbséggel,

hogyhar € Agésr’ € Ap, akkor {c operatorokat a {c operdtorokraés afc,, ,, cj, p} operdtorokat

i i
rC’ Cr,C} r,B’ cr,B}
.+ o+ € o} operdtorokra kell cserélniink. Kiilonboz6 paritdsd sikok esetén pedig a maradék kombindciékban

keverednek.

alic

Vegyiik észre, hogy Fourier-térben a I1.2.1 Hamilton operator vezetd rendjét a I11.2.17 egyenletben megadott

alakndl 1ényegesen egyszeriibb alakra hozhatjuk a
D, = (C1B, CrC» CrD» Cred As Crier s Crar D) (I1.2.18)

Holstein-Primakoff bozonvektor segitéségével, ahol ¢’ = (1/2, 1/2,0), mely Fourier-transzformaltja:

2 i
D, = ,/EZQD,e iqr (11.2.19)

A helikdlis dllapotok homogén csavaroddsanak koszonhetSen, Fourier térben a I1.2.1 Hamilton operétor vezetd

rendje
H? =M Z [40]d, +2 (0L B (9)0_; +he)] . (I1.2.20)
q€BZ
egy 12 dimenzids
[ —cyey 0 0 0 0 0
0 Cyczclz9 —iCyS,Cy Sy 0 —iCyS;C9Sy cxczsl%
B(g) = 0 iCyS,Cy Sy —cyczslz9 0 —cxczc% —iCyxS;C9 89 (11221
0 0 0 —CxCy 0 0
0 ICxS;CH89 —cxczcg 0 —cyczs?? ICyS;Cy Sy
0 cxczslz9 iCx8;C9S89 0 —iCyS,CyS9 cyczcl%
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. "(b)

ED(9)/MNJ

d

I1.2.4. dbra. (a) A spinhulldmok daltal okozott energiakorrekcié a ¢ fiiggvényében. A korrekcié a = 0-ban
veszi fel a minimum és ¥ = x/2-ben pedig a maximum értékét. A kapott korrekcidé a @ paros fiiggvénye,
azaz E?(9) = E®(-9), valamint n-ben periodikus, azaz E?() = E@ (@ + 7). A « periodicitds és a 7/2
pontra vett szimmetridja az E®-nek a modell globélis su(4) szimmetrigjabdl fakad. (b) Az energiakorrekcié
EP/N; = eg + 3 eqcos(2dd) Fourier-transzformacidjaban szerepl$ e, egyiitthatok o d—37-es skdlazasabél
lathatd, hogy kozel sem analitikus a viselkedése, habar ranézésre annak ttinik. Az elsé két Fourier-egyiitthatd
ey = —1.843M J-nek és e; = —0.043 M J-nek adddott.

matrix segitségével megadhatd, ahol a ¢y = cos® és a sy = sin ¢ roviditésekkel analég médon bevezettem a
¢y = cos(g,/2) és s, = sin(g,/2) jeloléseket, tovabba v € {x,y, z} értékeken fut végig. A 221 szakdolgozatban
(valamint a 222 jegyzetben és a 125 kdnyvben) kell6 precizitdssal attekintet Bogoliubov-transzforméciéval a

11.2.20 Hamilton-operétor diagonalizdlhatd, és a

EQW) 1< d’q wz(q)
=3 Z [ f — 20 4JM] (11.2.22)

Ns BZ 3271'3

energiakorrekciot adja, ahol a 3272 a Brillouin z6na mérete, Ny = 2 az elemi cella racspontjainak a szdma és a

hat darab {w;(q)} pedig az
Isx6 B(q)
-B*(q) -lexe

Bogoliubov-matrix pozitiv sajatértékei, melyek meghatdrozdsit a ¢ = 0 és a ¥ = n/2 specidlis esetektdl el-

M(q) =4IM (11.2.23)

tekintve csak numerikusan végeztiik el, melybdl ad6dé energiakorrekcidt a 11.2.4a dbran abrazoltam a ) csa-
varodds mértékének a fiiggvényében. Az dbra szimmetrikus a ¢ = x/2 pontra, valamint az is lathatd, hogy a
fluktudcidkbol szarmazo energiakorrekcid a ¢ = 0 trividlis dllapotban minimdlis és a @} = /2 csavart dllapotban
maximdlis, igy az order-by-disorder mechanizmus a ¢ = 0 konfiguréciét vélasztja ki alapdllapotnak.

A elkovetkezd két alfejezetekben analitikusan is meghatarozom a két sz€lsdértékben a kvantumfluktudciok

okozta energiakorrekciot.

A ¥ = 0 alapallapot energiajanak egzakt meghatarozasa

A ¥ = 0 esetben a 11.2.23 Bogoliubov-maétrix hat darab

=4JM € {x,y,2}, (I11.2.24)

1 yi‘*@}
-¥iq -1 |
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() |

Oy (@M

I1.2.5. dbra. A spinhulldmszdmolds kvantum fluktudcidinak diszperzids reldcidja (a) az elsé szomszéd és (b) a
masodszomszéd kolcsonhatdsokkal kiterjesztett Heisenberg-modellben. Az dbra elkészitéséhez a mdsodszom-
széd kolcsonhatasokat egy Jo/J = —0.086 erdsségii ferromagneses csatoldssal vettiik figyelembe. Az egyes
energianivok egyszeresen, kétszeresen, illetve hdromszorosan degeneraltak, melyeket a vonalak vastagsdganak

fokozatos novelésével, illetve rendre a kék, arany és piros szinekkel jeldltiink.

2 X 2-es matrixra esik szét, ahol

Yilg) = cos%cos%, (IL.2.252)
nig) = cos%cos%, (I1.2.25b)
g = COS%COS%. (I1.2.25¢)

A 11.2.24 matrixok egymadst6l fiiggetleniil diagonalizalhatdak, azaz permutdcids operatorok segitségével blokk-
diagondlis alakra hozhat6 a teljes Bogoliubov-matrix, mely egyes blokkjaiban a fent emlitett matrixok lesznek.
A szétesést kovetden a v minden lehetséges indexe kétszer fordul eld.

A Bogoliubov-matrix el6bb emlitett felhasaddsa a kovetkez6képpen magyarazhat6: A ¢ = O trividlis al-
lapotban minden egyes racsponton a &4,&p,éc €és €p vektoroknak megfeleld klasszikus spindllds taldlhato,
melyeket a Ag, Ap, Ac, Ap alrdcsokba sorolunk. Ebben a hatdresetben a 11.2.17 egyenletek szerkezetét meg-
vizsgdlva lathatjuk, hogy a bond operatorok két dltaldnos r € A, és r’ € A, rdcspontok kozott csak a c,.,, civ
ésa Cpo o cI,’ﬂ operatorokat tartalmazzdk. Tovabbd az egyes alracs parositasokhoz tartoz6 bond operatorok fiig-
getlen sikokra estnek szét, melyekben a két kiilonbozé alrdcsok sakktdblaszertien helyezkedik el. Péld4ul, a
II.2.1a dbrdn az A4 és a Ap alrdcshoz tartoz6 spinek csak az x — y sikban hatnak kélcson és a z irdnyba fiigget-
len sikokra szakadnak. Igy tehét a teljes M, (g) Bogoliubov-matrixot helyettesithetjiik az dsszes lehetséges e,

s 7z

normélvektori sikban 1év6 két alrdcs, sakktabla elhelyezkedéséhez tartozé bond operitor okbdl adédé v, (q)

lfl93

struktdrafaktori”® M,%(q) Bogoliubov-métrixok osszegével.

A 11.2.24 Bogoliubov-métrixok analitikusan diagonalizdl4sa a

W}(g) = 4IM A1 - @) (11.2.26)

diszperziét adjdk, melyek a Brillouin z6na magas szimmetridji pontjainak bejardsa sordn az I1.2.5a dbran lat-
haté médon valtozik. Az egyik gerjesztési 4gban a diszperzi6 konstans viselkedése a I" és az X pontok kozott az
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M, (q) matrixok ¢,-t6] valo fiiggetlenségét mutatja. Az egyes blokkok az energiakorrekcidhoz adott jarulékai

azonos, mégpedig

E(2)
sq
— _0316JM, (11.2.27)
N;
mely segitségével a ¢ = 0 konfigurdcidban a kvantumfluktudcidkbdl szarmazé teljes energiakorrekcio:
(2) 2
E E
9=0 sq
—= =6— =-1.896JM. 11.2.28
N N; ( )

Az igy kapott energiakorrekcid a ¢ dsszes tobbi lehetséges értékénél kisebb energiat ad, igy a = 0 dllapot

lesz a fluktudciok altal kivalasztott alapéllapot.

yxwl

A /2 hataresetben a [1.2.23 Bogoliubov-matrix felhasaddsa messze nem szembet(ind, hiszen a } ezen értékének
kozvetlen beirdsa még nem eredményezi a matrix blokkdiagonalis alakra egyszertisodését. Sziikségiink van
egy tovabbi unitér transzformécidhoz, mely az egyes racspontokon 1évé két irdny teljesen szimmetrikus és
antiszimmetrikus kombin4ciéit vissza transzformadlja tiszta irdnyokkd, ezt az unitér transzformaciot elvégezve
jutunk el a I1.2.1b 4brdn lathato teljesen csavart dllapothoz.

Az abrardl azonnal latszik, hogy az A és B, illetve a C és a D spinirdnyba kondenzalt Holstein-Primakoff bo-
zonok megint egy-egy négyszog alrics elrendezést alkotnak, melyhez a y;'(q) = cos q—z‘ cos % strukturdja 11.2.24
Bogoliubov-matrix tartozik. A tovabbi alrdcsparok mar valédi hdromdimenzids struktirét alkotnak, mely ala-

posabb vizsgalatdbdl 1athatd, hogy megint négy darab

N 1 diam
Mdldm(q) =4JM diam Y (q) l , (I1.2.29)
-y" e -1
2 X 2-es matrixra esik szét, melyek a
,ydiam(q) — % (el%(qx*'qy*'qz) + ei%(%(_‘lv_qz) + e’%(qy_%(_qz) + e’%(‘]z“]x‘@y)) (11230)
gyémdntrics elrendezéshez tartoznak. A 11.2.29 Bogoliubov-matrix a
2
Ediam
— =-0.293/M, (I1.2.31)
N;
energiakorrekcidt adja, melyekbdl a ¢+ = m/2 konfigurdciéban a kvantumfluktudciékbol szarmazo teljes ener-
giakorrekci6:
ED, ED  E®
Il _ oM g diam 1 804 TM (I1.2.32)
N; N; N>

Az igy kapott energiakorrekcié nem csak, hogy a ¢ = 0-ndl, de a ¢ tobbi értékénél is nagyobb energiat ad.

2.1.3. A masodszomszéd kolcsonhatassal Kiterjesztett modell

A spinhullamszdmolds sordn az eredeti I1.2.1 modell sorfejtése soran elhanyagolt bizonyos magasabb rendd
tagjait figyelembe vehetjiik egy effektiv mdsodszomszédkolcsonhatdssal, mely J; csatoldsa 1/M nagysdgrendd,

mely kiterjesztéssel a teljes Hamilton-operdtor a kovetkezd:

H* = H+J, Z ng(r)gg(,/)' (I1.2.33)
«rr)) af
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11.2. Order-by-disorder mechanizmus soran kialakul6 alapallapot az SU(4) Heisenberg-modellben

ahol a masodik tagban szerepl6 ((r,r’))-re vett 0sszegzés a masodszomszédokon fut végig. Tehat a 11.2.33
kiterjesztett modellben minden racsponthoz 12 els6- és 6 masodszomszédot kell figyelembe venniink.
Egészen addig mig J, < J valdszindsithetjiik, hogy a I11.2.33 kiterjesztett modell és az eredeti 11.2.1 modell
alapallapota megegyezik, igy a szdmolds sordn biztonsaggal feltételezhetjiik, hogy az effektiv modell alapalla-
pota a I1.2.4 helikélis dllapotok kozott kereshetd. Ezen feltételezést felhaszndlva a 11.2.3 klasszikus energidhoz

hasonléan az 1ij modell klasszikus energidjat is meghatdrozhatjuk, mely

0
Eqa(®) _

N (3 - sin® &) J,M* . (11.2.34)

nem nulla energiat eredményez. A J; el6jelétd] fiiggben a ¢ = 0 vagy a ) = x/2 allapot valasztddik ki alapalla-
poti konfiguracionak. A J, csatolds értékét a legegyszertibben ugy becsiilhetjilk meg, ha megkoveteljiik, hogy
a kiterjesztett modell vezetd rendben visszaadja az eredeti modell eggyel nagyobb rendjének a I1.2.4a dbran

P

taldlhato energidjat. Az illesztéshez vegyiik az el6z6leg kapott energia I1.2.4b dbrdn 14that6 Fourier-felbontasat,

igy a
2e

ff i J
g5t = -7 = —0.086M (11.2.35)

vélasztdssal a I1.2.33 energia kozel azonos lesz a 11.2.22 energidval. Tehdt az illesztésbdl adédéan J, egy ferro-

magneses csatolds. Ezzel a valasztassal a 11.2.34 szintén a ¢} = 0O trividlis alapallapoti konfiguraciét adja.

P

Az el6z6 fejezetben bemutatott szamolast elvégezve kideriil, hogy a 11.2.23 Bogoliubov-matrix a

M = MY+ MY (11.2.36)
helyettesitéssel, ahol
N eyl V@ 0 , (I1.2.37a)
0 -y N(g)
)_/NNN(q) - COS gy + co; gy + cos g; ’ (IL2.37b)

a kordbban levezetett Osszefiiggéseink érvényesek maradnak. A 11.2.37a Bogoliubov-matrix diagonélis szerke-
zete ferromagneses kolcsonhatédsra utal. A Bogoliubov-maétrix a 11.2.37a egyenlettel megadott ferromagneses

taggal valé kiterjesztésével a

W) = M \/ [47 - 67N - [477 @] (112.38)

spektrumot adja. Az igy kapott spektrum (I1.2.5b 4bra) egyetlen lényeges kiilonbséget mutat az eredeti spekt-
rumhoz képest (I1.2.5a abra), mégpedig: I' és X magas szimmetridji pontok kozott eredetileg lapos sdv mar
valddi haromdimenzids szerkezetet mutat. Tovabba J < |J,| esetén a 11.2.38 diszperzi6 a ferromagneses rend-
szerekre jellemzd w, o |g|* fiiggést mutatja a " pont koriil, mig a |¢| < VJ/J> kozelében, az antiferromagneses

rendszereknél megszokott, linedris fliggést.

2.1.4. A ¢ = 0 konfiguracié stabilitasvizsgalata véges homérsékleten

Ebben a fejezetben a ¢ = 0 trividlis konfiguracidjanak stabilitdsvizsgalatat fogom elvégezni véges hdmérsékle-
ten. Ehhez a helikdlis allapotokra vonatkozé szabadenergiat és a 9} = 0 konfiguraciéhoz tartozo alrdcsmagnese-
zettséget fogom felhaszndlni.
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1I1.2.1. Az su(4) Heisenberg-modell vizsgélata fcc rdcson

I1.2.6. dbra. A helikdlis dllapot szabadenergidja kdlon-
b6z6 homérséklet értékek mellett. A T/J = 1 (kék) és
aT/J = 0.5 (arany) hémérsékletekhez tartozé gorbé-

ket egy hémérséklet fliggd konstanssal valé eltoldssal

illesztettem a 7//J = 0 (magenta) gorbéhez. J6l 14thato,

FO)MNJ

hogy az egyes gorbék a ¥ = 0 érték mellett veszik fel
a minimumukat. Az abra adatait a J,/J = —0.086 érték

mellett hatdroztam meg.

0 /4 /2 3n/4 T

7 7

Egy adott rendszer kiilonboz6 allapotainak szabadenergidinak dsszehasonlitdsdbol megallapithatjuk, hogy
az adott hdmérsékleten melyik allapot lesz a rendszer alapéllapota. A 11.2.23 Bogoliubov-matrix diagonalizala-
sat kovetden a 11.2.20 (fluktudciékban) mdsodrendi Hamilton-operdtor diagonalizdlhat6. A Hamilton-operator
igy kapott alakja mér {w;(q)} frekvencidji harmonikus-oszcilldtorok 6sszegeként frhat6 fel, ahonnan a helikélis

allapotok

FP®,T) E®®®) d*q
L = — kgT In(1 - ¢P2i@ 11.2.39
N, N, P ZfBZ o (1= 1) (11:2.39)

szabadenergiajat kozvetleniil megkaphatjuk®? (kz a Boltzmann 4lland6 és 8 = 1/kgT inverz hmérséklet). A
I1.2.6 abran kiilonbozé homérsékletekre meghataroztam a 11.2.39 szabadenergiat. Az egyes gorbék 6sszehason-
lithatésdgdnak érdekében a nulla hdmérséklettdl kiillonbozok egy (T fiiggd) J-ban konstans érték segitségével
ratoltam a I1.2.4 dbran lathat6 referencia gorbe megfeleld pontjaira.

Az dbran lathat6, hogy a ¢ = 0 konfiguracié a hémérséklet novelésével a rendszer alapallapota marad. A
¥ = 0 konfiguracié a termikus fluktudciéval szemben tandsitott viselkedésébdl kovetkezGen (a modell érvé-

nyességi korén beliil) ez a rendszer stabil alapéllapota.

A 9 = 0 konfiguracié alracsmagnesezettsége véges homérsékleten

A feltételezett klasszikus spindllast a spinhulldimszamolas magasabb rendjében megjelend fluktuaciék megval-
toztatjdk, mely mértékét a I1.2.15b egyenletben definialt u,, adja. Tovdbba a szamolds sordn végig feltételez-
tilk, hogy az egyes racsponton megjelend, a vélt rendez6dési irdnyra merdleges, kvantumfluktudcidk betoltési
szaménak vérhat6 értéke kellGen alacsony ahhoz, hogy a I1.2.16 kozelitést elvégezhessiik. Igy a kapott eredmé-
nyeink megbizhat6sdgdnak hatért szab, a (i, ) < M vagy tdgabb értelemben a {u, o) =~ M felsS korlat.

A kvantumfluktuécidk jelenlétében az r € A4 alrdcs magnesezettségét az [.2.57a egyenlet varhat6 értékének
vételével hatdrozhatjuk meg, melybdl

(S ﬁ(r)) =M —{ua) (I1.2.40a)

hasonl6an az r € Ap alrdcs mignesedzettségét is megkaphatjuk

(SH) =M~ (urp) . (I1.2.40b)

A 11.2.40a és a 11.2.40b egyenletek kiértékeléséhez vezessiik be az

D M@ Teig) = oiTji(q) (11.2.41)
k
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11.2. Order-by-disorder mechanizmus soran kialakul6 alapallapot az SU(4) Heisenberg-modellben

egyenlettel definidlt

T(q):( v(@ _V(q)) (11.2.42)

Vg Ulg)

transzformdcids métrixot. Az ily médon definidlt 7 matrix egyes oszlopai a 11.2.23 Bogoliubov-matrix egyes
sajatvektorait tartalmazzak (az elsd oszlop a legnagyobb sajatértékhez tartozé sajatvektort, majd ezt kovetéen
csokkend sorrendben a tobbit). fgy konnyen beldthaté, hogy a

U@U'(q) - V@)V (g)
ViQU*(q) - U (@V*(q)

lgx6 » (I1.2.43a)
Osx6 (I11.2.43b)

feltételek teljesiilése mellett a T matrix egy Bogoliubov-transzformacié, azaz diagonalizalja a I1.2.20 Hamilton-
operatort >, mely kvazirészecskéi

U@, + Vigo!,, (11.2.444)
UT(q)q)_q +Viga,. (I1.2.44b)

eL: =
=
Il |

Az Gjonnan bevezetett jelolések segitségével az r € A4 alrdcs magnesezettségét a kovetkezd alakba irhatjuk

12
M = (uray =M - T DT o (@) Cin(q) . (I1.2.45)
ae{BZ,C,D} m=1+BZ 32 321
ahol
! ()@ ham=1,...
Cnlq) = < @) m(@’ am=lno (I1.2.46)
+ (D @DPulg)), ham=7,...,12.

A T transzformécio6 diagonalizal tulajdonsagabdl fakaddan a C vektorban szerepld termikus varhatéértékek az
adott kvazirészecskékhez tartoz6 bozon betdltési szammal helyettesithetek, mely minden paramétere ismert.

A 9 = 0 trividlis 4llapotban a I1.2.23 Bogoliubov-matrix analitikusan diagonalizdlhatd, igy ebben az eset-
ben ismerjiik a I1.2.42 transzformdcié explicit alakjit és a mdsodszomszéd kolcsonhatdssal kiterjesztett 11.2.33
modell I1.2.38 spektrumat. Tehat a kordbbi szdmoldsokbdl adédéan minden a rendelkezésiinkre all ahhoz hogy
meghatdrozzuk a kvantumfluktudciok okozta

4JM 1 1
= _— +=|-= 11.2.47
%”V;Jﬁwaﬁwhwz}ﬁ (240
rovidiilését az r € A4 alrdcs magnesezettségnek, ahol

1
exp(@(q)/T) — 1

Nulla homérsékleten a 11.2.44 kvazirészecskék betoltése nulla, azaz n,(q) = 0, igy a C,(¢) = 1 ham =

n,(q) = (11.2.48)

7,...,12, ellenben nulla. Tovabba J, = 0 csatolas esetén

1
Wradlrzg = 5 Z j}; 70| T = ~ 1] ~0.59 (11.2.49)

eredményre vezet, mely a nem kondenzalédott B, C, D irdnyokban 1év6 Holstein-Primakoff bozonok azonos,
¥y1(q) sakktabla elrendez6déshez tartozo, rovidiilést tartalmazzak. Az egyes rovidiilések vérhaté értékének a
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1I1.2.1. Az su(4) Heisenberg-modell vizsgélata fcc rdcson

11.2.7. abra. A J, masodszomszéd kolcsonhatassal kiter-
jesztett modellben a spinrovidiilés hdmérséklet fiiggése.

A Jy = 0értéke esetén a T # 0 hdmérsékleten a spinro-

vidiilés divergal, igy csak a T = 0 pontban jeleztem az
értékét, ahol is 0.590-cel egyezik meg. Valamint kiilon-
boz6 J, # 0-ra dbrazoltam a spinrovidiilés h6mérséklet

fliggését.

0 0.1 02 03 0‘.4 05 06 07 08

T/J

0.590/3 ~ 0.197 értéke j6 6sszhangban van az irodalomban taldlhat6 értékekkel”*. Az M = 1 nagysdgahoz vi-
szonyitva a 0.590-nek adédott rovidiilés meglehetésen nagy ahhoz, hogy nyugodt szivvel megbizzunk a I1.2.16
kozelitésbdl szarmazé eredményekben, azonban a J; csatolds 11.2.35 egyenletben becsiilt JS‘T = —0.086J érté-
kére (u, 4) < 0.1 mar elegendGen kicsi.

A Jp = 0 esetben a 11.2.47 integral csak T = 0 hdmérsékleten lesz véges, mely azzal magyarazhat6, hogy
nullatdl kiillonbozd, tetszdleges hdmérsékleten a I1.2.5a dbran lathaté spektrum nulla energids tartomdnydban,
energia befektetés nélkiil, végtelen sok, nulla energids, igynevezett zérus-mdodust kelthetiink, mely elrontja az
integral konvergencidjat. A spinrovidiilés a h6mérsékletvaltozasra mutatott ekkora érzékenysége 6sszhangban

1196107 hiszen az el6z6 fejezetben bemutattak alapjan, a paraméterek

van a Mermin-Wagner-Hohenberg tételle
ezen értéke mellett, a teljes rendszer fiiggetlen, kétdimenzids rendszerekké esik sz€t, azonban a tétel szerint
véges hémérsékleten két dimenziéban nem alakulhat ki hossziitavi rend. Igy tehdt a 9 = 0 konfigurdciét a
J2 = 0 esetben csak T = 0 mellett feltételezhetjiik alapéllapoti konfigurdcionak.

Véges homérsékleten és tetszbleges J, # 0 csatoldsi dllando esetén a 11.2.47 egyenlet numerikus kiértéke-
1€sébdl addd rovidiilést a 11.2.7 dbra szemlélteti, melybdl lathatd, hogy J, novelésével a spinhulldm szdmolas
egyre jobban onkonzisztens kozelités lesz. A masodszomszéd kolcsonhatds 11.2.5b dbran illusztralt gap nyitd
szerepének hatdsara a h6mérséklet novelése soran nem jellennek meg zérus-maédusok, valamint az extra kiilon-
hatdsok bevételével a modell mar valédi haromdimenziés rendszerként viselkedik. Igy a @ = 0 konfiguraciét

J2 # 0 értéke mellett véges h6mérsékleten is feltételezhetjiik alapéllapoti konfigurdcidnak.

Osszegzés

2

Az el6z6 fejezetben a spin-hullam szamolds keretein beliil elvégzett az fcc racsra tett su(4) szimmetrikus an-
tiferromagneses Heisenberg-modell véges hdmérsékletli vizsgalatat. A spin-hulldm szdmolas els6 1épéseként
meghatdroztam a klasszikus alapdllapoti konfigurdciét. A kapott konfigurdciok koziil kivalasztottuk a kitiin-
tetett szerepet jatszé un. helikédlis dllapotokat és a tovdbbiakban az éllapotteret ezekre lesziikitve folytattuk a
szamolast. Valamint az egyes helikalis allapotok kisérleti beazonosithat6sagdhoz meghatdroztuk a hozzajuk
tartozé spin-spin korreldciés fiiggvényeket.

A spin-hulldm szdmolds masodik 1€péseként figyelembe vettem a klasszikus rendezddést befolyasolé kvan-
tum, illetve termikus fluktudciok vezet6 rendjébol adé jarulékot. A kvantum fluktudcidk hatasara, a klasszikus
szinten ekvivalens helikdlis allapotok koziil a trividlis dllapot vélasztédott ki az alapallapoti konfigurdcionak.
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Ezt a jelentséget az irodalomban order-by-disorder néven emlegetik. A termikus fluktuécidk figyelembevétele
viszont rdmutatott arra, hogy a trivialis rendez6dés véges homérsékleten nem stabil, mely abbdl fakad, hogy a
rics ekkor kvazi két dimenzids alrdcsokra esik szét.

A fluktudciok magasabb rendjének figyelembevétele egy, a masodszomszédok kozotti effektiv ferromégne-
ses csatoldsra vezetett. Az ily m6dén szdrmaztatott modellben a trividlis dllapot mar valédi haromdimenzids

struktirat mutat, igy véges homérsékleten is stabil alapallapot marad.
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FUGGELEK

A. Atlagos elérési ido
Definidljuk az i dllapot elérési idejét a kovetkezSképpen

T =min{r > 0: X, = i}. (A.1)

1

Sztochasztikus folyamatok esetén a TZQ is egy sztochasztikus valtozd, igy annak értéke helyett a varhat6értékét
vizsgdlhatjuk, ehhez vezessiik be a graf adott i pontjabdl inditott folyamat (Xo = i), j dllapotba valé IE),-T?
atlagos elérési idejét, melyet a kovetkezo tétel segitségével hatarozhatunk meg.

A.l. Tétel. A lE,-T;’ dtlagos elérési id6 a

hai=j

E(TY) =
() L+ S E(TOWi; hai#
k

(A.2)

linedris egyenletrendszer minimdlis, nem negativ megolddsa.

Bizonyitds. A tétel els6 felének bizonyitdsa trividlis, hiszen ha i = j, akkor Tj.) = 0 és a konstans nulla varha-
téértéke is nulla, igy kovetkezik, hogy IE,-(TI.O) = 0. A tétel masodik felének bizonyitdsdhoz hasznaljuk fel I.1.5
Markov tulajdonsagbdl kovetkezd

E(TJIX1 = k) = 1+ Ex(T?) (A3)

azonossagot, mely minden X, # j kezdéllapoti folyamatra igaz. Igy i # j esetén

EA(T9)

Z (P(TY = 1|Xo = i) = Z Z tP(TY = 1)X; = HP(X; = k|Xo = i) =
t=1 t=1 keQ

= D DRI =X = OPXy = kXo = i) = ) (1 + E(TI)Wi, =

keQ t=1 keQ

=Ed(T)|X1=k)

L+ > BT Wy (A4)
k

0

Az A.l tétel a kovetkezd szemléletes jelentéssel bir; A j dllapot atlagos elérési ideje egy Xo = i allapotbdl
megadhato, tigy hogy a kezdd allapotbdl egy id6lépés alatt atmegyiink egy k allapotba, mely k-ra atlagolunk,
majd onnan atlagosan ]Ek(T;.)) id6 alatt érjiik el a kivant j allapotot.
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Tovabba az A.1 tételbdl kovetkezik, hogy az atlagos elsé visszatérési id6 (pozitiv elérési ideje a kezdballa-

potnak), meghatarozhaté6 a kovetkezoképpen

EAT) = 1+ ) BT Wi (A.5)
k

B. A Hubbard-modell n; = M és U >> t effektiv modelljének szarmaztatasa

Ebben a fejezetben az n; = 1 egyszeres betoltés és o, € {1, |} esetben alkalmazott masodrendl perturbacié-
szamitas segitségével bemutatom, hogy az [.2.28 Heisenberg-modell megfeleltethetd az 1.2.36 Hubbard-modell
egy U > t alacsony energids hataresetének.

Sokrészecske rendszerek vizsgélata sordn az allapottér exponencidlisan ndvekv6 mérete miatt a valds fizikai
rendszer megolddsa sordn kozelitésekre van sziikségiink, hiszen ha csak egy N racspontot tartalmazd, S = 1/2
Hubbard-modellt vesziink, akkor az allapottér 4" dimenziés. Mig, ha a rendszer minden ricspontjira beveze-
tiink egy taszité on-site potencialt, akkor n; = 1 betdltés mellett mér csak 2V kiilonboz8 konfiguracié 1étezik.
Ezen a lényegesen kisebb 4dllapottéren a rendszer dinamik4jat egy perturbdcidszamitas segitségével meghatdroz-
hat6 effektiv Hamilton-operétor vezérli. A perturbdcidszdmitas elvégzéséhez a Schrieffel-Wolff transzforméciéd
hasznaljuk

HY)=E¥) — H |\P) =eSHS e S Wy =Ee S W) =E |\If) , (B.1)

ahol § generdlja a bazistranszforméaciot. Legyen H = Hy + AH; alakd, ahol a Hy ‘I’;O)> = E;O)

w) sajétértek-

probléma ismert, ekkor az eltranszformélt rendszerben a Hamilton-operétor

H

/12
e SHY = [1 —AS + 552 + 93

/12
H[l - AS +?Sz+z9(/l3)]:...

1
Ho + A(Hy +[Ho,S]) + 2° ([Hl, ST+ [[Ho,S],S]) + 9. (B.2)
Az elsérendd tag eltiintethetd, S kovetkezd védlasztisdval:
[Ho,S1=—-Hi (B.3)

Az S transzformdacidnak a B.3 egyenletben el&irt hatdsaval a B.2 eltranszformalt Hamilton-operator

2
H=H,+ %[HI,S] + 93 (B.4)

mar csak A2 rendben tartalmaz offdiagonlis tagokat.
A Hubbard-modell U > ¢t hatdresetében a Hy, domindl, mely sajatallapotai ismertek az (n;) = 1 esetben,

igy a perturbdciészamitadsben, mint szabad Hamilton-operitor kezelhetjiik

H() = Hkh = UZn,-,Tn,-,l (B.S)
i
és a hozza tartozo perturbacié pedig
AH| = Hygo = =t ) f1 f1.. (B.6)
<i,j>
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A szabad Hamilton-operdtor sajatallapotai az dgynevezett |n) , |m) . .. neutrdlis dllapotok, melyekben szigorian
egy részecske taldlhaté racspontonként (2V kiilonbozé konfiguracio), igy a hozzajuk tartozé Eg’) = E(()m) =

sajatértékek nulldk. A B.4 egyenlet alapjan
£ =
(nl Heft lm) = = (nl (HiinS = S Hidn) Im) = = Z [<nl Hin 1) IS 1m) = <nl S 1)) (] Hyin Im)] (B.7)
J
ahol |j) kétszeres betoltési bazisok (melyek energidja E( ) = U), tovébbd a B.3 egyenletbdl kifolydlag
(nl Hyin 1) = (1l S 1) (EL = E), (B.3)

mely visszahelyettesitésébol

2 1 1
(nl Hegt|m) = %Z[mmkm 1) (—5<j|Hkm |n>)—5<n|Hkm 7Yl Hign )| = ... =
= —ZZ(nIf“,f UMD (B.9)
@)y ap

aminek a hatasa a lesz{ikitett altérben megegyezik a kovetkezo effektiv Hamilton-operatoréval

Hey = — Zmef,ﬁ FlsFia- (B.10)
<tJ><lﬂ

Mivel a levezetés csak formalisan fiiggott az n; = M betdltési szdm és a S spin nagysdgdnak konkrét értéké-
t8l, igy a kapott eredmény 4ltaldnos M-re és S -re is elvégezhetd. Tovabba nem hasznaltuk ki az {f; .} és { fja}
fermionoperatorok kozott fenndll6 kommutacids relaciot, igy altalanosithaté az el6z6 levezetés és megmutat-
hat6, hogy a racspontok tetszSleges M € Z* varhat6 betoltése esetén a tetszSleges spind részecskét tartalmazé
Hubbard-modell U > ¢ alacsony energids hataresete a kovetkezd alakban irhat6:

ZZ l(l zﬁ jﬂ Ja (Bll)

<lj> a,

ahol {c; o} az eredeti modelltdl fiiggden {f;,} fermion vagy {b;,} bozon operatorokat jelolnek és az igy szar-

maztatott effektiv modell az egyes rdcspontokon M részecskét tartalmazé 4llapotokra van értelmezve.

C. Schwinger-reprezentacio

Ebben a fejezetben bemutatom az 1.2.28 Heisenberg-modellnek egy lehetséges, tigynevezett Schwinger-
reprezentaciojdt, melyben a spinoperdtorok két betdltési szam operator szorzataként vannak reprezentdlva. A
Schwinger-reprezentacionak koszonhet6en az egyes racspontok elemi magnesességére tigy gondolhatunk, mint

az ott 1év6 bozonok/fermionok spinje, és a Heisenberg-modellt, mint sokrészecskerendszer kezelhetjiik. A rep-

rezentacié bemutatisat az

Hel@enberg =J Z Z ll(l)Sa(]) (C.1)

<i,j> a€{x,y,z}
SU(2) szimmetrikus Heisenberg-modellbdl kezdem, majd a kapott eredményt kiterjesztem tetszéleges SU(N)-

re.
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A C.1 modellben szerepls 22 — 1 = 3 darab fiiggetlen {S (i)} spin-operétor generdlja az SU(2) csoportot,

azaz a
[Sa(®), Sp()D] = i€a,b,c0i, ;S (i) (C.2)

Lie-algebrat kovetik. A spin-operatorok minden olyan lehetséges kifejtését lehetséges reprezenticidonak nevez-
ziik, melyben tovdbbra is eleget tesznek az 1.2.26 kommutécids reldciénak. Igy a reprezenticié egy lehetséges
moédja a
2 o
. B
Sai) = ) o, —=cig (C3)
a,B=1

Schwinger-reprezentaci6 22*2%¢

, ahol a {c:.fa} és {ci o} operdtorok egyarant lehetnek fermion, illetve bozon sta-
tisztikdjd részecskék keltd és eltiintet operatorai, valamint {o“} a szokdsos Pauli-métrixok a

b c
} = iggpe 0 (C.4)

o? o
2

272
kommutaciods relacidval.

A.10. Példa. Hatdrozzuk meg az S (i) és S,(j) operdtorok kommutdcios reldciojdat a C.3 Schwinger-fermion
reprezentdcio mellett. Ldthato, hogy ha i # j akkor a kommutdtor automatikusan nulldt ad, igy csak az i = j

esettel foglalkozok, ami a kovetkezd

S+, 8,1 = Z ; "’* Z : ’” }— (FIf £ f = £ A1) = ---=%[fffx—ﬁfy]=i5z.(C.S)

A spin-operatorok C.3 Schwinger-reprezentacidjaval kifejezve a C.1 Hamilton-operdtor mar nem tartal-
mazza a reprezentdcioban segitségiil hivott Pauli-matrixokat, valamint fermion és bozon esetben is a kovetkezd

alakra hozhat6 )

N=2 Jr
HHelsenberg J Z Cl aclﬁ JB ja + konst. , (C6)
a,f=1

ahol a bevezetett konstanst6l a tovdbbiakban elfeledkeziink és J’, a reprezentaciétdl fiiggben, az eredeti J
csatolasi dllandé6 atskalazottja.

A1, Példa. Hatdrozzuk meg a C.6 Hamilton-operdtorban szerepld konstans értékét a C.3 Schwinger-fermion

reprezentdcioban. Felhaszndlva a Pauli-mdtrixok
Z O-(al’ﬁa—Z’V = 26(y’y6ﬁ,lu - 5(1/,ﬁ6/.[,v (C‘7)
a

tulajdonsdgdt és a fermion-operdtorok szokdsos kommutdcios reldcidjdt a kovetkezdt kapjuk

@, J
Wi = 1% T 55 (5 150§ Ot~ ) -

(i,jy ae{x,y,z} @, u,y=1 (i,j)
B

= 30D bl 2M 9

{i.j) ap (.

ahol M = 3, f(j [y betoltési szdm. Tehdt ebben a reprezentdcioban J' = J[2 és a nem kiirt konstans pedig

—A%LZMZ, ahol L a rdcs linedris mérete.
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Tehat az SU(2) szimmetrikus esetben az eredeti C.1 Hamilton-operétor helyett foglalkozhatunk a C.6
Hamilton-operatorral, hiszen ekvivalensek. Tovabba mindaddig amig két kiillonb6zé reprezentaciébol szarmazé
energidt nem akarunk 0sszehasonlitani, addig a C.6 egyenletben szerepl$ konstanstdl eltekinthetiink, valamint
ha példdul csak az alapallapotban megjelend spin-konfigurdciéra vagyunk kivéancsiak, akkor a csatoldsi dllandé

atskalazasatdl is eltekinthetiink, igy ez esetben élhetiink a

Hieners =7 ) D a(l)Sa(J)—JZ ToCiaC s (C9)

(i,J) ae{x,y.z} a,B=1

helyettesitéssel. Ha a Hamilton-operator magasabb, SU(N) szimmetridval rendelkezik akkor a C.3 Schwinger-

reprezentaciot a kovetkezSképpen éltaldnosithatjuk

N . A

. Q,)
S (i) = Z g Cip (C.10)

a,f=1
ahol {1} az adott szimmetria N> — | generatora, mellyel a SU(N) Heisenberg-modell Hamilton-operatora >>’->%%
N3-1
Hpcisenberg = J ) > Sa@dSa() =1 ) Z SHDSHG), (C.11)
(i,j) a=1 (i,j) a,p=1

ahol mar nem jeloltem az esetleges atskalazasat a csatoldsi dllandonak, valamint a megjelend konstanst, tovabba

bevezettem a
“(z) = Cm i8 (C.12)

jelolést az altaldnositott spin-operdtorokra, melyek a
S5, S5 = 617 (SarSty(D) = 0,uS2()) (C.13)

kommutacids relacidt kovetik. Az {S,} és az {S‘ﬁ’}

SU(N) csoportot, addig {S g }, a véges trace-iiknél fogva (M = }} %), pedig az U(N) csoportot generaljak.
@

operdtorok egyarant csoport generitorok, mig az {S,} az

D. Racspont betoltés és az SU(N) szimmetria kapcsolata

Az appendix ezen fejezetében, a 228-230 referencidkat kdvetve, a teljesség igénye nélkiil megmutatom, hogy
az {S "8’} operatorok nyomanak M értéke, vagy ezzel ekvivalensen az egyes racspontok M-szeres betoltottsége,
hogyan hatdrozza meg a spin-modellhez tartozé SU(N), illetve U(N) szimmetridk reprezentaciéjat, azaz milyen
vizsgalddasi alteret jeloliink ki az M értékének rogzitésével.

Vezessiik be az {Eg} osszevont jelolést az {S g} U(N) generatorokra és a hozzajuk rendelt

, 1
Ag(z) = Sﬁ N OapM (D.1)
trace nélkiili SU(N) generdtorokra, ahol
N
M = Z SeG). (D.2)
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A két generator ugyanazt a Lie-algebrat koveti, mely tényt az Gjonnan bevezetett jelolés segitségével a kovet-

kezé tomor formaba irhatjuk
|E5 ), ES ()| = 61 (S ELG) — 05,4 ES (D) , (D.3)

tovabba a két operator altal definialt

N
Hpeisenbers = ) > ES()ER()) (D.4)
(i.)) ap=1
Heisenberg-modell egy konstans erejéig megegyezik, igy azonosnak tekintjitk Sket. A modell konstrukciéjabol
fakaddan lathat6, hogy SU(N) szimmetrikus.

D.1. Az SU(N) és az U(N) szimmetria reprezentacioja

Az SU(N) csoport irreducibilis dbrazolasait szemléltethetjiik a Young-diagramok segitségével>*!, mely meg-
adja, hogy a reprezentacio egyes bazisai hogyan, hdny indexes tenzorként transzformalédnak és az egyes inde-

.....

xek kozott milyen szimmetria van. Egy T, .., mennyiséget akkor neveziink tenzornak, ha a kdvetkez8képpen

transzformalédik .

Tapc= D, USUp---UsTapy, (D.5)

@ oy=1

ahol U a szimmetriacsoport egy eleme. A Young altal bevezetett jelolésben a baziselemek minden @ indexéhez
egy | a|"dobozt" rendelhetiink, mely N kiilonbozd értéket vehet fel, tovabbé az egyes indexek kozti szimmetridt
pedig a kovetkez6képpen dbrdzolhatjuk: az indexek cseréjére szimmetrikus viselkedés esetén a dobozokat egy-
mads mellé, mig antiszimmetrikus transzformdcidjuk esetén egymds ald irjuk. Tovdbbd a boxok egymds mellé
helyezésébdl csak olyan tabldkat épithetiink, melyekben az indexek feliilr6l lefelé csokkennek és balrdl jobba
nem ndnek. fgy az adott dbrazoldsnak megfelel§ Gsszes bazist Gsszevonva megadhatjuk a szimmetria Young-

tdblazatdval, azaz pongyoldan mondva az index nélkiili, dobozok szdmadval és elrendezésével.

A12. Példa. Hatdrozzuk meg az SU(2) szimmetria definidlo dbrdzoldsbdl képzett kétindexes tenzorokat. Mivel
a keresett tenzorok két indexesek, igy két | |-ra van sziikségiink, melyet egymds ald (ami az indexek antiszim-
metrikus transzformdcidjdt jeloli), vagy egymds mellé (ami pedig az indexek szimmetrikus transzformdciojdt
tiikrozi) irhatunk. A definidlé dbrdzolds 2 dimenzios, az indexek két értéket vehetnek fel (o € {2,1}), igy anti-

szimmetrikus irreducibilis dbrdzoldshoz 1 dimenzios altér tartozik

(D.6)

melyet azonosithato a két spin szinglet dllapotdval, és a szimmetrikus irreducibilis reprezentdciohoz hdaromdi-

menzios altér tartozik
[ ] = , (D.7)

melyek a két spin triplet dllapotainak felel meg.
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A13. Példa. Hatdrozzuk meg az SU(3) szimmetria hdromindexes tenzorjait. A hdromindexes tenzornak megfe-

leld harom dobozt hdrom féleképpen rendezhetjiik el

|
antiszimmetrikus: =12
L]
kevert szimmetridju: ‘: ; 3‘, ? 3‘, 3 2‘, 3 2‘, % 2‘, ? 1} ,
szimmetrikus: [ | | |=[3]2]1],

(D.8)
melyek rendre 1,6 és 1 dimenzids dbrdzoldsokat jelolnek.

Tehéat az U(N) szimmetria irreducibilis reprezentdcidjanak béazisait egy N soros Young-tdblaval szemlél-
tethetjiik, melyet az egyes sorokban 1év6 dobozok {1,} szdmdnak tudatdban ismertnek tekintjiikk. A dobozok
szdma és elrendezése szabadon valasztott, az egyértelmiiség kedvéért a A; > Ap > ... > Ay egyenlGtlensé-
get meg szoktak kovetelni, azaz az egyes sorokban 1évé dobozok szama feliilrél lefele nem néhet. Az SU(N)
szimmetria irreducibilis dbrdzoldsdban az el6z6 N fiiggetlen paraméter helyett méar csak N — 1 van, hiszen az
operatorok trace-rogzitett (nulla), mely az dbrdzoldsban dgy jelentkezik, hogy a reprezentdldst nem valtoztatva
meg, minden sor doboztartalma eltolhatd egy s < Ay egész szdmmal. Az s szabad paraméter konvencié szerint
Ay szokott lenni.

A két szimmetria lehetséges reprezentaciok koziil a A1 = 1 és {1,z = 0} reprezentaciot fundamentalis repre-
zentdciénak nevezziik, melyben egy tetsz6leges csoportelemet egy U : CV — CV dimenziés unitér operétorral

reprezentalhatunk.

A.14. Példa. Hatdrozzuk meg az SU(2) szimmetria fundamentdlis dbrdzoldsdt. A fundamentdlis dbrdzoldst a
| | Young-tdbla jelol, mely két fiiggetlen bdziselemet foglal magdban, jeloljiik ezeket a kivetkezéképpen

IT) = : 2 ) = ) (D.9)
= 0 es = 1 . .

A vdlasztott bdzisvektorok tetszbleges ortogondlis kombindcidja is megengedett. Ezen bdzisokban az SU(2)

2 2

csoportot tigy reprezentdlhatjuk, mint 2 X 2 -es trace nélkiili unitér operdtorok, melyeket elddllithatunk a

01 0 i 1 0
O'X—(l O)’ o'y—(_i 0], O-X_(O _1) (D.10)

Pauli mdtrixok linedris kombindciojaként.

D.2. Az SU(N) és az U(N) csoportok kozos Casimir-operatorai

A szimmetria azon {C,} elemeit Casimir-operdtornak nevezziik, mely a szimmetria minden elemével felcserél-
nek, ennek teljesiilését elegendd csak a csoport generdtorain ellendrizniink. Tehat az SU(N) és U(N) Casimir-

operatorait a
|E5(0).Ca] =0 (D.11)
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egyenlet definidlja, mely megolddsa nem egyértelmd, hiszen két Casimir-operdtor dsszege, illetve Casimir-
operator szdmszorosa is eleget tesz ennek, azonban tudjuk hogy U(N) esetében N és SU(N) esetében N — 1

fliggetlen Casimir-operdt van, melyek egyértelmiien definidlhatunk a kovetkez&képpen:

CE(i) = > ERWER) -+ Egr (DES (D)., (D.12)
{a}
ami az n = 1 és SU(N) esetén definicié szerint nullat ad.

Mivel minden Casimir-operat felcserél a szimmetria 0sszes elemével (azaz a tobbi Casimir-operatorral
is), igy taldlhat6 olyan reprezentécids bdzis ahol a Casimir-operdtok szdmszorosai az egységoperatornak, az
aranyossagi tényez$ pedig meghatarozhaté a szimmetria reprezentacidjat dbrazolé Young-tablak {A;} sorainak
segitségével:

(CR) = B = NB,1 (D), (D.13a)

a {B,} polinomokat a kdvetkez6 generitor segitségével hatdrozhatjuk meg

1 — e = Z B, ()" (D.13b)

ahol -
6(1,2) = D (D (D.13c)

k=2

és
= (k- 1)! oy
ar(d) = N7 il —=b (1), bi(A) = Z l; (/1) pl (D.13d)
=1

numerikus faktorok, p = N —i fiiggetlen a reprezentdciotol és [;(1) = m;(d) + n — i az ami magdban foglalja a

reprezentacid vdlasztast, hiszen

A u(N) szimmetria esetén
mi(A) = . (D.13e)
Ai — 2 Ai/N  su(N) szimmetria esetén

Lathat6, hogy a Casimir-operatorok meghatarozasanak procedirdja nagyon koriilményes és technikai, igy a
fejezet hétralevd részében csak az

N-1 N-1 2

(i)=& +Z(N DA — (N—l)/l—/l— (D.14)

i=1

su(N) masodrendli Casimir-operatoranak példdjan keresztiil érzékeltetem a jelent&ségiiket, mely kifejezésében

” s

bevezettem a A = }; A; egyszeriisit6 jelolést.

PV

kapcsolata

A D.14 egyenlet N = 2 és A; = 6;1 specidlis esetben
A\ 1 3
(C0)y, = s +2) =3 (D.15)
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értéket veszi fel. Mdsrészt a Casimir-operdtor D.12 definicidjabdl kovetkez6en meg kell hogy egyezzen a
Ci) = ZA“(:)A (i) = Z OO (D.16)
a’ﬁ

operator varhat6értékével.
A C.12 egyenletnek koszonhetden az {S g (1)} spin-operatorokat reprezentdlhatjuk fermion, illetve bozon

részecskékkel, mely fermion esetben

(i), :(N+1)M—N;1M2 (D.17a)

fermion

és bozon esetben

(C3),,,.. =(N=DM - w-D — Dy (D.17b)
a sajatértékeket adja. Melyekaz N =2és M = 3, czac[’a = 1 értéke mellett megegyeznek a D.15 fundamentélis
reprezentacidban vett varhato értékkel, igy azt mondhatjuk, hogy N = 2 esetén a racspontok M = 1 betoltésének
valasztdsa megegyezik a spinek fundamentélis dbrdzoldsanak valasztdsaval.

Az N = 2 esetben bemutatott szimolds magasabb szimmetria esetén is elvégezhetd, ekkor azonban a tobbi
Casimir-operatorhoz is illeszteniink kell a racspontok édtlagos betdltottségét, mely hosszadalmas szdmolds mér
tilmutat a dolgozat keretein. Azonban bizonyitas nélkiil elfogadhatjuk, hogy tetsz6leges N esetén az M = 1,
egyszeres betoltés mindig a fundamentdlis reprezentacidonak felel meg.

Klasszikus rendez6dés esetén a szimmetria generdtorai koziil legaldbb egyikének a varhat6 értéke nem

nulla.

E. Relevans Hilbert-tér tulajdonsagai

2

Legyen H egy d dimenzids Hilbert-tér, 7 [-] egy kvantumcsatorna, melynek a o : H — H siirtiségoperatorokon

val6 hatdsa megadhat6 a K, Kraus-operitorok segitségével

D<d?

Tlol= ), K,oK]. (E.1)

v=1

Valasszuk ki a Hilbert-tér egy |¥) elemét, melyre merSleges H, = {|i) € H|(i|¥) = 0} altérbe val6 képzést a
01 = Mol = [ - [¥) (Do - [¥) (Y] (E.2)

méréssel definidljuk, ahol o, : H — 9, . Valamint vezessiik be a |v ) egyszerisitd jelolést a [P')-bbl a Kraus-
operatorok segitségével elérhetd (nem normadlt) tisztadllapotokra, azaz minden v = (vq,v,..., v;) sorozathoz
definidljuk a kdvetkez6

v)=KK, .. K,K, |¥) (E.3)

7z

allapotot. Ezen jelolés segitségével a 7[-] csatorna ¢-szeri alkalmazasa a |¥') (| kezd6allapoton a kovetkezo-

D D D D
TV @I=> > > > ). (E4)

vi=1 =1 Vvi-1=1 vi=1

képpen adhaté meg
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A |v )-h6z hasonléan definidlhatjuk a M7[-] feltételes dinamikdhoz tartozé

t+1

IV deond = (L= [¥)(YDKy, ... (1= [P CPDKy, [P) = v ) + Z COmrv) D Vs o V1) (E.5)

n=2
tiszta allapotot, ahol a c(,,,.,,)(v) kifejtési egyiitthatok komplex szdmok €s a {(v,,...,v;)} sorozatok az y =
(v1,...,v;) sorozatbdl lettek kivalasztva, mely n = ¢t + 1 eleme definicié szerint a |¥) dllapothoz tartozik. A

bevezetett jelolés segitségével a |\¥) (| dllapotbdl inditott feltételes dinamika a kovetkez6képpen adhaté meg

D D D D
MY P = DT> o > > 19 deond { Veond - (E.6)

ni=lv=1  v_=1v=1
A He((T, ) relevans Hilbert-tér ezen jelolésekben nem mads, mint az a tér, amit az 6sszes lehetséges |y )
vektor kifeszit. Mivel a relevans Hilbert-tér egy invaridns altér, igy minden o € B(H,e)) és o(t) = T '[o] slirii-
ségoperator felirhaté a o= = 3 s,|v ) ( v, illetve a o(t) = 3 s,(1)[v ) ( v| alakban. Tovabba4, a csatorna nem vezet

ki ebbdl az invarians altérbdl, igy minden |®) € H, allapotra teljesiilnie kell a kvetkezének: (D] o (¢) |D) = 0.

E.A. Tétel. A H,o)(T,V) relevdns Hilbert-teret nem csak a {|v )} dllapotok, hanem a {|v ).ona} dllapotok is
kifeszitik, azaz Hye)(T, V) és Hyot(MT , V) megegyezik, tehdt a rdjuk vett projekcick is

I(7,Y¥) = Tlim supp =IMT,¥). E.7)

T T
DT <\P|]} =Ly = lim supp | ) (MTY[I¥) (V1]
=0 =0

Bizonyitds. Az E.5 egyenletbdl kdvetkez6en minden |y ).,ng megadhat6 a |v ) dllapotok linedris kombindci-
6jaként, azaz (M7 ,%¥Y) < I(7,Y¥). Az dllitds masodik felének bizonyitdsdhoz hasznaljunk teljes indukciét.

Lathato, hogy ¢ = 1 esetén

(V1)) = 1D)eona + ) (FI(v1)) - (E.8)

Az E.5 egyenletet, mint indukcids 1épés felhasznalva tetszleges ¢-re beldthatd, hogy minden |y ) dllapot meg-
adhatd a |V )eond €8 a |V’ )eond dllapotok linedris kombinécidjaként, ahol a v* a v sorozatndl rovidebb sorozatot
jeloli. Tehat I(7, ¥) < I(MT, ¥). A kapott két egyenl6tlenség csak tgy oldhaté fel, ha (M7, ¥) = (T, V).
U

F. Atlagos elsé visszatérési id6 egyszeriibb alakja

A 1I1.1.7 egyenletben definidlt ¢, annak a valészintisége, hogy a bolyongé ¢ id61épésig nem tért vissza a [V')
kezdeti 4llapotba. A g, az id6 egy nem novekvd, pozitiv értéki fiiggvénye, mely go kezddértéke definicid
szerint 1. A bolyongdsok vizsgalata soran feltettiik, hogy a bolyongds visszatérd, azaz

lim g7 =0. (F.1)

A 77[-] csatorna trace 6rzésének kovetkezményeképpen a ¢ idépillanatban valé els6 visszatérés p, valdszintisége

a kovetkez6képpen adhaté meg:

pr = l-gqi, (F.2a)
P2 = q1—q2, (F.2b)
Pt = 4-1— 4, (F.2¢)
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mely véges T-ig val6 felosszegezésébdl lathatd, hogy a kozbiilsd 7 id6lépésekben ad6dd g, valdszintiségek

kiesnek, igy
T
dip=1-qr, (F3)

=1

ami ekvivalens a kovetkezdvel
T 0 T o0
=1- = + lim g7 |- = . F4
qr Z p [Z p+ lim qr] ; p t;I p (F4)
Ezek segitségével az atlagos elsd visszatérési idd véges részleges id6osszege

N N-1 N-1

TN=ZtPt=1+Z‘]1_N‘]N=Z%_N‘]N- (E5)

Az E.5 egyenletben elvégzett 4talakitis egy diszkrét parcidlis integrdldsnak feleltethet6 meg, igy az Ngy tagra

mint a hataron fellépd konstansra tekinthetiink. A I1.1.12 egyenlet igazoldsahoz meg kell mutatnunk, hogy
T\y = /\}1m TN s (F6)

azaz a limeszképzés sordan a Nqgy tag eltlinik, vagy Ty és lim Ty is egyszerre divergal.

El6szor tegyiik fel, hogy lim 7'y konvergal, ekkor
lim > 1p,=0. (E7)
Igy az F.4 egyenlet segitségével a nem negativ lim N¢y tagot

Jim Ny = lim N > p< lim > ipi=0, (E8)
t=N+1 t=N+1
feliilrdl becsiilhetjiik nullaval, tehat ebben az esetben lim Ngy = 0.
Ha azonban a lim 7'y divergal, akkor a )’ ¢, kifejezésnek is divergdlnia kell, hiszen az F.5 egyenletben sze-
repl$ divergencia nem szarmazhat més tagbél. Igy Ty és lim Ty is divergil, azaz a két mennyiség megegyezik.

s

egyenlettel.

G. Egyenletes eloszlasa véletlen szam generalasa a komplex egységkoron

A sajit eredmények 1.2.2 fejezetének bizonyos példdiban az ott definidlt Hamilton-operatorokban szerepld #; ;
hoppingok generdldsdhoz a komplex egységkoron vett egyenletes eloszlasu véletlen z szam generaldsara volt
sziikségem, melyet az itt ismertetett médon tettem meg.

A z = re'® komplex szdm ¢ fazisét egyenletesen vdlasztottam a [0 : 27) intervallumon beliil, mig annak r

sugarat a kovetkez6képpen generaltam:

T ha r <1
rwork = rand() + rand() r= work work (G.1)

2 — ryork  haryok > 1,
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210 =05 00 05 10-10 =05 00 : ). . . 1.0
Re(z)

A.3.1. dbra. A komplex egységkoron egyenletes eloszlast kovetd N = 100, 500 és 1000 darab numerikusan
generdlt véletlen szdm.
ahol a rand() egy [0 : 1) tartomanyban 1év3 egyenletes eloszldsu véletlen szdmot jeldl. Igy a kapott véletlen
szam:

Zrand = 7 (COS ¢ + isin¢) . (G.2)

mely az A.3.1 dbrédn ldthaté egyenletes eloszlast kovet. A #; ; matrixelem ilyenfajta generdlasra azért volt sziik-
ségem, mert ha a sugdr egy egyenletes véletlen szdm lenne (azaz r = rand()), akkor a hozzdrendelt komplex
szam nem kovetne egyenletes eloszlast az egységkoron, hiszen a sugar novekedésével 2rm, egyre nagyobb ke-
riiletd kort kell lefedniink. Tehat olyan véletlen szdmra van sziikségiink, mely gyakorisdga az origétdl tdvolodva
r-rel aranyosan nd.

Ezt tgy tehetjiik meg, ha felhasznéljuk, hogy egy Z = X + Y tipusu véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye az

6t el6allitd X és Y eloszlasfiiggvényeknek a konvoliicidja®*?, azaz

0 = f Fxz = fr0)dy. G3)

Tehat, ha az X, Y véltozok is egyenletes eloszlast kovetnek, akkor az el6z6 integral egyszertien kiszamithatd és

o~

fellelhet$ az el6z6 lindris skéldzas (egyenl6 szard hdromszog, melynek cstcsa az 1-ben van):

z ha0<z<1
fz(z)=42-z7z hal<z<2. (G.4)
0 kiillonben

Azonban a G.1 egyenlettel megadott valasztassal félbehajthaté a haromszog és megkapjuk az r-rel aranyos
fliggést.
H. A kezdoéallapotba valé visszatérés definicidja és teljesiilése

A I1.3 kvantum Kac-tétel bizonyitdsdnak egyik szerves része annak a megmutatdsa, hogy ha a I1.1.74 feltétel

27 2z

teljesiil, azaz ha a |¥) kezddallapothoz, a 11.1.64 mdddn, rendelt y egyensilyi eloszldsnak sajitéllapota a [¥')
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kezdeti allapot (4 # 0 sajatértékkel), akkor a bolyongds visszatérd, azaz a bolyongé 1 valdsziniliséggel vissza-
tér a folyamat végeztével. Tehat tomoren megfogalmazva, a visszatérés 11.1.8 definiciéjat figyelembe véve, a

kovetkez6t kell bizonyitanunk:
xPy=2¥) 10 = tlim(M‘/")’[l‘P) P1=0. (H.1)

Vezessiik be a M7 [-] feltételes csatorna
=
— im — t
= Jim - ;uwr) (%) (¥1] (H2)

7

egyenstlyi stirliségoperatorat, melyrdl az 7] csatorna II.1.64 egyenlettelben megadott y egyenstlyi siirliség-

operatorandl leirtakhoz hasonlé médon megmutathatd, hogy valéban fixpontja a kivant csatornank. A most

o

bevezetettet y pq stiriségoperétor csak akkor kiilonbozik nulldtél, ha lim Tr{(M7T)'[|¥) (¥|]} > 0. A feltételes
dinamika egyensiilyi dllapotanak H.2 konstrukci6jdbol adédéan

(Flxml¥) =0, (H.3)

tovabba a 7 [-] trace-6rz6 tulajdonsagabol fakaddan (¥|T [y ml |¥) = 0, igy y m nem csak a feltételes dinami-
kanak, de a dinamikénak is sajatallapota, azaz

Theml =xm- (H.4)

A.7. Lemma. A ll.1.74 sajdtértékegyenlet teljesiilése a |¥) € R megszoritdst eredményezi, ahol az R az 1.1.71

egyenlettel definidlt gyorsan visszatérd altér.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a kezddallapotnak van nullatél kiilonb6z6 komponense az 1.1.70 bomlé-altérben,
azaz
) = cp Vo) + cr[¥r) , (H.5)

ahol cp,cg € C, [Yp) € D és [Pr) € R. Annak belatdsdhoz, hogy ekkor nem teljesiilhet az el&irt feltétel
szorozzuk meg (jobbrol) (Wp|-vel a I1.1.74 sajatérték egyenletet, mely eredményeképpen

(Polx |¥) = cp (Folx [¥p) + cr (Folx [¥r) - (H.6)

A H.6 egyenlet jobb oldaldn szerepl6 (Wp|x [¥Yp) tag a bomlé-altér 1.1.70 definiciéjdbdl és a y egyensilyi
stirliségoperator 7 [x] = y fixpont tulajdonsdgabdl kovetkezden nulla. Tovabbd a H.6 egyenlet jobb oldaldnak
masodik tagja feliilr6l becsiilheté a

[(Folx WR) < [(¥plx ¥o) [ (Prlx [¥&) = 0 (H.7)

Schwarz-egyenl6tlenséggel, tehat a (Yol y [Pr) matrixelemnek is el kell tlinnie. Mdsrészrdl viszont a sajitér-

tékegyenletbdl kovetkezden
(Wolx V) = Acp (Ypl¥p) + Acr (Yp|¥r) = Acp, (H.8)

ahol felhasznaltuk a bevezetett altérek egymasra merdleges tulajdonsagat és a |\Wp) vektor egyre normaltsagat.
A H.8 egyenlet eltlinése a H.6 egyenlettel egyiitt a cpp = 0 nulla feltételt adja, azaz |¥) € R. U
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A 48 és a 49 cikkek egyik f6 eredményébdl kovetkezben ha |¥) € R, akkor a relevans Hilbert-tér (vagy a
49 cikk jelolését hasznalva Enc(WP)) felirhat6 a |\¥)-re nem merSleges {R;} ortogonalis minimalis enclosure-6k

direkt 6sszegeként (Isd. 1.1.72 egyenlet), melyek szdmossagat jeloljitkk M’-vel, ekkor
) =c ¥ +ca ¥+ +ew [¥ur) (H.9)

ahol {c;} nem nulla komplex egyiitthatk és |¥;) € R; normdlt biziselem. Minden egyes R;-hez tartozik egy
(egyértelmi) y? = (y'?)" > 0 egyensiilyi eloszlas. Ezen egyensiilyi 4llapotok kifeszitik a hozzajuk tartozé mi-
nimdlis enclosure-t, azaz suppy”’ = R;, gy (¥|y? |¥) > 0, valamint az altér tetszbleges |¢;) € R; dllapotabol
konstrudlt |¢;) (¢, siirtiségoperatorbdl a bolyongés sordn aszimptotikusan tart y”-hez. Tovabb4a minden egyen-
stilyi eloszl4s a relevans Hilbert-téren kifejezhetd a {y”} egyensiilyi eloszlasok konvex kombindciéjaként*®,

A bizonyit4s utols6 1épéseként az el6bb bemutatott eredményeket dsszegezziik: Mivel y o egy egyensilyi

eloszlas a relevéans Hilbert-téren, igy felirhaté a yp = 3 pix” konvex kombinéciéban, mely a kezdéallapottal

vett varhatoértéke:
M !

Fml¥) = " pi (P 1) . (H.10)
i=1

A H.10 egyenlet a H.3 egyenlet kovetkeztében nulla, és a jobb oldalon szerepls {y”} egyensiilyi dllapotok
(P x@ ¥y > 0 tulajdonsagabdl adédéan ¥ p; = 0. Tehdt a I1.1.74 feltétel teljesiilése esetén a bolyongas mindig
visszatér6 (A 11.1.8 egyenlettel definidlt Ry Pélya szdm értéke 1).

A fent bemutatott bizonyitds altalanositasabol lathatd, hogy tetszbleges |V) € R kezddallapotbdl inditott
dinamika visszatér6 és a hozza tartozo, 11.1.64 egyenlettel definidlt, y egyensilyi allapot a kezd&allapot altal

érintet R; minimalis enclosure-et kifeszits y” egyensiilyi eloszldsokkal a kovetkez6képpen irhat6 fel:

»
x =) Tr|oO®|x?, (H.11)
i=1

ahol o(0) = [¥) (.
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SUMMARY

1. Antecedents and motivations of our work

1.1. Average recovery time in physical systems

The need for scientific theories was demanded by the observation of the surrounding macroscopic events hap-
pening from time to time. Such periodic events were for example the alternation of days and nights, or the
passage and recurrence of the seasons. The observed regularities suggest the existence of underlying natural
law or laws. Taking Earth’s circulation and rotation into account is necessary for an explanation of the presented
examples. These arguments were already known in ancient cultures as well, who further noticed that with the
passing of a year the Earth does not return to its exact prior position but to one very close to it. Their notes
however concluded that the Earth after all does return to its initial place and this time elapsed is called “Great
Year” or “Platonic Year”. The then most accurate calculations carried out by the Babylonians, who identified
one year as 360 days(hence the partition of the total circle into 360 degrees ) while the Great Year is 36,000
years =,

Newton in his work* (published in 1687) seemingly gave a complete explanation of the movements of all
the planets found in the solar system but the efforts to find a concrete solution for the systems consisting of two
bodies remained unsuccessful. The simplest of the unresolved problems was the three bodies problem for which
by the end of the 19th century there were some approximate solutions bound to initial conditions however the
existence of an exact solution remained an open question. Upon the invitation of II. Oscar Swedish king in 1887
Poincaré started to work on this minimal problem however his efforts were unsuccessful. He concluded that the
problem can not be solved in a close form. His win of the prize was further supported by the other two positive
results he found, 1) He showed that a small change in the initial conditions, in an unpredicted manner, results
in a fairly large change in the solution to which sensitivity we have to pay attention to in our calculations. (This
remark lead to the birth of the chaos-theory.) 2) Beyond the specific problem he proved that when in a process
the certainty equivalent of a state is a constant, a system returns to almost every previous state after a certain
time (Poincare time) .

On the magnitude and average frequency of returns of the returning time introduced by him Poincaré made
no estimates. For this we had to wait until 1947, when Kac also proved that if a state is recurrent then it is
indeed infinitely recurring, whilst using the lemma named after him to determine the average return time of a
state. According to Kac lemma the average return time of a state is equal to the reciprocal of its equilibrium
distribution ' T have further discussed the strength of the lemma in the thesis hence now I will only demonstrate
one of its unusual applications. Compare the frequency of occurrence of 7 and 8 (in the decimal numeral system)
in the first digit of the 2" (n € N) series, as well as the average number of steps until the first digit becomes
7 and then 8 again. All members of the series can be written in the form of 2" = B - 10f where 1 < B < 10
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and k € N. Thus if 7 < B < 8 the given member of the series starts with 7, when 8 < B < 9 the first digit
of the first element is 8. Taking the logarithm of the basis of 10 of the previous form we obtain the following:
nlog(2) = k + log(B). Hence to get the first digit of every element take n times log(2) ignoring its integer parts,
and see which two integers’ logarithms it falls between (if the result falls in the interval of [log(7),log(8)) the
first element of the series starts with 7. Considering that 0 < log(B) < 1, multiplying both sides with 27 the
original problem can be replicated to a rotation on a unit circle, where the unit rotation is defined by the angle
that has the size 2w log(2). Thus the equilibrium distribution of the first digit of the elements is determined
by the length of the arc, normalized with 27, on the unit circle, assigned to them, from which the probability
that the first digit of 2n be 7 is: P7 = log(8) — log(7) =~ 0.058, similarly Pg ~ log(9) — log(8) = 0.051. From
the Kac lemma we know that in average every member with the first digit of 7 will be followed by another in
N7 =~ 1/0.058 ~ 17.24 steps, while in the case of 8 this number is Ng ~ 1/0.051 ~ 19.6. Note that the prior
result (apart from some specific power bases) is universal.

Moving away from the description of macroscopic systems the definition explaining the dynamics of the
system has to be modified. Hence while in some classical systems the evolution of time can be described by the
iterative use of given transfer matrices, in a closed system of the quantum world these dynamics are described
by a unitary operator’s iterated use. Furthermore whilst in the classical systems the definition of the average first
return time did not pose any problems, in the quantum world this step can not be performed in a well defined
way, since we have to ensure the avoidance of multiple returns, which requires some sort of interference. One
way to interfere is to monitor continuously, so we modify the dynamics in the following way: We measure
the system after every step, and if it returned to the ground state, we stop the process. The time necessary to
stop the process is identified by the return time of the process, and the return times given by this method will
unequivocally lead to the first average return time by making a statistical averaging over them Griinbaum et al.
in 2013 found that the average return time of an arbitrarily chosen state of an arbitrary closed physical system

is an integer or infinite '

1.2. Ground state of the SU(N) Heisenberg model

On an adequately low temperature certain degrees of freedom of condensate materials freeze out, thus they
present distinct structure and collective properties. For instance until we examine these on a temperature lower
than the energy of the U interaction between its particles and according to the KzT energy, they can be regar-
ded as crystallized materials. The electricity flowing in these crystals, with spin- or orbital angular momentum
a uniform magnetic behavior can develop, this certain solid-states (even without an external magnetic field)
can have an induced magnetic field. These materials are referred to as ferrite magnets and their correspond-
ing transformation temperature is called Curie-temperature *’. The following graphic image can be associated
with the ferromagnets: to every grid of the crystal an elementary magnet is assigned, that point in the same
direction on every grid, while in the ferromagnets the elementary magnets point in different directions and the
macroscopic magnetism of the crystal is given by the changing strength of the elementary magnets®'. The ot-
her large group of magnetic materials is formed by diamagnets, paramagnets and anti-ferromagnets, since in
these a spontaneous induced magnetic field does not occur. Diamagnetism create an induced magnetic field in a
direction opposite to an externally applied magnetic field, whilst in paramagnets the induced field is created in
the same direction as the externally applied field. In antiferromagnets the neighboring grids exhibit a magnetic

ordering in opposing directions, however unlike in the ferromagnets here the elementary magnets have the same
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strength 8784,

The whole spin of elementary magnets formed on a grid point of a solid, can originate from the kernel or
the magnetic or orbital angular momentum of the electrons, as well as due to the surrounding momentums’
shading effect it may also shorten. To model the interaction of these momenta the isotropic Heisenberg-model
is appropriate, which takes into account the Pauli-principle and the direct and kinetic exchange mechanisms.
The Heisenberg-model describes the interaction of the spins of the solid-states as a sum of coupled interactions,
between which the J connection is regarded as grid independent. Assuming these pair interactions are unable
to induce the atom which carries the spin of the grid hence we focus on the spin rotating role of each interacting
parts that are sufficient to describe the coupled interactions. According to the model’s J parameter’s sign, in the
crystal a ferromagnetic (J < 0), or an antiferromagnetic (J > 0) ordering is preferred.

Despite its apparent simplicity, the Heisenberg-model describes the surrounding physical systems well, in
addition apart from some special cases an exact solution does not exist. When examining the ground-state of
the model we came across a variety of exotic phases, which is mainly influenced by the lattice that belongs
to the model and the size of the spin of the grids. First, in 1944 L. Onsager proved with his exact calcula-
tions that the initial state of an SU(2) Heisenberg-model placed on a square lattice can also be an ordered
phase®”?8. Following this, the examination of the symmetry properties of the ground state of the SU(N) sym-
metric Heisenberg-model began®’~'%. The individual results have shown that in infinitely large systems the
ground state can be arbitrarily close to the Néel-ordering, furthermore the deviation from these orderings inc-
reases with the decreasing of the grid size. Hence by the examination of a finite but sufficiently large system
the initial state (in certain parameter ranges) can be approximated by a classical Néel-ordering. However when
determining the ground state we have to take the Mermin-Wagner theorem into account, which states that at
a finite temperature there has to be a minimum of two dimensions for an ordering to be formed in the ground

state 106-108 .

2. Summary of results

2.1. The average first return time of open quantum systems

We were inspired to work on open systems by an article published in 2013 where Grunbaum et al gives a quite
technical, topological argument in this article, that in iterated unitary dynamics, the system returns to its initial
state in integer or infinite steps (in average) . We interconnected this problem with a theorem known in classical
dynamics, which states that in doubly stochastic iterated dynamics, the average return time is equal to the size
of the irreducible graph associated with the initial state. We further generalized our theorem which was named
as the quantum Kac lemma.

With the investigation of open systems, we had the chance to connect purely quantum and purely classical
systems, with a continuous d decoherence parameter, where d = O corresponds to a purely quantum system,
while d = 1 results in a purely classical system. The time development of a quantum system can generally be
given by a quantum channel. The Kraus representation of this channel presumes a constant environment through
time-development. With the introduction of this dynamics, we were able to link the two doubly stochastic limits,
(i.e., the doubly stochastic classical dynamics and the unitary dynamics), and to show that if the dynamics is
unital (in both limits), than the average return time stays quantized and is equal to the dimension of the Hilbert
space explored by the system We investigated the applicability and the surprising behaviour of the theorem we
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got[II1]. We displayed the robustness of the problem by exploring the ‘relevant Hilbert space’ through several
examples.

As I dug deeper in this field, I have realised that if a system’s initial state is an eigenstate of the equilibrium
density operator, then the average returning time can be calculated from the system’s equilibrium distribution[I].
In the previous special cases this condition is automatically satisfied, since in those cases the equilibrium
distribution is the multiple of the unit operator. According to the found theorem the reciprocal of the number we
get by the normalization of the state gives exactly the average returning time (which is in accordance with the
results we got using for unital dynamics). Our theorem given by these more general dynamics, at the classical
extremes is the same as the classical Kac theorem. Finally, we showed through an example, that the found
quantum Kac lemma is applicable to find the average hitting time between arbitrary states in every iterated
dynamics driven system, where we use a classical tool to determine if the walker hits the target state or not[I].

2.2. SU(4) symmetric anti-ferromagnetic Heisenberg model on an fcc lattice

I have started to investigate the spin systems in my MSc thesis, and now I continue do so as a PhD student.
In the course of investigating these systems, I have always aimed to understand the SU(N) spin operators’
different representations and applications. We examined two physically different model: one being the SU(6)
symmetric anti-ferromagnetic Heisenberg model on a hexagonal lattice[IV], and the other being the SU(4)
symmetric antiferromagnetic Heisenberg-model on an fcc lattice[Il]. We used different representations in the
two mentioned models, because we expected different outcomes. We expected an SU(6) symmetric spin-liquid
ground state in the first model, while an ordered phase in the second one. As the results of our research on
the first model has already been presented in my MSc thesis, I concentrated on the second one in my doctoral
thesis.

We chose the boson representations of the spin operators in the course of investigating the ordered phase,
since in the ground state, they Bose-condensate, so they violate the SU(4) rotational symmetry. This represen-
tation of spins results in a four operator interaction term which in general cannot be treated in an exact way,
so we used the ‘spin wave approximation’ to handle this term. In the first step of this approximation we de-
termined all the possible classical configurations of the (degenerate) ground state. We found in the course of
the calculations, that this ordering is not unique. For simplicity, we chose a one parameter ensemble (helical
states) from these possible states, and tried to find the model’s ground state on this subspace. To carry out
this approximation, we need the boson operator’s Holstein-Primakoft representation, where we used the se-
miclassical series expansion. With the help of the series expansion, the degeneracy of the classical states splits
up, and only one state remained as the ground state of the system. This type of the selection is called as the
“order-by-disorder” mechanism. We made a stability analysis of the obtained ground state by calculating the
spin reduction, as a self-consistency condition being satisfied, i.e., in the semiclassical approximation we put
forward as a hypothesis, that the magnetization on each lattice site has a well defined, classical direction which
can only change a little due to perturbations. These quantitative checks showed, that at a finite temperature, the
obtained phase becomes unstable, which can be explained graphically as the Mermin-Wagner theorem prevents
the obtained phase behaving as a quasi 2 dimensional system. The higher orders of the approximation were
taken into account as an effective ferromagnetic Heisenberg interaction between the next nearest neighbors,
and so we calibrated the value of the coupling accordingly. In the extended model we found that the obtained

ground state stabilized even on a finite temperature.
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Finally, we determined the spin-spin correlation function for the helical states (characterized by the ¥ pa-
rameter) by this quantity the spin configurations of the state can be identified, with the help of the scattering

experiments.
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UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK

Atlagos elsé visszatérési id6 iteralt dinamikakban

[1]

(2]

[3]

[4]

2 2

Tetszobleges (tiszta) kezdballapotbdl inditott nyilt kvantumrendszer, iterdlt dinamika mellett definialt 4t-
lagos visszatérési idejére adtunk egy, a kordbbi statisztikus atlagolason alapulé definiciéval ekvivalens,
bejart dllapotoknak azon részének a trace-e, melyek az adott iddpillanatig egyszer sem tértek vissza. A
tobbszoros visszatérés elkeriilését az eredeti dinamika helyett, egy ugynevezett feltételes dinamika hasz-
ndlataval biztositottuk, melyben minden id6lépésben, az eredeti idSlé€pést definidlo csatornat kovetden
egy projektiv mérést alkalmaztunk, mely a mar visszatért allapotokat nem engedte tovabb fejlédni. A
feltételes dinamika tanulmdnyozédsa sordn megmutattuk, hogy egy tetszSleges (tiszta) kezddéallapotbdl
inditott rendszer a teljes fejlédése soran ugyanazt a Hilbert-teret fesziti ki adott kvantumcsatorna, illetve

7z

a hozza tartozo feltételes dinamika mellett. Tovabba ha a kezddallapotbdl inditott Cesaro atlagoldssal

27z

definiélt egyensulyi dllapotnak sajatallapota a kezddallapot (nem nulla sajatértékkel), akkor a bolyongds

2.2

mindig visszatérS[1][111].

Osszekotottiik és dltalanositottuk véges dimenzids rendszerek iteralt unitdlis dinamik4jéra is a klasszi-
kus bisztochasztikus Markov-ldncokra, illetve az iterdlt unitér folyamatokra vonatkoz6 tételeket, melyek
szerint ezekben az esetekben az atlagos elsd visszatérési id6 értéke egész és megegyezik a bolyongés so-
rén bejart rendszer méretével. Ezen tételiink érvényességét kiilonb6z6 analitikus és numerikus példakon

szemléltettiik, valamint kitekintésként, a tételen tdlmutaté analitikus példédkat is adtunk[III].

Megmutattuk, hogy a klasszikus folyamatokra vonatkozé Kac lemma a lehetséges csatorndk egy tdgabb
osztdlydra is dltaldnosithatd, melynek az unitdlis egy specidlis esete. A klasszikus Kac lemma kapcsolatot
teremt a bolyongast szemléltetd graf egy tetszSleges racspontjanak atlagos elsd visszatérési ideje és a di-
namikédhoz rendelt egyensilyi eloszlas kozott. Pontosabban, az dtlagos visszatérési id6 egy adott pontban
megegyezik az egyensilyi eloszlds adott komponensének a reciprokdval. Ezt a lemmat 4ltaldnositottuk

7z

olyan véges dimenzidju rendszerek iterdlt folyamataira, ahol a (tiszta) kezd6allapotbdl inditott Cesaro

27z

atlagoldssal definidlt egyenstlyi allapotnak sajatallapota a kezd6allapot (nem nulla sajatértékkel)[I].

Tetszbleges (véges dimenzidjui) nyilt iteralt dinamikdkban definidlhaté atlagos elérési id6 meghatarozasa-
val demonstraltuk az altalunk talalt kvantum Kac lemma altalanossagat és er6sségét. Ezen folyamatokra
a kvantum Kac lemma alkalmazhatésdgat az biztositja, hogy az eredeti rendszer kiterjeszthetd egy an-
cilla 4llapottal, mely egy klasszikus folyamattal be-, illetve kiszor a kezdeti, illetve a végéllapotbdl, igy

//////

automatikusan biztositja a tételben megkovetelt feltételek teljesiilését[I].
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Oder-by-disorder mechanizmus soran kialakul6 alapallapot az su(4)
Heisenberg-modellben

[5S] Meghataroztuk az fcc racson értelmezett SU(4) szimmetrikus antiferromégneses Heisenberg-modell le-
hetséges klasszikus rendezddéseit. Az alapdllapotot megval6sitd klasszikus konfigurdcié globalis mér-
tékrogzités utdn is végteleniil degenerdlt maradt. A mérték megvdalasztisa rogziti, hogy (1,0,0) vagy
(0,1,0) vagy (0,0, 1) kristalytani irdnyok koziil melyik mentén haladjunk az alapéllapoti konfiguracio
megkonstrudldsa sordn, valamint hogy az egyes szinteken melyik két spinallasb6l képzett szimmetrikus
és antiszimmetrikus kombindcidk alkossdk az adott sikhoz tartozé (bipartit)rdcs alrdcsmagnesezettsé-
geit. Az egyes szinteken a keveredés mértéke azonban tetszdlegesnek adddott. A lehetséges alapallapoti
konfiguraciok koziil kivalasztottuk a kitiintetett szerepet jatszé egyparaméteres alosztalyt, az igynevezett
helikalis allapotokat, ahol a keveredés mértékét megadd szog az egyes szintek tavolsdgaval ardnyos és ki-

szamoltuk a hozzdjuk tartozo, kisérletileg is mérhetd, klasszikus spin-spin korrelacios fiiggvényeket[II].

Pyl

[6] A kristdly magas koordinicids szdma lehetdvé tetette, hogy linedris spinhulldm-szadmoldssal figyelembe
vegyiik a klasszikus rendez6dés felett megjelend kvantumfluktudciok hatdséat. A fluktudciok figyelembe-
vételével (a két sz€1s6 esetben analitikus szamolassal) megmutattuk, hogy zérus hémérsékleten a rendszer
alapéllapota mar egyértelm: a trividlis helikdlis dllapot. A rendszer véges hdmérsékletli analizise soran
azonban a trividlis helikdlis dllapot nem bizonyult stabilnak, de megmutattuk, hogy mar egy tetszdlege-
sen kis ferromdgneses mdsodszomszéd kolcsonhatdssal kiterjesztett modellben a trividlis helikdlis dllapot

alacsony homérsékleten is stabilizalédik és a rendszer alapallapota marad véges hdméréskelen is[II].
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We consider recurrence to the initial state after repeated actions of a quantum channel. After each iteration a
projective measurement is applied to check recurrence. The corresponding return time is known to be an integer
for the special case of unital channels, including unitary channels. We prove that for a more general class of
quantum channels the expected return time can be given as the inverse of the weight of the initial state in the
steady state. This statement is a generalization of the Kac lemma for classical Markov chains.

DOI: 10.1103/PhysRevA.93.050101

I. INTRODUCTION

According to the Poincaré recurrence theorem [1,2], any
closed classical physical system, when observed for a suf-
ficiently long time, will return arbitrarily close to its initial
state. The extension of this statement to open systems whose
dynamics can be modeled as Markov chains [3,4] is given by
the Kac lemma [5]. This connects the expected return time
to the limit distribution, i.e., the probability distribution of
the system in the infinite-time limit. The expected return time
(Poincaré time) is the inverse of the weight of the initial state
in the limit distribution. If the weight vanishes, the expected
return time diverges, and the probability of return is less
than 1.

A version of the Poincaré recurrence theorem also holds for
closed quantum-mechanical systems, which are periodically
measured to test whether recurrence has occurred. Here,
the system is assumed to start from an initial state given
by a wave function, which is evolved by the same unitary
time-step operator between successive measurements. Every
measurement influences the dynamics: It either signals a
return, and projects the system to the initial state, or signals
no return, and projects out the initial state from the wave
function. Griinbaum et al. [6] have shown that in this case
the expected return time (number of measurements) is either
infinite, or it is an integer. We generalized [7] this result to open
quantum-mechanical systems whose dynamics is given by a
quantum channel [8—12]. We found that if the channel is unital,
i.e., if the limit distribution is the completely mixed state in an
effective Hilbert space that contains the initial state [13—15],
then the expected return time is equal to the dimensionality of
that effective Hilbert space.

One cannot help but notice the fact that the expected
return time in open quantum systems with unital dynamics
is an integer in accordance with the Kac lemma. Indeed, the
dimensionality of the effective Hilbert space is the inverse
of the weight of the initial state in the (appropriately defined)
limit distribution of the dynamics. The question arises: Can we
push this statement further, and ask if there is a broader class
of open quantum dynamical systems for which a quantum Kac
lemma would hold? In this Rapid Communication we answer
this question positively. We show that for a rather general type
of quantum channel the expected return time can be calculated
from the related steady state of the system.

2469-9926/2016/93(5)/050101(5)
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The structure of this Rapid Communication is as follows.
Section II contains the definitions and ideas that we need to set
up the problem. We state our result in Sec. III. In Sec. IV
we give a possible application of our theorem. Section V
concludes with a discussion of the results and some potentially
interesting questions.

II. DEFINITIONS

We consider discrete-time dynamics of an open quantum
system. The state of the system is described by a density
operator Q(t), representing a mixture of pure states from an N-
dimensional Hilbert space H, with ¢ € N denoting the discrete
time. Starting from a pure initial state | W) € H, we obtain the
state by iterations of the fixed time-step superoperator S[-],

o(1) = S'[IW)(W]]. ey

As usual, we assume S[-] to be a linear, trace-preserving, and
completely positive map, i.e., a quantum channel. It can thus
be written using Kraus operators [16-20] as

Slel =) A,04l, )

where r < N2 is the Kraus rank of S[-], and Av :H — H are
the Kraus operators, with the normalization

S AA, =1, ©)

where [ represents the unit operator on .
We can construct a steady state of the dynamics from the
initial state |\V) as

T-1

i L3
2 —Tlggo;;;‘s [1w) (1. “)

This limit is always well defined since we are in a finite-
dimensional Hilbert space [20]. The operator ¥ is a convex
mixture of density operators, and is thus self-adjoint, positive,
and fulfills Tr[x] = 1: It can be interpreted as a density
operator of the system. It represents a steady state, since

1
S[xl= % — lim —|W)(¥]= 3. &)

©2016 American Physical Society
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First return time

To measure the first return time, we need to disturb the
dynamics [21,22]. We follow each time step by a dichotomic
measurement that checks whether the system has returned to
the state |W)(W|, or if it is in the orthogonal subspace H |,
defined by

|P) e Hy & (®|W) =0. (6)

The postmeasurement state corresponding to “no return” is
obtained using the projector

Ml = A — (w)whadl — [w)(w)). (M

Note that the projector M[-] does not conserve the trace:
Its outcome is a conditional density operator, whose trace
represents the probability that the particle described by o
has not returned. The modified dynamics, including the
dichotomic measurements, is defined by

Bcond(t) = (MS) W) (¥]. ®)

Here, the trace of the conditional density operator is a
probability,

Tr Ocona(t) = P(no return up until time ¢). )

We call the iterated open quantum channel recurrent when
started from |W), if it returns with probability 1 in the sense
defined above, i.e., if lim Tr 9conq(#) = 0. This is in line with
Ref. [6]. In the rest of this Rapid Communication we will only
concern ourselves with recurrent channels.

Let us remark that the states of a system evolving from the
initial state |W), either by the evolution operator S[-] or by
MS]J-], may explore only a subspace of H, but they span the
same subspace, i.e., the relevant Hilbert space H,.|, as we have
shown previously [7].

The expected return time Ty is the expectation value of the
first return time, calculated using the probabilities in Eq. (9).
Whenever the iterated open quantum channel is recurrent when
started from |W), the expected return time can be expressed
using the sum of the conditional density operators [7], which
we denote by

T
écond = Tli_)n;ozoécond(t) (10)
t=

Note that, unlike in Eq. (4) for the steady state, there is no
factor of 1/T here, and so this sum can diverge. If the sum
is divergent, then the expected return time is also divergent,
otherwise the trace of Q.ong gives the expected return time,

T\lf =Tr@condo (11)

In Ref. [7] we have shown that in the case of unital
dynamics, where all eigenvalues of ¥ are equal, the expected
return time Ty can be obtained from the steady state 7. In that
case, we found that the expected return time is an integer, equal
to the dimensionality of X. In the next section we generalize
this result, and give a formula that connects the expected return
time Ty to the steady state § for a broader class of dynamical
systems.

RAPID COMMUNICATIONS
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III. QUANTUM KAC LEMMA

We now formulate the main result of this Rapid Commu-
nication. If the initial state |¥) is an eigenvector of the steady
state j, with nonzero eigenvalue A € R, then the expected
return time is Ty = 1/X. In formulas,

k#():}T\p:;. (12)

W) = A|W),
ATE) =A%) (V[2]9)

This is a direct generalization of the classical Kac lemma [5],
where the expected first return time to site n is the reciprocal
of the corresponding component 7, of the equilibrium distri-
bution vector 7. We therefore refer to Eq. (12) as the quantum
Kac lemma.

Note that A = 0 ensures that lim 9¢ong() = 0, proved in the
Appendix.

Proof

The quantum Kac lemma is a direct consequence of the
statement

1
X V) = A|W 0 = —-:IF. 1
X1¥) W) < Ocond (\mm\mx (13)
This states that the sum Q.ong Of the conditional density
operators, Eq. (10), is proportional to the steady state x of
Eq. (4), if and only if |¥) is an eigenstate of §. The trace of
the relation on the right-hand side of Eq. (13), using Eq. (11),
gives directly the quantum Kac lemma, Eq. (12). It remains to
show that Eq. (13) holds.
We now prove Eq. (13) in two steps.
First, we show that whenever Q.onqg 1s proportional to x, then
the initial state is one of the eigenvectors of §. This statement
follows from the fact that we can express Qcond as

T
Ocona = [¥)(W] + lim ZI:(MS)’[I\P)WI]. (14)

The conditional dynamics maps any density operator 0 to
the orthogonal subspace, that is, MS[9]: H — H,. Fur-
thermore, Q.ong 1S proportional to the steady state, hence by
applying Eq. (14) to the initial state | V), we can establish the
following,

A= (W|xIV). (15)

This concludes the first step of the proof.

The second step in the proof of Eq. (13) is to show that,
whenever the initial state |W) is an eigenstate of the density
operator of the steady state j, then Qcong is proportional to the
steady state. We notice that if | W) is an eigenvector of § = %1,
with eigenvalue A # 0, then the steady state is given by

X =MW+ 71, (16)

where ¥, = M[%]. On the other hand, ¥ is a steady state of
the dynamics [see Eq. (5)], i.e., ¥ = S[{]. Projecting both
sides of this latter equation using M[-], inserting Eq. (16), and
rearranging gives us

1
MS[W)(¥]] = F L — MS[ZLD. a7

050101-2
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Finally, inserting Eq. (17) in Eq. (14) gives us

1w
Beond = W) (] + - lim ZOWS)’[;@ — MSI#.1]
1=l

1, 1 . Tra
=5 X7 TILTT;O(MS) [XL]

To finish the proof of the second step, we need to show that

Jim (MS) %11 =0 19)

(18)

This will be enough because, by assumption, A # 0. It is clear
that %, is an unnormalized density operator in the relevant
Hilbert space. In fact, using the results of Ref. [23], it can
be shown that the relevant Hilbert space is already spanned
by the first N states in the orbit, i.e., by the states Qcona(72),
withn =0,...,N — 1, where N is the dimensionality of the
relevant Hilbert space. In formulas,

=z

-1

XL =) ca(MS)' W) (W], (20)

n

Il
o

with some complex coefficients ¢, € C. Now consider apply-
ing (MS&)'[] to this equation, and take the limit t — o0. As
we show in the Appendix, each term on the right-hand side
vanishes. Therefore, the finite sum also vanishes, and so we
have Eq. (19). This completes the proof of Eq. (13), and thus
of the quantum Kac lemma.

IV. EXAMPLE: EVALUATING HITTING TIME
VIA CLASSICAL MONITORING

Besides the class of unital dynamics, the quantum Kac
lemma also applies to any system where during each time step
the initial state | V) is interfaced to the rest of the system only
by incoherent processes. More specifically, it applies when the
time-step operator S[-] can be split into three parts,

ot + 1) = S[o(1)] = Doul TL[Dinl2 (111

Here, 71[-] is a superoperator that acts nontrivially only in
‘H ., defined in Eq. (6), i.e.,

Tilo] = W) (¥[a|w)(¥| + > K,0K].

@D

(22)

with Kraus operators K, : 7 — H,. The superoperators
Dinl[-]1 and Dyy[-] describe the incoherent particle transfer from
|W) to the rest of the system and vice versa,

RAPID COMMUNICATIONS
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Here, the rates p,,q, are assumed to be positive, and > p <
1, and un < 1, and the states |®,),|ct,,) € H . In this case,
the condition in Eq. (12) is automatically satisfied, therefore
we can apply the quantum Kac lemma and determine Ty as
the inverse of the weight of the initial state |¥) in the steady
state X .

The example above can be used to express the hitting
time for an iterated quantum dynamical system in terms of a
stationary distribution. For this, we let 74, denote the Hilbert
space where this quantum dynamics take place, and |®;) and
|a;) denote the pure states from which and into which the
hitting time is sought. We extend the Hilbert space by the extra
ancilla state |W),set N =1, p; =1l,and M =1, g, = 1. The
hitting time from |®;) to |«;) is then given by the expected
return time to |\W).

V. DISCUSSION

We found a relationship between the return time to an initial
pure state and the steady state for an iterated quantum channel.
If the initial state is an eigenvector of that steady state, then
the reciprocal of the corresponding eigenvalue gives us the
expected return time for that particular initial state. This is
not only a generalization of the results of Ref. [7] for unital
channels (which includes unitary dynamics), but also of the
Kac lemma about Markov chains.

The condition ¥ |W) = A|W) is sufficient, but not necessary,
for the form of the expected return time on the right-hand side
of Eq. (12) to hold. An example is given by the so-called
classical-quantum channels [24], defined by the evolution
equation

dim H
Beq(t + 1) = Seqlo] = > (9ul0(0)]@n) 6.

n=1

27

where the generators of the dynamics {6,} are positive and
self-adjoint operators with unit trace, and the Hilbert-space
vectors {|¢,)} are an orthonormal set (we note that a similar,
but not equivalent, notion of a classical-quantum channel was
introduced in Ref. [25]). The speciality of this type of dynamics
can be understood if we restrict our attention only to the dy-
namics of the diagonal elements. The matrix elements within
the diagonal are transformed among themselves by a time-
independent transition matrix W, where Win = {@m|6nl@m)
gives the probability that the system makes the |@,) — |@n)
transition. Based on W, one can naturally construct a classical
homogeneous Markov chain for which the original Kac lemma
is valid and has the same recurrence properties. One can

N
a1 N oA R eneralize the previous example, and say that Eq. (12) holds
DPule] = Z Pol PN (11 (Po] + Aind Ain, (23) §or every rand(I))m walk, WherIZ: the evolliltion of(%he diagonal
V= elements depends only on other diagonal elements. In these
N R cases the dynamics of the diagonal elements can be separated
A= |1- ZPJ‘I’H‘I’L 24) from the dynamics of the off-diagonal elements, and their
v=1 evolution can be described as a discrete-time classical random

M A R walk for which the classical Kac lemma can be applied.
Doulo] = un|‘p><o‘/t|@|au><‘p| + AowlAou, (25 In our generalization of the Kac lemma as well as in the
n=l example of the classical-quantum channel, the steady state
M corresponding to the given initial state fully determines the
A= |I- Z qplot) (e, ]. (26) expected return time. It would be fascinating to know whether
n=1 there are some even more general classes of quantum channels

050101-3
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for which the knowledge of the steady state is enough to
calculate the first return time.

Let us note that there are alternative ways to define a return
time. One can avoid the disturbance of the measurement,
for example, by taking a new system from an ensemble
after each measurement. The Pdélya number for quantum
walks characterizing recurrence has been defined in this way
[26,27]. There are also alternative ways to define iterative open
quantum dynamics, e.g., the “open quantum random walks”
[28], for which there are known results on recurrence and
return time [25].

Our theorem proved to be a useful tool to determine the
hitting time for an arbitrary iterated quantum channel by
applying an extra monitoring site coupled classically to the
initial and final states of the system to be observed. Monitoring
the hitting time in this way is a discrete-time analog for the
hitting time defined for continuous-time quantum walks, which
is defined through the survival time of an excitation in the
system where the Hamiltonian includes a trapping site [29-31].
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APPENDIX: RECURRENCE OF THE INITIAL STATE

In this Appendix we prove that if the initial state |W) is
one of the eigenvectors of the steady state ¥ of Eq. (4) with
eigenvalue A # 0, then lim d¢onq(z) = 0, or in other words, the
process is recurrent (returns with probability 1), i.e.,

RW)=AW), A#£0= lim (MS)TW)(¥[]=0. (Al

For the proof, we use a steady state of the operator MS|-]
defined as

) . 1 T-1 t
Am = lim TZO(MS) ) (], (A2)
1=l

The operator X, is a non-negative, Hermitian operator, and
it is nonvanishing if lim Tr{(MS)'[|¥)(¥|]} > C € R™. The
operator X is obviously an unnormalized steady state of
MS[], ie.,

MS[Zm] = Am-

Taking the expectation value of the two sides of this relation
in the state |W) tells us

(WxmW) = 0. (A4)

On the other hand, (V|S[{r]|¥) = 0 must hold as well, or
else the trace of § »( would decrease under the mapping MS[-].
Therefore, {1, is not only a steady state of MS[-], but also of
Sl ie.,

(A3)

Slaml = Zm- (A5)
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We remark that the operator M[-] does not take us out of the
relevant Hilbert space [7], and thus the operator x . has all its
support in the relevant Hilbert space.

We will prove Eq. (A1) below, by showing that Trx, = 0.

1. Theoretical tools: Decaying subspace, minimal enclosures

In the proof, we will use the concepts of minimal enclosures,
and of the decaying subspace, as introduced in Ref. [32]. We
recapitulate the definitions, and the basic properties, below.

The decaying subspace D is defined as

D={lg) € H:V 0 lim(elS'[elle) =0}, (A6)

i.e., it is spanned by the states which have a vanishing overlap
in the long-time limit with any density operator ¢ which acts
in H. We will use R to denote its complement, i.e.,

R ={lg) e H:V |pp) € D: {plgp) = 0}. (A7)

Time evolution by S[-] does not lead out of the set R, i.e.,
vt € N,|pr) € R,|¢p) € D:

(eplS'Tller) (rll@p) = 0. (A8)

This property of R defines it to be an enclosure [32]. As every
enclosure, the space R can be written as the sum of orthogonal
minimal enclosures [32],

R=Ri®Ro®---®Ru. (A9)

2. Proof

We begin by showing that the initial state |W) lies in the
subspace R, i.e.,

&) € R. (A10)

We show this by splitting the initial state into components from
the two subspaces,

W) = cp|¥p) + cr|¥R), (ALD)

where cp,cr € C, |Wp) € D, and |Wgr) € R. Using this
decomposition, we have

(Wp|X|W) = cp(Wp|x|Wp) +cr(WplXIWR),  (Al2)

where % is the steady state of S[-] defined by Eq. (4). The first
term on the right-hand side vanishes, since ¥ is a fixed point
of S[-], and so it can have no weight in the decaying subspace,
We can bound the second term from above using the Schwarz
inequality for the vectors §'/?|Wp) and {'/?| W), whereby

[(Wp| R [WR)* < (Wp|R|Wp)(Wr|R|W¥R) =0,  (AI3)

where we used the positivity of § as well as the fact that
(Wp|x|Wp) = 0. Thus, (Up|x|¥) = 0. On the other hand,
since ¥ |¥) = A|W), we have

(Up|R W) = Aep(Wp|Wp) + Acr (Vp|WR) = Acp, (Al4)

where we used the orthogonality of D and R, as well as
the normalization of the vectors |¥p) and |Wx). Comparing
this last result with (Wp|x|V) =0 gives us c¢p =0, or,
equivalently, |[¥) € R, which is Eq. (A10), the first step.
Since |W) € R, the relevant Hilbert space is the sum of a
subset of the minimal enclosures, those that are not orthogonal

050101-4
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to the initial state |W). We let these be the first M’ minimal
orthogonal enclosures. We can then split the initial states into
components from these enclosures,

W) = c1|¥1) + c2|W2) + - + e [War), (A15)
with ¢; € C, and ¢; # 0 for all j =1,...,M’. The unique
steady states of S[-] in each of these minimal enclosures is

Xj- Note that (W|%;|W) > 0 forall j. Any steady state of S[-]
in the relevant Hilbert space is a convex combination of the

RAPID COMMUNICATIONS
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Xj [32]. Since {4 is an unnormalized steady state of S[-] in
the relevant Hilbert space, it can be written as {a = Y p; X,
with non-negative weights p; > 0. Therefore,

M/
(WIRmIW) =Y pi(WIR,1W).
j=1

(A16)

Since (¥|%;|W) > 0 for all j, we must have p; =0 for all
Jj, i.e., the operator x( of Eq. (A2) must vanish. This proves
Eq. (Al).
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The classical ground states of the SU(4) Heisenberg model on the face-centered-cubic lattice constitute a
highly degenerate manifold. We explicitly construct all the classical ground states of the model. To describe
quantum fluctuations above these classical states, we apply linear flavor-wave theory. At zero temperature, the
bosonic flavor waves select the simplest of these SU(4) symmetry-breaking states, the four-sublattice-ordered
state defined by the cubic unit cell of the fcc lattice. Due to geometrical constraints, flavor waves interact along
specific planes only, thus rendering the system effectively two dimensional and forbidding ordering at finite
temperatures. We argue that longer-range interactions generated by quantum fluctuations can shift the transition

to finite temperatures.

DOI: 10.1103/PhysRevB.93.075137

I. INTRODUCTION

The low-energy physics of the Mott-insulating state in
transition-metal oxides with orbital degeneracy is generally
described by a Kugel-Khomskii model [1,2], an extension of
the Heisenberg model to include the coupling between the
spin and orbital degrees of freedom between the ions. For
electrons in the e, orbitals, the local Hilbert space is four
dimensional, as next to the twofold spin degeneracy a twofold
orbital degeneracy appears. The highest allowed symmetry
in the Kugel-Khomskii model is SU(4) [3-5], where all the
spins and orbitals are treated equally, leading to the SU(4)
Heisenberg model, with the Hamiltonian

H=J Z ,Pr,r/’ (1)
(r.r')

where Py, is the permutation operator exchanging the SU(4)
flavors between the neighboring sites r and r’. More generally,
if the local Hilbert space is N dimensional, the Hamiltonian
(1) is SU(N) symmetric, which, as a special case, includes
the standard spin—% SU(2) Heisenberg model. The exchange
interaction in some f-electron materials, like the CeBg [6], is
also very close to the SU(4) symmetry.

A further, and quite promising, realization of SU(N)
symmetric Mott insulators are ultracold atoms on optical
lattices [7], where an elaborate control over almost every
single parameter of the model system is routinely utilized.
The atoms are trapped optically; both the potential height and
the lattice periodicity can be adjusted by tuning the amplitude,
phase, and wavelength of the lasers. Even the geometry of
the lattice can be changed in situ [8]. Further advantage of
such systems is that interaction between the atoms can be
controlled in a wide range through the access of various
scattering resonances [9—11]. In first experiments, the Mott
insulator was realized with a dilute gas sample of alkaline
atoms loaded to an optical lattice [12—14]. Later, by trapping
higher spin alkalies [15] and by cooling alkaline-earth-metal
atoms to quantum degeneracy [16,17] has opened the way to
Mott insulators with higher spin atoms [18,19]. As a result,
one can hope that many antiferromagnets, either encountered

2469-9950/2016/93(7)/075137(11)
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in real materials or proposed by theorists for academic interest
can now be realized [20-26].

A large variety of ground states has been put forward
for the SU(4) Heisenberg models. A quantum liquid with
algebraically decaying spin-spin correlations is formed in the
one-dimensional chain [4,27] (which is Bethe ansatz solvable
[28]), and there is strong evidence for a similar critical state in
the hexagonal lattice [29]. In ladder [30], checkerboard lattice
[31], and honeycomb lattice with first- and second-neighbor
exchange [32], the spins form SU(4) singlets or plaquettes,
resulting in translational symmetry-breaking states. In the
square lattice, the proposals range from plaquettes [21,33], via
liquid [34], to a dimerized state [35]. The SU(4) Heisenberg
model in three-dimensional lattices is largely unexplored, with
the exception of the cubic lattice, where a resonating plaquette
state is suggested in Refs. [36,37].

In this paper, we study the ground state of the SU(4)
symmetric Heisenberg antiferromagnet on a face-centered-
cubic (fcc) lattice. Assuming an ordered, SU(4) symmetry-
breaking ground state, we first study the classical limit of
the problem. We shall see that the classical ground state is
macroscopically degenerate and that the inclusion of quantum
fluctuations in linear flavor-wave theory [38,39] reduces the
degeneracy to the order of unity. The flavor-wave excitations
will have flat modes along one of the directions. In particular,
the Goldstone mode [40] will have zero energy all along this
line, which is the consequence of the classical degeneracy.
According to the Mermin-Wagner-Hohenberg theorem, such
a reduction of the effective dimension of the model, from 3 to
2, destroys long-range order at finite temperatures [41,42]. We
show that the inclusion of the ubiquitous, but mostly negligible,
next-nearest-neighbor interactions (originating either from
exchange terms or generated by quantum fluctuations) couple
the otherwise independent directions and stabilize a Néel-
ordered phase at finite temperature.

The rest of the paper is organized as follows. In Sec. II,
we introduce the model first in terms of the SU(4) spin
operators and later in terms of bosonic fields by applying the
Schwinger representation. In Sec. III, the classical ordering
and, in particular, its degeneracy is discussed in terms of
the Schwinger boson mean fields. Quantum fluctuations are

©2016 American Physical Society
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treated using flavor waves in Sec. IV, where we also show
the selection of the ground state. In Sec. V, we introduce an
effective second-neighbor interaction to describe the quantum
effects at classical level. In Sec. VI, we explore the reduction
of the ordered moments due to the quantum fluctuations at zero
and finite temperatures. We summarize our results in Sec. VII.

II. SU4) HEISENBERG MODEL AND ITS
BOSONIC REPRESENTATION

Here, we consider the SU(4) symmetric antiferromagnetic
(J > 0) Heisenberg model on the fcc lattice defined by the
Hamiltonian

H=17) > Sr)st). )
o

The first summation is over the nearest neighbors, S[f(r)
are the generators of the SU(4) Lie algebra at site r, which
follow the commutation relation [3]

[S5(0),SL)] = 84,0 Sf (1) — 8., S5/ (1), 3

where «,8,u,v € {A,B,C,D}. Generators on different sites
commute. These 16 generators are the spin operators, which
can be represented as digr X dig matrices, where dr is the
dimension of the irreducible representation of the SU(4)
algebra which spans the local Hilbert space. More precisely,
since the trace ), S%(r) is proportional to the identity
operator, the number of nontrivial generators is only 15.
When the Heisenberg Hamiltonian (2) is realized as the low-
energy effective Hamiltonian of a Mott insulator with a single
particle per site [43], the local Hilbert space is spanned by the
states {A,B,C,D}, so that S#|a) = |B) and zero otherwise.
The Hamiltonian (2) then simplifies to Eq. (1), furthermore,

D Sa) = Lixa, @)

I4x4 being the four-dimensional unit matrix. The four states,
we shall also refer to them as flavors or colors, are the
four internal states of the particles and form the basis set of
the four-dimensional fundamental representation. These four
states are the SU(4) analogs of the {1 , |} basis states of spin—%
representation, which is the fundamental representation of the
SU(2) algebra.

The SU(4) Lie algebra [Eq. (3)] can be satisfied with the
spin operators of the following form [39,43,44]:

Sg(r) = bl,cxbr,ﬁ’ 5)
where bi,a (b, ﬁ) create (annihilate) a Schwinger boson with
color « (B) on site r. In this case, we describe a Mott insulator
with an integer number M of bosonic particles on a site, so
that

D bl b, =M, (6)

which is equivalent to [cf. Eq. (4)]

PHYSICAL REVIEW B 93, 075137 (2016)

On each site the

3

dimensional fully symmetrical irreducible representation is
realized, pictured by a Young tableau with a single row having
M boxes [44]. For a single boson per site, when M = 1, we
recover the dir = 4 fundamental representation (its Young
tableau is a single box). In the Schwinger boson representation,
the exchange interaction on the bonds takes the following form:

> Sam)SEay = > bl bl by 4y - )
a,f o, B

M+3
dm=( T ) @®)

In the equations above, M is a parameter, allowing for a
controlled treatment of fluctuations above the classical state,
which is exact for M — oco. The role of fluctuations will
be analyzed in flavor-wave theory as an expansion in 1/M,
just like the spin-wave theory is a 1/S expansion around the
classical § — oo limit. We will keep the parameter M explicit
in the following to keep track of the order of the expansion.
Our goal is to describe an ordered Mott insulator with a single
particle (boson or fermion) per site, which corresponds to
M=1.

III. CLASSICAL GROUND STATES
A. Classical states
When thermal and quantum fluctuations are negligible, i.e.,
in the classical limit, boson operators are characterized by their
mean values

(bro) = VME, ., (10a)

(bl ,) =M, (10b)

where the classical field &, is a complex four-dimensional
unit vector at site r with components &.,. The classical
value of the spin operators (5) are therefore represented by
Sg(r) =& & 8- In this limit, they are no longer operators,
instead they are 4 x 4 Hermitian matrices; furthermore, they
are rank-1 projectors. In comparison to the SU(2) case,
there, a classical state is described, on similar grounds, by
two-component bosons, and therefore, the classical field is a
two-component, complex, unit vector. The spin matrix at each
site is a 2 x 2 Hermitian matrix, which is a rank-1 projector
too. Such a projector is described by two real numbers, which
we can identify as a unit vector in the 3D world, pointing to the
direction of local magnetization. In the SU(4) case, the spin
operators are characterized by six independent real numbers.

Starting from Eq. (2), the classical energy is obtained by
replacing the bosonic operators in Eq. (9) with their mean
values given by Eq. (10):

EQ =M
(

r.r')

2

an

Z S:,asr’,a

a

The classical ground-state configuration is determined by

Z SY(r) = My xay. (7) ~ minimizing E© with respect to the classical fields. Since it
> is a sum of squares, the energy of the classical ground state
075137-2
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FIG. 1. The cubic unit cell of the four-sublattice-ordered state.
The coloring of the sites on the figure corresponds to the ¥, = 0 case
in Eq. (12).

is bounded from below by zero. Zero energy is realized for
configurations with orthogonal & vectors on neighboring sites.
The simplest classical ground state can be found naturally
in the cubic unit cell of the fcc lattice: we can choose four
orthogonal colors on the four sublattices, as shown in Fig. 1.
However, this is not the only choice. In the following, we are
going to show that the classical ground state for the fcc lattice is
highly degenerate, and the problem is in fact underconstrained.

B. Degeneracy of the classical ground states

The most general classical configurations consist of two-
sublattice-ordered {100} layers as follows: let us consider a sin-
gle plane of the lattice, for example, the z = 0 (001) plane (the
normal vector of this plane points to the z direction, e.g., the
lowest horizontal plane in Fig. 1). The sites in this plane form a
bipartite square lattice and can be colored with two colors, i.e.,
we can choose two orthogonal & vectors as (cos ¥, sin 9,0,0)
and (— sin ¥, cos ¥y,0,0). On the following z = % plane (we
set the lengths of the sides of the cubic unit cell to 1), which
is also a square lattice, we can select the two & vectors as
(0,0, cos 5, sintty2) and (0,0,— sin 1,2, cos ¥#;,2) on the
two sublattices, respectively. On the z = 1 layer, the allowed &
vectors are (cos v, sin ¢1,0,0) and (— sin ¢4, cos 1#1,0,0); this
is the same as on the plane z = 0, except for the choice of
©. The rule is actually simple: By defining &4 = (1,0,0,0),
&3 =(0,1,0,0), ¢ = (0,0,1,0), and &, = (0,0,0,1), we may
choose two arbitrary, orthogonal linear combinations of & 4 and
& p on layers with integer z, while on layers with half-integer z
we choose orthogonal combinations of & and & . This state
can be characterized by the direction of the plane, in this case
(001), and by the ordered set of the

(9.} =(..,0-1,0-1,2,00, %12, %.032, ...)  (12)

values. Clearly, we may have chosen a different plane:
the (100), the (010), and the (001) are crystallographically
equivalent. The particular choice of the classical fields on the

PHYSICAL REVIEW B 93, 075137 (2016)

FIG. 2. Aselection tree illustrating the degeneracy of the classical
configurations on an octahedron. The figure shows how the classical
fields on the sites of an octahedron formed by the face centers of the
unit cell can be chosen one by one, in a way to minimize E© (see the
text for details). The gray planes denote the planes colored by two
flavors only.

first two, z = O and 1, planes is without loss of generality since
there is always a suitable global SU(4) transformation which
can rotate a state into the above form. Setting all the ¥, in
Eq. (12) to 0 corresponds to the four-sublattice-ordered state
shown in Fig. 1: all the three {100} planes are two-sublattice
ordered.

Now, let us show in the following that these are the
only possible classical ground-state configurations. For that
purpose, let us consider the octahedron shown in Fig. 2,
constructed from the face centers of the cubic unit cell. On
sites 1, 2, and 3 (a triangle), the global SU(4) rotation allows
us to select the classical fields to point to the directions £ 4 =
(1,0,0,0), &c = (0,0,1,0), and &p = (0,0,0,1), respectively.
On site 4, which is not connected to site 1, we can choose the
classical field as a linear combination of &€ 4 and & 5, namely,
&,9 = (cos Y, sin 9,0,0) [see Fig. 2(a)]. On one hand, we may
select ¥ #£ 0, then the classical fields on sites 5 and 6 are
fully determined, as shown in Fig. 2(b). On the other hand,
if ¥ = 0, then the classical field on site 5 can be chosen as
&s.9 = (0,cos¥’,0, sin¥’), orthogonal to the vectors on the
neighboring sites [see Fig. 2(c)]. Now, depending on whether

075137-3

119. | oldal



PETER SINKOVICZ, GERGELY SZIRMAI, AND KARLO PENC

we choose ¥’ = 0 or not, we end up with the two possible
configurations shown in Figs. 2(d) and 2(e). To summarize,
starting from a given configuration on sites 1, 2, and 3, we find
three classes of solutions, where the & on one of the sites 4, 5,
or 6 is not fully determined. Once the colors on the octahedron
are decided, the classical fields on the corners of the cube
in Fig. 2(b) are determined too (the corner of the cube and
the three nearest-neighbor face centers form a tetrahedron,
and there is no coloring freedom for the complete graph of
four sites). Similar considerations hold for Figs. 2(d) and 2(e).
All possible outcomes 2(b), 2(d) and 2(e) have one thing in
common: In each of them we can find four sites on a square
which are colored by two colors only, and which define a plane.
In Fig. 2(b), this plane is defined by the sites 2,3,6,5, while on
outcome 2(d), the plane is defined by sites 1,3,4,5, and finally,
on outcome 2(e), the plane is defined by sites 1,6,4,2. These
four sites form the basis of the two-sublattice-ordered planes
of the previous paragraph, when the fcc lattice is gradually
built from the cubic cells, each containing an octahedron and
the corner points surrounding it.

C. Helical state

A particularly simple choice of the parameter set {9}
corresponds to the helical states, defined by a ¥, varying
linearly with the position of the plane along the z axis, ¥, = z ¢
in Eq. (12). The classical field of the helical state can be
expressed in the following recursive form:

§ris = R(=0/2) &, (13)
where the matrix
0 0 cos? —sint
0 0 sin v cos ¥
R@) = costt —sinv 0 0 (14)
sin ¥ cos ¥ 0 0

transforms the fields from one layer to the following one
translated by the vector § = (%,O, %). Furthermore, we set the
classical fields on a specific, reference plane, say the z =0
layer. On this layer, we use a two-sublattice ansatz, where
the two sublattices A4 and Ajp alternate in a checkerboard
manner. In this plane, we choose &. = &4, if r € Ay, and
&, =&p, if r € Apg. The classical fields on the other planes
can be calculated from this reference plane with the help of
the recursion (13).

Now, it is convenient to extend the sublattices A 4 and A g to
the whole fcc lattice: the sites that can be reached from A 4 in
the z = 0 plane by translations with & belong to sublattice A 4.
Sublattice A g can be defined similarly. This way, A 4 consists
of the lattice points r; = (m,,m,,m;) and (m, + %,my,mZ +
1), while sites with coordinates (m, + ,m, + 3,m) and
(my,m, + %,mz + %) belong to Ap, where m,, m,, and m,
are integers.

Our simple recursion for the helical state (13) allows us to
express the classical field explicitly at every site by raising the
recursion matrix to the power corresponding to the distance of
the site from the z = 0 layer. That is,

&y =RU(=9/2) - Enpay—nj2.0)
=R"(=0/2) - &y (15)

PHYSICAL REVIEW B 93, 075137 (2016)

where £, = &, forr € A, and &, = & for the sites belonging
to sublattice A .

In general, the structure is incommensurate with the lattice
spacing, except for special values of ¢#. These include the
¥ =0 case, where R*(%) is the identity matrix, and we
recover the four-sublattice state shown in Fig. 1. The other
special case is for ¥ =m/2, with a periodicity Az = 2:
two-sublattice-ordered square lattice planes of pure &, and
&p alternate with layers of pure &¢ and &p such that every
fourth layer is identical. Two layers above & 4 we find a &p;
consequently, two layers above a & there is a £, and vice
versa. This state is discussed in more detail in the Appendix.

D. Classical spin-spin correlation function in the helical state

The order of the helical state can be characterized with the
help of the so-called ordering wave vectors [43], which are
the positions of the peaks of the static structure factor S(q)
[43,45]. The static structure factor is the Fourier transform of
the equal-time spin-spin correlation function between spins on
sites 0 = (0,0,0) and r:

M M
S(r) = Z<[Sfj<0) - Zaa,ﬁ} [ng - Zaa,ﬁp, (16)

a.f

where the trace of the SU(4) generators is subtracted. Using
Egs. (5) and (10), we take the expectation value in the classical
ground state by completely neglecting fluctuations, arriving to

2
1
2
Sa(r) = M Xajsg,asr,a -7 an
For the helical state, given by Eq. (15), it evaluates to
(l+200$2nzl9)MTz if r=(n,,n,.n.);
— M fp—= 1 1 .
Su(r)= (leZcos2nzl9)4 %fr (nx+%,ny+2,nf), (18)
T ifr=(n+3.ny.n:45);
—% ifr=(nx,ny—|—%,nz—|—%).

For the simple four-sublattice state, i.e., the helical state with
¥ = 0, the correlation function simplifies to

32 e — PRy
S((:i?:O)(r) — {4M ifr (nx,n_, M)

—iM?* otherwise. (19)

The Fourier transform of the correlation function of
the helical state, Squ(q) =), e~r48,(r), consists of delta
functions at the ordering wave vectors in the Brillouin zone
[Fig. 3(a)]

QF =27(1,0, £ 9/n), (20a)
QF =27(0,1, £ 9/n), (20b)
Q; = 27(0,0,1) (20c)

and at the equivalent points in the bee reciprocal lattice spanned
by the reciprocal primitive vectors 27 (1,1,1), 27(1,1,—1),
and 27 (1,—1,1). For the four-sublattice case, the three
Q vectors are located at the three distinct high-symmetry
points X. As ¢ becomes nonzero, both Q; and Q, split
into two branches. These new points move towards the
distinct W points, reaching them at ¢ = m/2. The W,
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S=n/2

FIG. 3. Ordering vectors of the helical state in the Brillouin zone for three different values of . (a) The Brillouin zone and high-symmetry
points of the fcc lattice. (b) The ¥ = 0 (the four-sublattice-ordered) case: the ordering vectors Q; (j = 1,2,3) are located at the three distinct
X high-symmetry points. (c) The # = 7 /4 case: two of the ordering vectors Q; splitinto Q; and Q; (i = 1,2). These roots move towards the
closest W points as @ increases. (d) At ¢ = /2, the ordering wave vectors merge again at the W; and W, points, but now Q; := Q = Q;

and Q; := Q; = Q5.

points (and similarly W;) are equivalent, differing only by
a reciprocal primitive vector, therefore, the two branches
merge again at ¢ =m/2, but now Q; =Q; =Q, (W,
point) and Q, = Q; =Q; (W, point). See Fig. 3 for
illustration.

The nonvanishing Fourier components of the correlation
function are all equal for the ¢+ = 0 and 7 /2 cases, with

M
5Q) = 5(Q) = 5(Qs) = - 21

while for an arbitrary helical state

ot M _M
SQN) =35Q) =~ SQi)=—. (22)

These can be identified as Bragg peaks in a corresponding
scattering experiment [43,45].

IV. QUANTUM CORRECTIONS FROM LINEAR
FLAVOR-WAVE THEORY

We have seen in the previous section that the classical
energy [Eq. (11)] takes its minimum value on a highly
degenerate set of configurations. In this section, we show
that the inclusion of quantum fluctuations lifts the degeneracy
and selects a specific long-range-ordered state through the
order-by-disorder mechanism [46,47].

For simplicity, we construct the linear flavor-wave theory
over the helical state of Sec. IIIC. That is, we look for
quantum fluctuations over the classical configurations given
by Eq. (15). Our calculation is in the spirit of Ref. [48], where
the degeneracy of the SU(3) Heisenberg model on the square
lattice was treated.

Using Eq. (14) as a canonical transformation, we introduce
new boson operators as

B(x,y,n/Z),a - Z[Rn(ﬂ/z)]aﬂb(x,y,n/Z),ﬂ~ (23)
B

Since the mean value (Er,a) = mér,a, the definition (23)
reduces to Eq. (15) in the classical limit. The classical field
§w has a single nonzero component, which is equal to & 4, & 5
for r € A4, Ap, respectively. This canonical transformation
allows us to replace the transformed Schwinger bosons b with

Holstein-Primakoff bosons ¢ [38]:

Cra ifr g Ay,
bro = (24a)
VM — ey ifre Ay,
where
fea = D €l peep. (24b)

pa

The Holstein-Primakoff bosons describe transverse fluc-
tuations around the classical ordering. The amount of these
fluctuation is measured by the occupation number (i, . This
quantity is also referred to as the spin reduction.

A. Calculation of the zero-point energy

We calculate the ¥ dependence of the quantum correction
to the classical energy first by expanding Eq. (24a) in powers
of 1/M, then through Egs. (23) and (9) we also expand the
Hamiltonian (2). The first term in the Hamiltonian is the
classical energy E©, proportional to M? [see Eq. (11)]. It
vanishes because the classical ground-state energy is zero.
The second term ocM>/? vanishes since the state is a local
minimum of the classical energy. Therefore, the leading term
is proportional to M, which is quadratic in the boson operators.
The diagonalization of this quadratic term with a Bogoliubov
transformation allows us to calculate the ground-state energy
resulting from fluctuations.

To progress further, we introduce a unit cell containing
two sites, one from each of the sublattices A4 and Ag. The
position of the unit cell is given by r = (m,,m,,m;) in the
planes with integer z coordinate and r = (m, + %,m vz +
%) in the planes with half-integer z coordinate. The unit cell
contains one site from sublattice A 4 (with coordinate r), and
another one from sublattice A p with coordinate r + &', where
§ = (%, %,0). A relatively simple notation can be obtained by
grouping the six Holstein-Primakoft bosons of the unit cell
(three for each site) into the formal vector

T
D = (Cr,B+Cr,C+Cr,DCr+8, AsCr48',C>Cr+8 D) (25)

075137-5

121. | oldal



PETER SINKOVICZ, GERGELY SZIRMAI, AND KARLO PENC

and its Fourier transform

PHYSICAL REVIEW B 93, 075137 (2016)

|2 :
®) =+ Z‘ O, e 19T, (26)
Sor

In the semiclassical expansion we use the approximate form (up to the order of M—3/%)

M= g ~ VM (1= 222, 27)

where N; denotes the number of lattice sites.

2M

and we substitute it into the Hamiltonian (1), which to leading order in M gives

HO =JIM Y [4®[ 0y +2(D]B ()P + He)], (28)
qeBZ
where the matrix B(q) is
—CxCy 0 0 0 0 0
0 cyczcg —icysZngszy 0 —iCszcﬁzsﬁ cxczs??
_ 0 iCyS,Cysy —CyC;8p 0 —CxC;Cy —iCyS,CySy
Ba=1 0 0 —exey 0 0 29
0 iCyS;Cy8y —cxczc§ 0 —cyczs§ icyS;Cysy
0 cxczsl% iCyS;Cy8y 0 —iCyS;CySy cyczc§

Above, we introduced the following shorthand notations: ¢, =
cos(qy,/2) and s, = sin(g,/2) for v = x,y,z; furthermore,
cy = cos(¥/2) and sy = sin(P/2).

The Hamiltonian (28) is quadratic in the boson operators,
so it can be diagonalized by choosing a new set of operators
with a Bogoliubov transformation

dq = Ui 0q + Vigo',,

~T _ 4
', =U" (@', + V (@)D,

(30a)
(30b)

The transformation matrices are composed of the eigenvec-
tors of the Bogoliubov matrix

3D

M(q)=4JM[ Isxes B(Q)}

—-B*(q)

where [¢y¢ is the six-dimensional identity matrix. The Bo-
goliubov matrix M defines the dynamics of the boson vector

(Dg, DL ):
N A bq
Lha<qﬂq ) _M(q)<cI>qu ) (32)

The characteristic equation for the eigenvalues and transfor-
mation matrices U and V is given by

> M @Tii(Q) = o T;i(q), (33)
k

—Isxe

where the transformation matrices are arranged in a block
matrix form

(34)

U -V
T(q) = ( () (q))’

-V(q) U(q)

andi,j,k € {1,2,...,12}. The eigenvalues are real and come in
= pairs. We order these eigenvalues, so that w; > w; > ... >
wg > 0 and w; = —wey;. The eigenvectors are normalized
with the requirement that the new operators ® fulfill boson

(

commutation relations

U(q)U'(q) — V(@) V'(q) = Texs,
Vi(@U*(g) — U'(@V*(q) = Ogxe,

where Q¢ 1s the six-dimensional zero matrix.
After diagonalization, the correction to the ground-state
energy per site evaluates to

EQwW) 1< d3q wi(q)
=) 2V _4im, 36
N, 2 & [/BZ 3273 2 } (36)

where 3273 is the volume of the Brillouin zone shown in
Fig. 3(a) and the factor % in front of the integral takes into
account that our unit cell has two sites. The correction is an
even function of ©, EX () = E® (=) and is periodic with
period 7, E@ @) = E@(r +9) [while the ¥ — 0 + 27
leaves the configurations in the helical state unaltered, the
periodicity in 7 is less obvious: ¥ — ¢ + 7w exchanges the
C and D basis states, see Eqgs. (13) and (14), which can be
undone by a global SU(4) rotation]. The ground-state energy
(36) is plotted for 0 < ¥ < & in Fig. 4. The lowest-energy
configuration is realized for # = 0. Thus, this analysis shows
that among the helical states, the ground state is the one with
¥ = 0, which is a nonhelical, simple, four-sublattice state.

(35a)
(35b)

B. ¢ = 0 ground state

For a general ¢, the characteristic equation of the Bogoli-
ubov matrix (33) can be evaluated only numerically. However,
in the ¥ = 0 and /2 cases, it becomes analytically solvable.
Here, we illustrate this property for % = 0 (the = /2 case
is treated in the Appendix).

In this case, the Bogoliubov matrix (31) can be transformed
into a block-diagonal matrix, where the blocks are all of
dimension 2 x 2, and are all of the same general form

wiq)

M =4JM «
-»wi@ -1

:|, v e {x,y,z} 37
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FIG. 4. (a) Quantum correction to the energy of the helical state as
afunction of ¥. The energy takes its minimum value for = 0 and «,
which correspond to the four-sublattice state shown in Fig. 1. The red
squares and the diamond correspond to the values given in Egs. (41)
and (A4), respectively. (b) The coefficients e, of the Fourier series of
the energy, defined as E@(9)/Ns = ey + Y o, €q cos 2d ¥, plotted
on a log-log scale. The first two coefficients are ey = —1.843M J
and e; = —0.043M J. Further coefficients scale with the index d as
o d~33 (straight line) showing a nonanalytical behavior at ¢ = 0.

where
S qy q:
M(q) = - =, 38
Y, (q) = cos > cos > (38a)
yysq(q) = cos %x cos % (38b)
v.(q) = cos %x cos L. (38¢c)

2

The only difference between the blocks is in y,(q). All
three different blocks, with different v, participate twice in the
matrix (31).

This simplification is the consequence of the highly
symmetric, four-sublattice structure of this phase. To be more
specific, there is a single flavor on each site, i.e., the mean value
of the Schwinger boson operators is one of the basis vectors:
&4, Ep, Ec, or &p. There is a one-to-one correspondence
between a pair of colors: AB, AC, AD, BC, BD, CD, and
a specific plane characterized by its normal vector [one of
(1,0,0), (0,1,0), or (0,0,1)] and its parity (whether it has
integer or half-integer coordinates along the direction of the

PHYSICAL REVIEW B 93, 075137 (2016)

normal vector). Inside each plane, the corresponding specific
two colors alternate in a checkerboard manner. The interaction
term in the Hamiltonian between a pair of neighboring sites
involves the product of two Holstein-Primakoff bosons. One
of them is from the first and the other one is from the other site.
The Holstein-Primakoff boson on the first site has to be from
the same flavor as the classical ordering of the other site, and
vice versa in order to survive the contraction of the indices in
Eq. (9) (see also Appendix Al in Ref. [29]). Therefore, for a
given flavor pair, there is a specific plane out of the 6 = 3 x 2
different ones (3 for the directions and 2 for the parity) within
which the given type of boson flavors can interact. Such an
interaction is described by one of the MY matrices. In fact,
for the state depicted in Fig. 1, the A and B bosons interact
only within the planes characterized by integer z values, the
C and D bosons interact within planes with half-odd integer
z values, the A and D bosons within the plane with integer x
values, and so on.

Since these parts of the Hamiltonian are independent, they
can be diagonalized separately. The excitation energies of the
above M;! matrices are

o¥(q) = 4T M1 = |y (39)

The dispersion w,(q) is flat along the v direction, as g, is
missing from the corresponding ¥, (q) in Egs. (38). The
dispersions are shown in Fig. 5(a).

The contribution to the single-site energy from the different
M blocks give the same value:

E®
M _ _0.316J M. (40)
N,

s

Adding all these contributions, the total quantum correction to
the energy, Eq. (36), evaluates to
@) (2)
Eovo _ 6P _ 506 M (41)
N N
We draw the attention to the flat, zero-energy mode between
the I' and X points in the Brillouin zone. It is the Goldstone
mode associated with the continuous classical degeneracy
of the ground state [40], namely, that each plane can be
independently rotated in the SU(4) space, while keeping the
two-sublattice structure within the plane, as expressed by the
freedom of choosing the ¥’s in Eq. (12).

V. HAMILTONIAN EXTENDED WITH
SECOND-NEIGHBOR EXCHANGE

In the case of the SU(2) spin systems, quantum fluctuations
prefer collinear structures, thus it is customary to approximate
the effect of quantum and thermal excitations by adding a
biquadratic term with a negative coefficient of the order of
1/S to the classical energy, S being the length of the SU(2)
spin [47,49]. The classical solution of such an effective model
reproduces the phenomena attributed to quantum fluctuations,
among others, the magnetization plateaus on frustrated lattices
(see Ref. [50] for a more detailed discussion). In the case of
SU(4) spins, however, the notion of the collinearity is not so
obvious [for example, adding naively a |} _, & &, , |* term to
the expression of classical energy, Eq. (11), does not help in
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(a)|

o (M

o (M

FIG. 5. Dispersion relation of the flavor waves for the Heisenberg
model with nearest-neighbor interactions only (a), and with a finite
second-neighbor ferromagnetic exchange J,/J = —0.086 (b), along
the path in the Brillouin zone shown in the inset. The degeneracy
(x1, x2, and x3) of each mode is proportional to the width of the
lines and the color becomes lighter with increasing degeneracy.

the selection of the ground state]. Furthermore, the nature and
origin of the degeneracy we need to reduce is different in the
SU(2) and SU(4) case: while in the frustrated SU(2) models
the ground states do not optimize the bond energies, in the
SU(4) case each bond is fully satisfied at the classical level.

A hintis given by the observation that the second- (i.e., next-
nearest-) neighbor ferromagnetic interaction is compatible
with ¢ = O four-sublattice order selected by the fluctuations.
For this reason, we extend the Hamiltonian with the exchanges
over the {(r,r’)) next-nearest-neighbor pairs

HN=H+1 Y Y Sumsia)). (42)
(r.r) a.p

Each site has 12 nearest-neighbor and 6 second-neighbor sites.
We note in passing that antiferromagnetic J, > 0 interactions
lead to frustration in the usual sense: we are not able to satisfy
all the bonds at the same time. Following, we restrict the
discussion of the spectrum to the antiferromagnetic J and
ferromagnetic J;, in order to be compatible with the ¥ =0
ordering, which is realized for any J > 0 and J, < 0 values.
The classical energy of the ground state is then

EO

=3,LM>, (43)

s
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while the expectation value of the Hamiltonian (42) in the
helical state is

EO®)
N
Comparing this with the energy of the quantum fluctuations,

in particular with Fig. 4(b), we get that the fluctuations can be
described by choosing

= (3 —sin> 9) L M>. (44)

2e 1 J

st = o7 = 0086~ (45)
at the classical level. In analogy to the SU(2) case [51,52],
we anticipate that the addition of this effective coupling will
provide a finite, o<1/ M 2 dispersion to the zero mode between
I and X.

To get the dispersion with finite J,, we repeat below the
calculation presented in Sec. IV, now with the inclusion of the
J, coupling. The J, does not bring in any further complication,
as it simply couples the Holstein-Primakoff bosons in different
layers, so that the Bogoliubov matrix (37) is replaced by

M = M4+ MM (46)
where M, is still given by Eq. (37), and
—NNN 0
M epu|” @ 0 ] )
0 - (@

with

COS g, + C0S g, + Ccos g,
3 .
This modified Bogoliubov matrix has the following spectrum:

PN =1- (48)

Wf(Q) = My 147 — 6L 7N @R — [41 @] 49)

The spectrum, depicted in Fig. 5(b) for the above-mentioned
effective value J,/J = —0.086, is modified from that of
the J, =0 case of Fig. 5(a), most noticeable along the
path connecting the I' and X points, where the spectrum
obtains a dispersion now. It is interesting to observe, and also
useful for testing the consistency of our calculation, that the
ferromagnetic nature of the next-nearest-neighbor coupling is
manifested in the diagonal part of the Bogoliubov matrix (47).
Thus, in the case of J « |J;| the dispersion w, o |q|?, as it
is expected for a ferromagnetic system, except in the close
vicinity of the I'" point, where the dispersion remains linear

with |q| for |q| < /J/b.

VI. SPIN REDUCTION AND ORDERING AT ZERO AND
FINITE TEMPERATURES

The reduction of the magnetization, pu,, defined by
Eq. (24b), is a measure of how good our approximation is. In
the semiclassical expansion, Eq. (27) in particular, we assume
that iy o < M. Therefore, for M = 1 one needs the reduction
to be much smaller than unity. More permissively, e.g., for
allowing higher values of M, one can require o to be at
least finite. In this section, we calculate the reduction for zero
and finite temperatures for the four-sublattice state.

The mean value of the spin on sublattice A 4 reads as

(SAM) = M — (pra), T €Ay (50)
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and an equivalent expression holds for (S5(r)) on the Ap
sublattice. The reduction can be expressed with the Fourier-
transformed boson vector

e = 3 Zf T @, (@ Ca@) (1)

€{B,C,D} m=1
where

o = | @ @@ @)
" 1+ (Bl (q®n(q)) form=7,...,12.

form=1,...,6,
(52)

A. Spin reduction at zero temperature

At zero temperature, the quasiparticle occupation is zero,
therefore, we have C,,(q) = 1 only form =7, ...,12. For the
four-sublattice state and for J, = 0, Eq. (51) can be evaluated
to

1
/’LrA Z\/BZ327T L

)|
~ 0.590. (53)

It is noteworthy to compare the result of the spin reduction with
that of a single square lattice. In our case, the spin reduction is
three times the value of that of the square lattice case, which
was found to be approximately 0.197 [53]. The factor 3 can be
understood as the contribution of the three Holstein-Primakoff
bosons describing fluctuations in one of the three orthogonal
square lattice crystallographic planes. The small finite spin
reduction gives a consistent result with our initial assumption
of the ground state being ordered. At the same time, this value
is quite large for a three-dimensional magnet, and the reason is
the flat dispersion between the I" and X points in the Brillouin
zone [Fig. 5(a)] and thus the reduction of the dimensionality
from 3 to 2.

For a finite J, < 0, fluctuations are interacting along all
three directions, and the number of average bosons decreases
rapidly with the increase of the ferromagnetic J,, as seen in
Fig. 6 at the T = 0 point. For example, a small J,/J = —0.01
reduces the fluctuations to 0.42, and for the J§T = 0.086J
[taking M = 1 in Eq. (45)] the (ur 4) < O.1.

B. Spin reduction at finite temperatures

At low but finite temperature, the Holstein-Primakoff
bosons obtain thermal occupation. The spin reduction now
contains contributions both from quantum and thermal
fluctuations

4JM 11
e = 2. /32327[%{W[nu(q)+5]_5},

V=X,y,2
(54

where
1

exp [a)g’“(q) / T] —1

is the occupation number of the bosonic excitations.
For J, = 0, the integral evaluates to finite value only at the
T = 0 point, its value given in Eq. (53). At finite temperature,

n,(q) = (55)
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FIG. 6. The spin reduction vs temperature for different values of
the ferromagnetic, next-to-nearest-neighbor coupling J,. For J, = 0,
the spin reduction is finite only at zero temperature, otherwise it
diverges. For nonzero J,, the spin reduction is finite also at nonzero
temperatures. The horizontal gray line at u, 4 = 1 indicates an upper
limit of the model’s applicability.

thermal occupation of the Goldstone mode diverges along the
line where the spectrum [Eq. (39)] is constant zero. As a
consequence, the integral becomes divergent for 7 > 0. This
is in accordance with the Mermin-Wagner-Hohenberg theorem
[41,42], as the effective dimensionality of the problem in the
linear flavor wave approximation is 2 when J, = 0.

For finite J;, the integral (54) with the dispersion (48)
yields a finite spin reduction even at finite temperatures. We
plot the value (u, 4) for different values of J, in Fig. 6.
For a smaller value of |J,|, the value of the integral is
larger, and is more sensitive to the temperature. Thus, the
small but always present longer-range interactions stabilize the
four-sublattice-ordered state at finite temperature. In the case
of the quantum model, the effective J2eff generated by quantum
fluctuation plausibly stabilizes the long-range-ordered state,
with a transition temperature that might substantially deviate
from a mean-field-like estimate.

VII. DISCUSSION

We investigated spin ordering in the case of an SU(4)
symmetric Heisenberg model on an fcc lattice. For this
purpose, we used the Schwinger boson representation of the
SU(4) spin operators, which allows a controlled approximation
of the quantum effects in an SU(4) symmetry-broken state with
long-range order.

At the classical level, where all Schwinger bosons are
replaced by their expectation values, the ordered state was
found to be highly degenerate, consisting of layers of two-
sublattice-ordered square lattice planes, however, the states on
the neighboring planes are determined up to SU(2) rotations.

Considering a subset of these degenerate states using the
flavor-wave theory, we found that quantum fluctuations select
a four-sublattice-ordered state, with a magnetic unit cell being
identical to the cubic unit cell of the fcc lattice. The linear
flavor-wave Hamiltonian of the four-sublattice-ordered state
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block diagonalizes into a set of two-flavor bosons interacting
on decoupled planes, so that fluctuations couple strongly only
along two directions. This effect renders the ordering fragile
at finite temperatures, as the number of bosons diverge at
any T > 0. Coupling between the planes is established by a
ferromagnetic second-neighbor spin interaction, which stabi-
lizes the four-sublattice classical ordering up to some finite
ordering temperature. This second-neighbor spin interaction
can be provided by the quantum fluctuations themselves since
they also favor the four-sublattice state. It would be interesting
to see how does the Néel temperature in this case relate to the
mean-field result (i.e., to the Curie-Weiss temperature).

It is noteworthy to compare these results with the usual,
SU(2) symmetric Heisenberg model on the same fcc lattice.
In both cases, the classical ground state is highly degenerate,
however, the nature and origin of the degeneracy are different.
Since the fcc lattice is composed of edge-sharing tetrahedra,
the SU(2) classical spins, represented by three-dimensional
vectors, are frustrated and cannot satisfy all the bonds
optimally [unlike to the SU(4) case]. The lowest-energy state
on a single tetrahedron is achieved when the sum of the
four spins on the four corners adds up to 0, which can
be realized in continuously many ways, leading to a high
degeneracy also on the fcc lattice. The idea of the selection
of the ordered state from the degenerate classical manifold
by minimizing the energy of the quantum fluctuation was
pioneered for this lattice: Quantum fluctuations were shown
to reduce the continuous degeneracy to discrete ones, as they
generally favor collinear configuration, in which case the O(3)
spins can be treated as Ising spins [46,47]. The effect of
quantum fluctuations for SU(2) Heisenberg models including
longer-range interactions or anisotropies has been extensively
studied in case of type 1 [49,51,54,55] or type II [56] orderings.
However, even after many efforts, the true nature of the ground
state of the SU(2) Heisenberg model with nearest-neighbor
exchanges is still unknown.

We note that there is a fundamental difference between
the SU(4) and SU(2) spins on the fcc lattice: for the SU(2)
case, the number of constraints is larger than the spin degrees
of freedom, thus, the bond energies cannot be all satisfied. In
contrast, for the SU(4) spins there are more degrees of freedom
as constraints, and the ground state is degenerate with all the
bond energies fully satisfied.
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FIG. 7. The twisted four-sublattice state. The coloring of the sites
on the figure corresponds to # = /2 in Eq. (15).

APPENDIX: ZERO-POINT ENERGY FOR ¢ = n/2

Here, we calculate the quantum correction to the energy
for ¥ = m/2. This ansatz is shown in Fig. 7. Two of the
Holstein-Primakoff boson pairs now make square lattices (the
red-blue and green-yellow planes), while the remaining pairs
of colors make a lattice isomorphic to the diamond lattice (for
example, the red-yellow). The Bogoliubov matrix (31) can be
transformed to a block-diagonal form by making a symmetric
and antisymmetric combination of certain bosons in ®. Each
block is a 2 x 2 matrix and two of them have the same form
as in the ¥ = 0 case with 1%, and the other four have the
following form:

M (q) = 4JM[_ . ydliml(q)], (A1)
where
i) — % (@00 | gitagao
+eli@—a—a) 4 ei%(qz—qx—qy)). (A2)
This Bogoliubov matrix yields
EQ = -0293JM, (A3)
which modifies the total energy correction to
EY ,=2EQ +4E, = —-1804JM.  (A4)

This energy is higher than that of the ¥ = 0 case [Eq. (41)].
Actually, this configuration has the highest energy of all the
helical states. Its value is illustrated with the green diamond in
Fig. 4(a).
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The expected return time to the original state is a key concept characterizing systems obeying both classical or
quantum dynamics. We consider iterated open quantum dynamical systems in finite-dimensional Hilbert spaces,
a broad class of systems that includes classical Markov chains and unitary discrete-time quantum walks on
networks. Starting from a pure state, the time evolution is induced by repeated applications of a superoperator
(quantum channel) in each time step followed by a measurement to detect whether the system has returned to the
original state. We prove that if the superoperator is unital in the part of the Hilbert space explored by the system,
then the expectation value of the return time is an integer, equal to the dimension of this relevant Hilbert space.
We illustrate our results on partially coherent quantum walks on finite graphs. Our work shows that the expected
return time is a quantitative measure of the size of the part of the Hilbert space available to the system when the

dynamics is started from a certain state.

DOI: 10.1103/PhysRevA.91.042108

I. INTRODUCTION

An important task in physics is to observe the dynamics
of systems and predict their future behavior. For a classical
system, monitoring its evolution does not alter its dynamics in
the ideal case; in quantum mechanics, however, frequent mea-
surements may have dramatic effects due to the measurement
back-action, e.g., freezing the dynamics, as in the quantum
Zeno effect [1,2], or losing coherence and thereby arriving at
classical-like behavior [3]. The problem becomes even more
complicated under realistic conditions, where the effects of
the environment cannot be neglected and the introduced noise
affects the fine quantum features needed for applications, e.g.,
in quantum information [4].

Discretization, both in time and space, is inherent in the
definition of many physical systems (e.g., networks) but can
also occur as a result of an approximation to make a system
numerically tractable. Iterations of a given generic time-
evolution step and assuming a countable number of different
states of the system thus represent a large class of physical
situations, including classical and quantum networks [5]. A
generic way to represent a discretized iterative dynamical
process is a discrete-time random walk on a graph in both
the classical and quantum cases.

Discrete-time quantum walks (or quantum walks for
short) [6], quantum-mechanical generalizations of random
walks, have in the recent years enjoyed increasing attention
from both theoretical and experimental [7—13] physicists. The
hallmark property of quantum walks is that they spread faster
than classical random walks: on a regular graph, the variance
of the position of the walker scales as O(t%) with the number
t of time steps, rather than O(¢) as in the classical case. This
gives quantum search algorithms using quantum walks [14]
the same quadratic speedup as possessed by the celebrated
Grover algorithm [15], which is all the more important since
quantum walks can be used to implement universal quantum
computation [16]. Characterization of quantum walks using
fundamental concepts not only might further our understand-
ing of when and how the quantum speedup arises but can also
lead to new types of algorithms based on quantum walks.
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One of the important concepts used to characterize iterative
dynamical processes, such as random walks on graphs, is
recurrence: whether a system returns to its initial state and,
if so, how long this return takes. For finite, closed systems,
where the dynamics conserves the phase-space volume, the
Poincaré theorem guarantees that recurrence does take place,
although the required time can be beyond the range of any
conceivable experiment. The problem of this return time in
classical [17] and quantum systems [18] is an important
question for many areas of physics, from chaos theory to the
microscopic foundations of thermodynamics.

There is a broad class of classical iterative dynamical
processes for which the recurrence time, i.e., the expected
return time to an initial state j, turns out to be quantized, i.e., an
integer 7. This is the class of bistochastic processes, for which
the completely mixed state is a stationary state [19]. In this
case, for each initial state j the set G ; of sites that are reachable
from j by iterations of the time step forms an irreducible
component (all states in G ; and only states in G ; are reachable
from each other). Since the process is bistochastic, in this
irreducible component the uniform distribution is a stationary
state. Consider now a trajectory of N steps, started from state
j, with N — oo; the number of times site j is visited tends
to N/|G;l|, where |G| denotes the number of states in G ;.
The average return time to state j is the average time delay
between such visits, which is T; = |G;].

Generalizing the concept of the first return time to iterative
quantum dynamical processes, Grinbaum et al. [20] have
found a striking fact: its expectation value is quantized. To
define a first return time, they suggested that every time step,
given by a unitary operator U, be followed by a measurement
to detect whether the walker has returned to the initial state or
not. Starting the system from a state |\W), they have found
that the expected return time 7y is the dimension of the
smallest eigenspace of U that includes |¥), which is always an
integer number, or infinity. Thus, the integer Ty is a measure
of the size of the system accessible from the initial state,
reminiscent of the classical case. This similarity is all the more
surprising given that the proof of Griinbaum et al. is an intricate
application of topological concepts to quantum physics.

©2015 American Physical Society
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In the present work, we address the problem of the
recurrence time for unital iterative open quantum dynami-
cal systems (IOQDS, also called quantum dynamical semi-
groups [21]). This is a broad class of processes that includes
as special cases both the unitary case of Ref. [20] and
classical Markov chains. The time step of one period thus
can include interaction with an environment, which can be
beneficial for transport [22,23]. The time step is defined by a
quantum channel (trace-preserving completely positive map),
represented by a superoperator S, which is followed by a
measurement to decide whether the system has returned or not.
This iterated evolution can also be viewed as a generalized,
open discrete-time quantum walk [24,25]. We prove that
whenever the time-step superoperator is unital, i.e., whenever
the completely mixed state is a stationary state, S[I] = I, the
expected return time 7y to a pure state |W) is an integer,
equal to the dimension of the part of the Hilbert space that the
system explores when started from |¥) (the relevant Hilbert
space; more precisely, we need only S to be unital in this
relevant Hilbert space).

This paper is structured as follows. In the next section
we fix the notation for iterated open quantum dynamical
systems, i.e., generalized quantum walks, and also introduce
the concepts of the conditional density operators and of the
relevant Hilbert space. In Sec. III we prove the main statement
of our paper, that the expected return time for unital generalized
quantum walks is equal to the dimension of the relevant Hilbert
space. In Sec. IV we illustrate our results on quantum walks
on finite graphs. Finally, we provide a short outlook on the
consequences of our results in Sec. V.

II. FIRST RETURN TIME

We consider an iterated open quantum dynamical system,
with dynamics that can be fully or partially coherent. The state
is given by a time-dependent density operator p : H — Hina
finite-dimensional Hilbert space H. The dynamics takes place
in discrete time, ¢t € N, starting from an initial pure state |V},

p(0) = [W) (W], €]

and is generated by a fixed superoperator S. To describe a real
physical process, S has to be trace preserving and completely
positive, i.e., a quantum channel. This is equivalent, in
the Stinespring-Kraus representation theorem [26], to the
requirement that S can be written in terms of a discrete set
of D Kraus operators A; : H — H as

D—-1

pt+1) = S[p(D] = ) Ajp(DA]. )

j=0
The only restriction on the Kraus operators A; is the normal-
ization condition

ALA; =1, 3)

where [ represents the unit operator on the whole Hilbert
space H.
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A. Relevant Hilbert space

We can safely restrict our attention to the part of the
Hilbert space that the system explores, starting from |¥) and
undergoing the iterations of S. This is the relevant Hilbert
space Hy, which we define as the limit of the series of
projectors

Iy = lim supp <Z p(t)) , @)
t=0

where supp(o) denotes the projector to the nonzero subspace
(support) of a Hermitian operator o . The relevant Hilbert space
‘Hy is the image of the operator Iy acting on .

The relevant Hilbert space Hy is the smallest subspace of
‘H that contains the state |W) and fulfils the following property:
for any positive semidefinite operator o : Hy — Hy, we have
supp(Slo]) € Hy. In the language of the Kraus operators of
S, as per Eq. (2), this reads that for all j and any |®) € Hy, we
have A;|®) € Hy. These statements, proved in Appendix B,
ensure that the restriction of the time-step operator S to the
relevant Hilbert space, defined as

D—1

Sulpl = Sllyply]l =Y AjlyplyAl (5)

j=0

for p : H — H, can be used in place of S as long as we
consider only iterative quantum dynamics starting from |W).
Since each of the Kraus operators maps states from Hy
into states in Hy, the Kraus operators of Sy are A;ly =
Iy A;ly. Defining Sy this way ensures that it is an irreducible
channel [27].

The dimension of the relevant Hilbert space is equal to the
trace of the projector [y,

dim(Hy) = Tr(Ty). (6)

The relevant Hilbert space is guaranteed to be finite-
dimensional if the full Hilbert space is finite-dimensional.

B. Conditional dynamics

To define a first return time, we need to modify the dynamics
and monitor whether the system returns to the initial state or
not. At the end of every time step, we perform a dichotomic
measurement, with the projector corresponding to “return”
given by |W) (W] and the projector of “no return” given by its
complement, which acts on a general density operator ¢ as

Mlo] = (I — [¥){(¥)o @ — W) (V]). )

The first return time is the number of steps we need until we
obtain return. The expected return time is the expectation value
of this number.

A simple way to calculate the first return time in this
monitored system is to use a conditional density operator
Peond(?). This represents the state of the system under the
condition that it has never returned to the origin. Using the
superoperator M corresponding to no return, this conditional
density operator reads

Peond(t) = (MS) W) (W] = (MSe) (W) (Y]] (8)

042108-2

130. | oldal



QUANTIZED RECURRENCE TIME IN UNITAL ITERATED ...

for t € N, including pcona(0) = |¥)(W|. The second equality
above holds since the projector M does not lead outside the
relevant Hilbert space: for any positive semidefinite operator
o: Hy — Hy, we have supp(M[o]) € Hy, with M[o] also
being positive semidefinite [but possibly Tr(M[o]) < Tro].

The trace of the conditional density operator pqona(?) is the
probability g, that there was no return to the initial state up
until time ¢,

q:r = Trpcond(t)~ (9)

We say that the dynamics is recurrent if this quantity converges
to zero.

C. Expected return time

In this paper we are interested in the expected return time
Ty, i.e., the expectation value of the first return time,

To =Y tp, (10)
t=1

where p, denotes the probability that the first return to |\¥)
happens at time 7. We explicitly included the subscript ¥ in
the expected first return time Ty, but we dropped it from other
quantities, e.g., the return probabilities p,, and the conditional
probability density peong(f) for notational simplicity. The
return probabilities p, can be expressed in terms of the
probabilities g, of “no return up until time ¢ as

Di =qi—1 — q; (11)

since the operator S preserves the trace. Using this for recurrent
walks, the expected return time reads

Ty=1+) q— lim Ngy=1+) q. (12

=1 =1

We relegate the proof of the above equation, including that
limy_, o Ngy can be omitted from the right-hand side (rhs),
to Appendix A.

We can put Eq. (12) into a very suggestive form using the
conditional density operators, Eq. (14). To do this, we define
Peond(?) as

Peond(t) = Z ,Ocond(t,)- (13)

t'=0

If the expected return time Ty is finite, the series of operators
Peond(?) has to converge, and we can define its limit as

o0
Peond = im Peona(t) = Y _ peona(t) < 00 (14)
t—00 —o

The expected return time 7y is simply the trace of the above-
defined operator,

T\D = Trﬁcond~ (15)

We remark that the conditional density operators pcond(?)
span the same subspace as the operators p(?),

Iy = Supp(ﬁcond)- (16)
We relegate the proof of this statement to Appendix B.

PHYSICAL REVIEW A 91, 042108 (2015)

III. FIRST RETURN TIME FOR UNITAL ITERATED OPEN
QUANTUM DYNAMICAL SYSTEMS

We now come to the central result of this work, which can
be written succinctly as

Ty =Trly if S[ly]=1Iy; a7

that is, whenever the superoperator S defining a time step is
unital on the relevant Hilbert space, the expected return time
Ty is an integer, equal to the dimension of the relevant Hilbert
space. In this section we prove this statement by showing that
the operator pond, defined in Eq. (14), is a projector, i.e.,

ﬁcond = ]I\Il (18)

Equation (17) is a direct consequence of Eqgs. (18) and (15).

The proof of Eq. (18) will be based on the properties of
the steady states of the conditional dynamics (generated by
iterations of MJS) in the relevant Hilbert space. If a positive
semidefinite operator o : Hy — Hy represents a steady state
of the conditional dynamics, it is necessarily o = 0. We will
first show that Iy — Peong = 0, and then we prove that it is a
steady state of the conditional dynamics.

A. Unital iterated dynamics

We say that an IOQDS, with time-step superoperator S,
started from a pure state |\W) is W-unital if the restriction Sy
of the operator S to the effective Hilbert space is unital, i.e., if

Sylly] = Sy] =Ty (19)

Thus, the defining property of W-unital [OQDSs is that the
completely mixed state in the relevant Hilbert space Hy is a
steady state of S. In terms of the Kraus operators A; of S,
W-unitality is defined as the property

D AIgAl =1y (20)
J

For an 10QDS, W-unitality implies that the dual S}, of the
unital superoperator Sy, defined via its Kraus decomposition
as

D—1

Sylol =) LuAlpA;ly 1)

J=0

[see Eqg. (5)], not only is positive but also preserves the trace
and thus represents a valid physical operation. We note that
since Iy is the projector to an invariant subspace, a sufficient
but not necessary requirement for an IOQDS to be W-unital is
that the superoperator S be unital, i.e., S[I] = 1.

A useful property of unital trace-preserving and completely
positive (TPCP) superoperators S is that any steady state of S
is also a steady state of its dual,

Slxl=x © S*[x1=x. (22)

This is a consequence of the nontrivial fact [28] that for any
unital TPCP superoperator S, all of its steady states x commute
with all of its Kraus operators A ;,

Sixl=x < Vj:[4;.x]1=0. (23)

042108-3
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B. First part of the proof: Iy — fcng is positive semidefinite

We now prove that Iy — feond 1S @ positive semidefinite
operator. Since the support of peong is in the relevant Hilbert
space (as shown in Appendix B), this is equivalent to the
statement that all eigenvalues of g.onq are less than or equal
to 1. This, on the other hand, follows from the statement,
which will be proved below, that for any time r € N and any
normalized density operator o in the relevant Hilbert space
Hy,

Tr[0 feona()] < 1. (24)

A corollary of this inequality is that for W-unital IOQDSs with

a finite-dimensional relevant Hilbert space, the series defining

Peond CcONverges, so these dynamical processes are recurrent.
In order to prove Eq. (24), we rewrite the overlap of o and

Peond(?) as

t
Trlo feona(D] = ) Tr {o(MSe)" [IW)(¥]1},  (25)
n=0
where we used Sy instead of S by virtue of Eq. (8). Now for
any two density operators ¢ and p, we have

Tr(o M[Sulpl]) = Tr{o (I — [W) (W)Sy oI — [¥) ()}
= TSy [MIo11p). (26)

Applying this relation n times to the nth term in the sum in
Eq. (25), we obtain

t

Tr[o feona(1)] = Z(\Ifl(SiM)"[o]lllf). 27)

n=0

This sum has a direct physical interpretation. Consider
the filtered dynamics defined by 6(0) =0 and o(n + 1) =
Si Mo )] for n € N. Each term on the rhs of Eq. (27) is the
number by which the trace of the conditional density operator
o(n) decreases in each time step due to the projection applied
at the beginning of the time step. Thus, this sum cannot exceed
1: at most, it is equal to 1, in the case state o (n) decays to zero
under the iterations of Sj M. This proves Eq. (24) and, as a
consequence, recurrence of W-unital IOQDSs, as well as the
relation feong < Ig.

C. Second part of the proof: Iy — fona is a steady state of MS
and thus vanishes

Let us now prove that the positive operator Iy — Peong 1S
proportional to a steady state of the conditional time-step
operator MS,

MS[H\II - ﬁcond] = ]I\Il - ﬁcond~ (28)

We prove this equation by writing it as the difference of two
equations. First, because of the unitality of S in the relevant
Hilbert space, we have

MS[ly] = M[ly] =Ly — [¥)(¥]. (29)
Second, because of the definition of f.ong, Eq. (14), we have
MS[Peond] = Peona — W) (W] (30)
Subtracting Eq. (30) from Eq. (29) gives Eq. (28).

PHYSICAL REVIEW A 91, 042108 (2015)

We now show that the conditional time-step operator MS
can have no steady states in the relevant Hilbert space: For all
positive semidefinite Hermitian operators x : Hy — Huy,

MS[xl=x = x =0. (31)

To see this, consider a density operator yx that is a steady
state of MS. For such a state, we must have Tr(MS[x]) =
Tr x, which is only possible if the projector (I — |W)(W¥|) does
nothing to S[x]. Thus, x is a steady state of not only MS but
S as well,

x = MSI[x]1=Slxl (32)
As a consequence, M[x] = x, and this can hold only if
(W]x|w) =0. (33)

Now consider the overlap of x with the density operators
p(t) = S'[|W){(W]]. Forall t € N, we obtain

Tr(x S'IWN(WID) = (YIS [X]1¥) = (¥[x V) =0, (34)

where we used Eq. (22). Since the eigenvectors of p(¢) span
the relevant Hilbert space, this proves that y = 0.

Combining Eq. (28) with the statement (31), we have Iy —
Peond = 0, which amounts to the theorem we set out to prove,
Eq. (18).

IV. EXAMPLES

Having proved that for W-unital IOQDSs, the expected
return time is equal to the dimension of the relevant Hilbert
space, Eq. (17), we next illustrate the statement with a few
examples. In all of these, the time-step superoperator S is
obtained by concatenating two quantum channels: a fully
coherent channel, defined via a unitary time-step operator U,
followed by an incoherent quantum channel, whose Kraus
operators we will denote by B;. This construction allows us to
controllably break unitarity, symmetry, and W-unitality of the
IOQDS. The details of the numerical methods applied in this
section can be found in Appendix C.

A. Uniform decoherence on star graphs

Our first example is a quantum walk on a star graph of M
nodes (or sites), as shown in Fig. 1. The unitary part of the
time step is defined via a Hamiltonian as

M1
U=e, H=> v]j)0+Hc., (35)
j=1
where v; # 0 are arbitrary nonzero complex hopping am-
plitudes. During each time step, a unitary operation by U
is followed by a decoherence process D of rate d, i.e., a
suppression of the off-diagonal elements of the density matrix
in the preferred basis given by the nodes of the graphs,

_ ) Pmns if m=n,
(DLpDman = {(1 —d)pm.n, otherwise. (36)
The superoperator S for one complete time step reads
Slpl = DUpUT. (37)

Tuning d allows us to control the degree of decoherence,
from fully coherent time evolution (d = 0) to full decoherence
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FIG. 1. (Color online) A star graph of M = 6 nodes, on which
a quantum walk is started from the central node, 0. Each time step
consists of a coherent part via a Hamiltonian, Eq. (35), with hopping
along the solid lines, followed by uniform decoherence with rate d,
per Eq. (36). Although the full Hilbert space is six-dimensional, in
the absence of decoherence, the relevant Hilbert space is spanned by
just two states, as explained in the text.

(d = 1). In the latter case the dynamics can be given as a
classical Markov process.

The decoherence channel D also has a representation in
terms of M Kraus operators B, which read

B; =+/d|j)(j| for j=0,....M—1; (38a)
By =~1—dl. (38b)

To gain a more intuitive understanding of the dynamics, we
can rewrite the Hamiltonian as

H = ©|v){(0] + H.c., 39)
with
M—1 1/2 M—1
o= D Il L =) vl (0
j=1 j=1
Thus, it has only two eigenstates with support on |0), namely,
|£) = L(|0) = [v)). 41

V2

That all other eigenstates have no overlap with |0) is clear
because |(0]+)]> 4 |(0]—)|> = 1. The other eigenstates form
a subspace of zero energy, spanned by the unnormalized and
nonorthogonal, but linearly independent, set of vectors |V;),
with j =1,...,M — 2, defined as

M—1 oiil2m/M
V) = — ). 42
W) =>" al (42)

=1

States |W;) are dark states: from these states, destructive
interference between the hopping processes in the Hamiltonian
prevents the system from getting to |0) during the unitary part
of the time step.

In the fully coherent case, defined as d = 0, the eigenstates
of the Hamiltonian H are also steady states of the quantum
walk. Since only two of these eigenstates have overlap with
the initial state of the walk, |0), the relevant Hilbert space,
spanned by |+) and |—), has dimension 2. Thus, in this fully
coherent, unitary quantum walk, the expected return time to
the central node is Ty = Y o tp; = 2.

PHYSICAL REVIEW A 91, 042108 (2015)
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FIG. 2. (Color online) Probability distributions of the first return
time on a star graph of degree 6 for two different sets of random
hopping amplitudes (left column with ¥ & 7 /2, right column with
¥ &~ 1) and increasing decoherence rates (from top to bottom). The
expected return time with no decoherence (top row) is T, = 2; with
decoherence (middle and bottom rows) it is 7y = 6.

If the decoherence rate d is nonzero, the states |W;)
of Eq. (42) are no longer dark states, as the destructive
interference isolating them from |0) is no longer complete.
Thus, the relevant Hilbert space becomes the whole Hilbert
space (no transition amplitude is zero), and the expected return
time to the central node is equal to the number of nodes on the
graph, Tp = M.

Unlike the expected return time 7p, the probability dis-
tribution of the return times p, depends quite sensitively on
the hopping amplitudes v;. To illustrate this, we consider a
star graph consisting of M = 6 nodes, with two different sets
of hopping amplitudes and varying degrees of decoherence,
shown in Fig. 2. In the case where v &~ /2 [Figs. 2(a)-
2(c), hopping amplitudes {v;} = {0.90,0.84,0.75,0.46,0.43}],
we have U ~ —i(|v)(0| 4+ |0)(v]). Without decoherence, the
walker almost certainly returns at time ¢ = 2; switching on the
decoherence induces a slowly decaying tail to the distribution
of return times, corresponding to the walker getting stuck in the
dark states. If there is no such fine-tuning of v [Figs. 2(d)-2(f),
hopping amplitudes {v;} = {0.72,0.49,0.47,0.41,0.16}], the
distribution p, has an exponential tail in the fully coherent
case as well as with decoherence. In both cases, the expected
return time was found to be Ty = 2 without and Ty = 6 with
decoherence.

To understand how even an infinitesimal amount of deco-
herence can change the expected return time to Ty = 6 from
Ty = 2, we explore the partial expected return time TO(L), ie.,
the expected return time after a finite number L of time steps.
This quantity is defined by

L L
T = ipi+ (L +1) (1 ~ Zn) NG
t=1 t=1

where the quantum walk is done for only L € N time steps, and
if the walker does not return, it is assumed to return in time
step L + 1. Although the expected return time 7 does not
depend on the hopping amplitudes v;, the quantities TO(L) do.
To show the extent of this dependence, we sample the hopping
amplitudes v; uniformly on the complex disk of unit radius
and plot the median, the upper decile, and the lower decile of
the distribution of the return times after L time steps Té“ in
Fig. 3. As the number L of observed time steps increases, the
range of the expected return times goes down, and the expected
return times approach the asymptotic value.
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FIG. 3. (Color online) First return times after L time steps on
a star graph of degree 6 as functions of decoherence rates d. The
shaded areas are between the lower and upper deciles for L = 700,
L = 7000, and L = o0o; the medians are shown with dashed lines.

B. Breaking unitality: Population transfer processes on
complete graphs

In the next set of examples we break unitality of a quantum
walk on a fully connected graph of M nodes in a controlled
way. This is achieved using an asymmetric partial population
transfer process that follows the coherent part of the time step.
If this population transfer is from a fixed “source” site to a
fixed “target” site, it creates an accumulation of probability at
the target site and thus is not unital. As a consequence, the
expected return time will not be an integer and will depend on
the system parameters in a continuous way.

The incoherent partial population transfer from one fixed
source site () to another fixed target site (j — 1), withrate d;,

is defined via its Kraus operators B(()j ) and ij ) as

By = /d;|(j — DHmod M)(j |, (44a)
BY =1+ (/T—=d; — DIj){jl. (44b)

The full time-step operator S of the quantum walk in
this section consists of a unitary part, followed by partial
population transfer,

plt+1)=8Ppn1= Y B UpU'B.  (45)
1=0,1

To study the effect of the asymmetric population transfer
numerically, we used a fully connected graph of M = 6 nodes,
as shown in Fig. 4. There are three inequivalent ways of
choosing the source and target nodes for the extra incoherent
population transfer process, indicated by Figs. 4(a)—4(c). In all
of these cases, the population transfer breaks unitality, and the
expected return time 7Tj can deviate from the number of nodes
M and depends on the unitary operator U. To characterize
this dependence, in each case we numerically determined the
distribution of the expected return time 7y. We generated 2000
random instances of the operator U, picked uniformly from the
set of unitary operators on the M-dimensional Hilbert space,
using the circular unitary ensemble [29]. For each value of
the population transfer rate d, we calculated the median and

PHYSICAL REVIEW A 91, 042108 (2015)

FIG. 4. (Color online) A fully connected graph of M = 6 nodes,
on which a quantum walk is started from node 0. Each time step
consists of a coherent part, defined via a fixed random unitary operator
(chosen uniformly from a circular unitary ensemble), followed by an
incoherent process that transfers population between two fixed sites,
along a dashed line, as in Eq. (44). We consider three examples: (a)
where this population transfer delays the return, (b) where it speeds
up the return, and (c) where it is neutral.

the upper and lower deciles of the distribution of the expected
return time 7.

Our numerical results, shown in Fig. 5, confirm that
the asymmetric population transfer induces a spread of the
expected return times. Moreover, depending on its direction,
the population transfer can also change the average (median)
of the return time. When the transfer is directed away from
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FIG. 5. (Color online) The expected return time 7; for a quantum
walk on a graph of six nodes, where a unitary operation is followed
by asymmetric partial population transfer towards the initial state.
The unitary operator is picked at random from the circular unitary
ensemble; thus, Ty lies in the typical range shown by the shaded area,
between the upper and lower deciles (solid lines), with the median
also shown (dashed lines). (al) and (a2) If the population transfer is
away from the origin, the expected return times increase as a function
of the population transfer rate. (b) If it drives the walker back to the
origin, the expected return times decrease. (c) For extra population
transfer between two of the unobserved sites, the expected return time
depends on the transfer rate.
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the initial state [i.e., the target site is j — 1 = 5, Fig. 4(a)],
the expected return times increase, as shown in Fig. 5(a).
In the limit d — 1, the expected return time diverges as
To x 1/(1 —d), as it would in a classical walk. When the
incoherent process drives the walker back towards the initial
site [j = 0, Fig. 4(b)], the average of the expected return
time decreases as a function of the transfer rate, as shown
in Fig. 5(b). In the limit d ~ 1, we find that the median is
approximately half the number of sites, M /2, which matches
the intuition that in this case, two out of M sites correspond
to successful return. Finally, for neutral population transfer
[j = 3, Fig. 4(c)], as shown in Fig. 5(c), the expected return
time Ty acquires a spread due to the population transfer, but
the median stays approximately independent of the population
transfer rate.

C. Breaking detailed balance but not unitality: Population
transfer in a loop

Our final numerical example shows that asymmetric popu-
lation transfer does not necessarily break unitality. We consider
the population transfer to take place along a closed directed
loop with uniform transfer rate d, as shown in Fig. 6, such that
itinduces a probability current. In that case, there is no detailed
balance in the system, but the population transfer channel is
unital, so the expected return time does not deviate from the
quantized value.

Each time step consists of a unitary operation followed by
the incoherent transfer,

M
Slpl=>_ B;UpU'B!. (46)
j=0

The Kraus operators B; are defined as

B; =d|j)(j+ 1| for j=0,....,M =2, (47a)

By = ~dIM —1)(0], (47b)
By =+1-dI. 47c¢)

Since 2?4:0 B; B; = I, the whole time-step operator S is
unital, so the expected return time will be M, as confirmed by
our numerics.

FIG. 6. (Color online) A fully connected graph of six nodes,
on which a quantum walk is started from node 0. Each time step
consists of a coherent part, defined via a Hamiltonian with random
hopping amplitudes, followed by an incoherent process that transfers
population in a loop along the dashed lines, as in Eqs. (46) and (47).
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FIG. 7. (Color online) Probability distributions of the first return
time of a quantum walk on a graph of degree 6, where a unitary
operation is followed by an incoherent population transfer in a loop
that includes all the sites. For the unitary part of the walk, we use
U = ¢ ¥ where H is a random Hermitian matrix with all matrix
elements |H,,| < 0.1. Although the distributions are qualitatively
different, their expectation values are all equal, o = >, tp, =6,
because the walks are unital.

If the unitary operator U is close to unity, it is worthwhile to
look at the probability distribution of the return time p, since
there is an interesting effect, shown in Fig. 7. Here we set
U = e 'H, where H is a Hamiltonian on the fully connected
graph with random hopping amplitudes uniformly distributed
on the disk of radius 0.1. In this case, almost no transitions
happen during the coherent part of the time step. Thus, for
d ~ 0,wehave p; ~ 1, and the expected returntimeis 7o = M
only because of the exponential tail of the distribution. If the
rate is d = 1, however, the walker is most likely taken on a
round trip by the population transfer process, so we obtain a
peak in the distribution at py; ~ 1.

V. DISCUSSION

We proved that in iterated open quantum dynamical
systems, unitality of the time-evolution superoperator warrants
that the expected return time is quantized. We introduced the
concept of the relevant Hilbert space, which is spanned by the
states of the system that can be reached from a given initial
state, and proved that its dimension gives the expectation value
of the first return time. Our work treats a broad class of physical
systems on the same footing, including, as limiting cases,
fully coherent iterated quantum dynamical systems (quantum
walks), as well as classical Markov chains.

An immediate question raised by our work is, What
about the expected return time in iterated quantum dynamical
systems where the time-step superoperator is not unital? In
the fully coherent case, this question does not arise, as the
time-step superoperator can be constructed from a single
unitary Kraus operator and is thus always unital. In the fully
classical limit, there is a well-known answer to this question,
given by the Kac lemma [30]: the expected return time 7 is the
inverse of the maximum of the weight of the initial state j in an
equilibrium distribution (the maximum taken over all possible
equilibria). A detailed analysis of our numerics, e.g., the data
processed for Sec. IV B, suggests that a statement analogous
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to the Kac lemma might hold for iterated open quantum
dynamical systems. For an analytical treatment, however, more
theoretical tools are needed, just as for the treatment of the
recurrence to a more general initial condition, e.g., a subspace
spanned by a set of initial states [31].

As is often the case with classical concepts, the generaliza-
tion of the notions of recurrence and of the expected return time
from random walks to quantum walks is not unique. Besides
the approach we take in this paper, there is an alternative route,
an “ensemble approach,” which is useful to obtain estimations
for efficiency of quantum protocols. This consists of letting
the quantum walk run undisturbed and after a fixed time
measuring the position distribution of the walker [32] or its
full quantum state [33]. The expected return time, defined in
this way, does not necessarily take on an integer value even
in the fully coherent case: it can exceed or stay below the
dimension of the Hilbert space [20].

Recurrence is interesting not only for iterated open quantum
dynamical systems but for continuous-time processes as well,
whose time evolution is prescribed by a quantum master
equation. Here, to define a first return time, the time evolution
is considered punctuated by measurements to detect the
return of the walker. If these measurements are randomly
timed, according to a Poisson process, the hitting times can
become infinite even in the unitary case [34]; no simple
picture for the value of the return time has yet been found.
The measurements can also be regularly timed: in this case,
we obtain a continuous-time realization of the iterated open
quantum dynamics, and our results considering the return
time apply. In this latter case, it should be possible to cast
the requirement of unitality, as well as the dimension of the
relevant Hilbert space, in a simple formula for the Lindblad
operators of the master equation. As an aside, there is a
continuous-time generalization of the ensemble approach, with
measurements that are either randomly distributed or regularly
timed [35].

Our results give a concrete quantitative measure of the size
of the part of the Hilbert space accessible from |W). This
could be a useful tool in the analysis of complex quantum
networks [36,37]. The expected return time Ty, or, for a more
detailed picture, the partial expected return times defined in
Eq. (43), can be locally measured even with limited access to
the full quantum network.
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APPENDIX A: SIMPLIFYING THE EXPECTED
RETURN TIME

The probability g, that the walker has not returned after
t € N time steps is a monotonously decreasing real function
of ¢, with

Il
—_

q0 (A1)
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We assume that the walker eventually returns to the origin, i.e.,

lim g, = 0. (A2)

1—>00

The probability that the return happens at time ¢ is p,, with

p=1-q, (A3a)
P2=q1 —q, (A3b)
Pt =4qt—1 — 4z (A3c)
Summing the above equations, we find
N
Y p=1-gn. (A4)
=1
From Eq. (A2), we have ) | p, = 1, whereby
av= Y p: (AS)

t=N+1

The expected return time Ty is defined via the series

N N-—1
Ty=Y tpp=1+) q —Naqy
=1 =1

[see Eq. (10)], with the second equality obtained using
Eq. (A3). This is much like partial integration, where the
last term is analogous to a boundary term. The limit of the
nondecreasing series Ty, if this limit exists, is the expected
return time Ty € R,

(A6)

Below we will show that the boundary term in Eq. (A6) can
be neglected, i.e., using Eq. (A1),

o0
Ty = Z q:-
t=0

We prove this separately for the cases when Ty converges and
when it diverges.
If the series Ty converges, then

00
li tp; = 0.
Nglloot_ZN P

In that case, using Eq. (AS5), we have

(A8)

(A9)

[e¢] 0]
i = i < i =
Jim Nay = fim N 2 pi< Jim 3 1pi =0
t=N+1 t=N+1
(A10)

Thus, if the expected return time is finite, the “boundary term”
limy_, o Ngy disappears, and Eq. (A8) holds.

If the expected return time is infinite, the sum of the first
two terms on the rhs of Eq. (A6), i.e., the sum Zfio qs»
has to diverge. To see this, consider that if this sum was
converging, there would be no way for Ty to diverge since it
is obtained from this sum by subtracting the positive boundary
term limy_ oo Ngy. Thus, in that case both Ty = oo and
Y 0 q: = oo hold, so Eq. (A8) is correct.
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APPENDIX B: RELEVANT HILBERT SPACE

In this section we prove some of the properties of the
relevant Hilbert space used in the paper.

Take a Hilbert space 7, and take any superoperator S,
defined by its effect on density operators p : H — H via the
Kraus operators A; as

D
Slpl =" AjpAl. (B1)
j=1

Take a pure state in the Hilbert space |¥). We denote by M
the superoperator corresponding to filtering out the state |\V),
ie.,

M(p]

We introduce a shorthand for (unnormalized) pure states
obtainable from |W) via the operators A ;. For each sequence

= (I = W) {(WDo — [W)(¥]). (B2)

l = (Jj1,...,Jj:) of integers j, € [1,D], we define
lj) =Aj - AjA;IY), (B3)
pi = Glj)- (B4)

The rth iterate of |¥)(W¥| under S can be written with these
states as

D D

WWW—ZZ DN (BS)

J1=1 =1 Jr=1

This is a probabilistic mixture of the pure states |j) with

weights p;. h
Similarly, we use |j)cona to denote (unnormalized) pure

states obtainable from [¥) via the operators (I — |¥)(¥|)A s

|)eona = (L= [W)(WDAj, --- (L = [W) (VDA | V)

t+1

= 1)+ D G Dlns o) (B6)

n=2

where the sequences (jy,...,j;) are obtained from the se-
quence j = (ji,...,j;) by omitting the first # — 1 elements
[including the case n =t + 1, where we obtain the empty
sequence, for which, according to Eq. (16), |#) = |¥)]. The
coefficients ¢, ... ;)(j) € C are complex numbers. The rth
iterate of |¥)(W| under MS can be written using these states
as

D
(M&wa—2§: D 1i)eonalfleona:  (BT)

=l =1 j=1

The relevant Hilbert space Hy(S,|W)) is the space spanned
by the vectors | j) for all admissible sequences j of any length
t € N. The projector to this subspace of H is the limit

Hu&wnzyﬁww<2kwwnw0, (B8)

t=0

where supp(o) denotes the projector to the nonzero subspace
(support) of a Hermitian operator o.

It is clear by the construction of the set {|j)} that the
relevant Hilbert space is the smallest invariant subspace of

PHYSICAL REVIEW A 91, 042108 (2015)

& that contains |W). It is an invariant subspace since, if o is a
density operator in Hy(S,|W¥)), then it can be decomposed as
o= Zj rj1j)(jl, and then §"[o]is also in Hy (S, |¥)) for any
n € N. On the other hand, it contains |¥) and is the smallest
such subspace since it does not contain any state |®) that is not
reachable from |W) by iterations of S. Indeed, for such states
|®), we would have (®|S'[|¥)(W¥|]|®) = O0forallz € N, and
thus, they would be outside of Hy (S, |¥)).

We now show that the relevant Hilbert space is also spanned
by the vectors | j)cond, 1-€., that

[y(S,1¥)) = Ly(MS,|¥)). (B9)

First, from the second line of Eq. (B6), every vector | ) cond
is expressed as a linear combination of vectors |j), so
Iy (MS,|¥)) < Iy(S,|¥)). On the other hand, every vector
| j) can be expressed as linear combination of | j)cond and of
vectors |j "Yeond, Where J are sequences shorter than j. This
can be shown using mathematical induction, starting from
sequences of length ¢ = 1, for which

1)) = 1G1D)eond + I PI(G1)), (B10)
and using Eq. (B6) for the inductive step. Thus, [4(S,|¥)
Iy(MS,|¥)), and this, together with Iy(MS,|W¥)
Iy (S,|¥)) shown above, proves Eq. (B9).

The results of this Appendix translate to quantum walks
considered in the paper and prove Eq. (16).

) <
) <

APPENDIX C: NUMERICAL METHODS FOR THE
EXPECTED RETURN TIME

To study the expected return time numerically in more
detail, we use the spectral decomposition of the conditional
time-step operator MS. This method is applicable only if the
matrix of MS is diagonalizable, which is the generic case.

We first find all eigenstates y, of MS forn =1,...,M?,
with eigenvalues o, € C,

Vn: MS[Xn] =UnXn- (Cl)

The next step is to provide a decomposition of the initial state
|W) (¥ in terms of the eigenstates yx,,

\D|:chxn. (€2)

The coefficients ¢, € C in the decomposition can be found
using the right eigenvectors of the matrix of MS. Using the
above, we can write the expected return time as a geometric
series and obtain

C,
Ty = Trpcona = Z 1 Trx,. (C3)

—
n n

To study convergence of the expected return time, we define
the expected return time up until a finite number L of time
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steps as

L L L
T =Y tp +(L+1) (1 - Zm) =>"q. (C4)
=1 t=1 t=0
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efficiently calculated using the spectral decomposition as

. L ol —
Ty = Te ) J(MS) 1100 = ) e~

t=0 n "_1

Try,. (C5)
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