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EGERVARY JENO ELETE ES MUNKASSAGA
(1891-1958) !

RAPCSAK TAMAS
MTA SZTAKI

1891. 4prilis 16-4n sziiletett Debrecenben. Kozépfokd tanulményait a deb-
receni Allami Féredliskoldban végezte 1901-1909 kozott, ott tett érettségi
vizsgét az Osszes targybdl jeles eredménnyel. Az 1909-1913 években a bu-
dapesti Tudoméanyegyetem Bolcsészeti Kardn végzett tanulményai alapjin
kozépiskolai tandri alap- és szakvizsgét tett, az Osszes targybdl kitiintetéssel.
1913 nyaran allami sziinidei 6sztondijjal angliai tanulmdnyiton vett részt.
1914-ben bolcsészetdoktori szigorlatot tett mennyiségtanbdl, elméleti fizikd-
bél, valamint kozmogrifidbdl, summa cum laude eredménnyel. Az 1913-
14 tanévben matematikai pdlyamunkéjdért a Pasquich-alapbdl jutalomdijat
nyert.

Az 1914-1917 években a budapesti Foldrengési Obszervatériumban dolgo-
zott tandrsegédként. 1917-ben pedagdgiai vizsgét tett és kozépiskolai tandri
oklevelet szerzett mennyiségtan-természettan térgycsoportra. 1918-ban ne-
vezték ki a budapesti Allami FelsSipariskola rendes tanrdva. Az 1921-1926
években a Budapesten miikodd kolozsvari Tudoményegyetemen magdntandr-
ként tevékenykedett. 1932-t8l kezd8dden a budapesti Ko6zépiskolai Tandr-
képzd Intézet eléadé tansra a matematikai-fizika differencidlegyenletei cimi
targykorben.

1932-ben matematikai munkésségaért Konig Gyula jutalomban részesiilt.
,,Analizis és annak matematikai-fizikai alkalmazdsai” cimd dolgozatat nyj-
totta be magintandri palydzatként, aminek alapjdn 1938-ban a budapesti
Tudoményegyetem magéntandrdvé, majd 1941-ben a budapesti Miiegyetem
nyilvénos rendes tanardva nevezték ki. A Miiegyetem 1955-ben bekovetkezett
kettévéldsa utdn az Epitéipari és Kozlekedési Miiszaki Egyetem Matematika
Tanszékének a vezetSje volt 1958. oktéber 15-i nyugdijazdsdig. Egyidejileg,
az Eotvos Lordnd Tudomanyegyetemen —éveken keresztiil— tartott eléada-
sokat differencidlegyenletekré] az alkalmazott matematika szakos hallgaték-
nak.

A Magyar Tudoményos Akadémia 1943-ban levelez6, majd 1946-ban ren-
des tagjdva valasztotta. Kiilonosen az alkalmazott matematika széles korben
valé elterjesztése terén szerzett eléviilhetetlen érdemeket; tudomanyos mun-
késsiga elismeréséiil két alkalommal Kossuth-dijjal tiintették ki.

Egerviry Jené tudomdnyos munkdssdgéra jellemzd szertedgazé érdekld-
dési kére. Els6 eredményei Fejér Lipét kutatdsaihoz kapcsolédnak; szdmos
dolgozatot irt az analizis és fiiggvénytan korébdl, kozben azonban figyelme

1Beérkezett: 2002. mércius 29. A kutatds az OTKA T029572 szamu szerzédés keretében
folyt.
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az algebrai egyenletek felé is fordult. Mér els§ dolgozataira jellemzé, hogy a
determindnselmélet sok helyiitt fontos és hasznos segédeszkdz szerepét tolti
be. Ugyanakkor jelentds érdekl8dést tantsitott geometriai és elméleti fizikai
kérdések irdnt. 1938-t6l kezdve mintegy tizenot éven keresztiil egymés utdn
kozolte eredményeit a geometria és a differencidlegyenletek targykorébsl. A
geometrién belil egy, az alkalmazdsokhor és a méréshez kapcsolédé fontos
és mély kérdéssel, a gorbék metrikus gorbiiletével is foglalkozott [3], [4],

[5]. Eletének utolsé hat évében azutdn szinte kizdrélag a métrixelméleti ku-
tatdsoknak szentelte figyelmét, nagy hangsilyt helyezve az alkalmazésokra.

Egervéry valamennyi munkéjit —miként el8addsait is— a vildgossig, sza-
batossdg, valamint az elegancidra valé torekvés jellemzi. Stilusa tdmér, nem
hasznél felesleges szavakat, de ez mégsem megy az érthetség rovésara. Egyik
legfébb eszkoze, aminek segitségével mindig kozel tudja hozni az olvasét, il-
letve hallgatét a tdrgyhoz, a szemléltetés. Mésik jellemzd vonds, ami csaknem
valamennyi miivén végigvonul, az az igény, hogy eredményeinek —legyenek
azok a legelvontabb teriiletrél valék is— az alkalmazdsi korét is megtaldlja
és megmutassa. Az elméletnek és a gyakorlatnak éppen ez az osszefonédasa
késztette arra, hogy 1947-ben tevékenyen részt vegyen a Magyar Tudomdnyos
Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének a megalapitdsdban, ahol a
»Mechanikai és Szilardsagtani Osztdly” vezetdje, majd az Intézet Matema-
tikai Kutatd Intézetté vald dtszervezése utan a ,,Matrixelmélet és Alkalmazdsi
Osztaly” vezet8je volt.

Egervéry miivei kozott kilonleges helyet foglal el a matrixok kombina-
torikus tulajdonsdgaival foglalkozé dolgozat, egyrészt tirgydnsl, mésrészt a
legutébbi idSkig az alkalmazdsok révén nyert jelentdségénél fogva [2]. Erre
a dolgozatra a megjelenése utdn t6bb mint hisz évvel H. W, Kuhn figyelt
fel az Egyesiilt Allamokban, felismerve a dolgozatban kozolt tétel alkalmazdsi
lehetdségét az akkor dj diszciplindnak sz4mité operdcidkutatés hozzdrendelési
feladatdnak megolddsira. A hozzdrendelési feladat specidlis egész értékii
linedris optimalizéldsi feladat, aminek igen sok gyakorlati alkalmazésa van.
Egy példa az, ha adott bizonyos szdmi elvégezendd munka és ugyanannyi
dolgozd, akik a munkdkat kiilonbozd koltségekkel tudjsk végrehajtani, és a
dolgozdk kozott az Osszes munkét gy kell szétosztani, hogy minden dol-
gozd pontosan egy munkat kapjon, és a munkavégzés Ssszkoltsége minimalis
legyen.

A hozzérendelési feladat megoldd algoritmusét H. W. Kuhn publikélta
1955-ben, ami magyar mddszer néven valt ismertté [23]. A névadds H. W.
Kuhn dolgozatat [25] és Komlési Sandor 1992-ben a Szigma folyéiratban
publikalt forditdsat [26] alapul véve, a kdvetkezéképpen tortént:

1953 nyardn a Nemzeti Mérésiigyi Hivatal és mds amerikai kormédnyzati
szervek megalakitottak egy kivalé kombinatorikusokbél és algebristdkbél 4116
csoportot a Kaliforniai Egyetemen, ahol abban az idében az egyik legjobb-
nak tartott szdmitdgép, a Standards Western Automatic Computer (SWAC)
miikodott. Ismeretes, hogy az akkori gépekben a meméria volt a szitk ka-
pacitds, a SWAC egész memdridja mindossze 256 darab Williamson katéd-
csébdl dllt.  Azon a nydron Kuhn egyik kollégéja, C. B. Tompkins, 10 x
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10-es hozzirendelési feladatokat prébalt a SWAC segitségével és az Osszes
10! = 3 628 800 permutécié leszdmlélasdval megoldani, de egyetlen prébalko-
zésa sem jart sikerrel. Mint ismeretes, egy 10 x 10-es hozzarendelési probléma
olyan linedris optimalizdldsi feladatra vezet, amelyben 20 egyenlSség feltétel
és 100 nemnegativ valtozé van. 1953-ban ilyen méretli feladatot még nem
tudtak megoldani.

Kuhn ebben az idészakban Konig grafelméleti kdnyvét [22] olvasva réjott,
hogy egy graf két n szogponti részre valé felosztésa és a két rész kozotti
pérositis problémsja pontosan megegyezik egy olyan n X n-es hozzdrendelési
feladattal, amelyben a koltségmétrix elemei bindrisak. De ami még ennél
is fontosabb, Kuhn észrevette, hogy Konig megadott egy olyan algoritmust,
amellyel meghatdrozhaté volt a fenti parositdsi probléma optimalis megoldéasa.
Ezek utdn annak a kérdésnek a megolddsa maradt héatra, hogyan lehet az
4ltaldnos hozzarendelési feladatot bindris kdltségmatrixi hozzdrendelési fela-
datra visszavezetni. Kuhn felfigyelt egy labjegyzetre Konig konyvébern, ami
Egerviry egy 1931-ben irt cikkére utalt, és rdérzett, hogy a fenti probléma
megoldédsdnak a kulcsa Egervéary cikkében taldlhatd meg.

Beszerezte Egervary cikkét, egy nagy magyar szétar és egy nyelvtankonyv
kiséretében a Bryn Mawr kollégiumbdl, két hétig tanult magyarul és kdzben
leforditotta Egervéry cikkét angolra, amiben megtaldlta Konig tételének az
sltaldnositdsit és az dltaldnos hozzdrendelési feladat visszavezetésének a mdd-
szerét bindris koltségmatrixd feladatra. Felhaszndlva Egervary redukcids el-
jardsat és Konig maximum-pdrositdsi algoritmusdt, Kuhn 1953 észén szdmos
12 x 12-es hozzdrendelési feladat optimdlis megoldasat szamitotta ki kézzel.
Mindegyik feladatot két 6ran beliil megoldotta és ez meggybzte arrdl, hogy
a kombindlt algoritmus jé. A torténet ezen részéhez Kuhn az aldbbi kedves
megjegyzést flizte:

,, Valoszintileg ez egyike volt azon legutolsé eseteknek, amikor pa-
pirral és tollal le lehetett gydzni a vildg legnagyobb és leggyorsabb
elektronikus szamitégépét.”

Mivel a hozzdrendelési probléma megolddsara javasolt algoritmus két magyar
matematikus, Konig D. és Egervary J. eredményeire épiilt, ezért Kuhn az
eljarast magyar mdodszernek nevezte el és a szakirodalom ma is igy ismeri. A
Magyar Opericidkutatdsi Tarsasdg Kuhn professzort a hozzdrendelési prob-
léma megolddsdban elért eredményeiért, az 1992. méjus 22-én megtartott
kozgylilésén, tiszteletbeli tagjdva valasztotta.

Egy évvel a magyar mddszer megjelenése utin kidertilt, hogy a kidolgozott
technika alkalmas a széllitasi feladat megolddsdra is, mint ahogy ez L. R. Ford
és D. R. Fulkerson 1956-ban publikélt cikkében [20], valamint Egervéry [16]
és [17] dolgozataiban megtaldlhatd. Tekintettel az emlitett kapcsolatra, ez
az eljdrds is magyar médszer néven valt ismertté. Ezekrdl a témakorokrél
részletesebben lehet olvasni az [1] és [21] tankdnyvekben.

Egervdry 1931-es cikkében szereplé {6 eredményének jelent&sége Frank A.
(19] szerint:
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1. A tétel a linedris optimalizdlds dualitds tételének a legels6 explicit meg-
fogalmazésa specidlis matrixokra vonatkoztatva.

2. A dualitds tétel olyan esetét targyalja, amelyben mindig létezik egész
értékil optimum is.

3. A konstruktiv bizonyitds rdmutat az algoritmusok —mint 6nallé ma-
tematikai objektumok-— jelentOségére, szoros Osszefiiggdsben az algo-
ritmusok hatékonysdgdval. Bar 1931-ben e fogalmak értelemszeriien fel
sem vet&dhettek, Egervary mddszere elméletileg és gyakorlatilag is igen
hatékony. Amint azt jéval késSbb kimutatték, valdjdban polinomiilis,
80t erdsen polinomidlis futédsidejii.

4. Egervéry tétele és eljardsa kristalytisztdn megmutatja, hogy egy szép
matematikai eredmény miként nyjt megoldést szdmtalan, természete-
sen felvet8dd gyakorlati kérdésre.

Egervary és Konig az operédcidkutatdson, de taldn mondhatjuk, hogy a
matematikdn beliil sikertérténetet inditott el, két addig kiilon4lls teriilet, a
métrixelmélet és a kombinatorika Gsszekapcsoldsdval, ami nagyon szép ku-
tatdsi irdnyt és hatékony algoritmusokat eredményezett. Az az 1t, amit
Egervéry és Konig emlitett tételei a grafelméleti megfogalmazastdl a széllitdsi
probléma megolddsdig befutottak, igen szépen és meggydzéen példdzza az
elmélet és a gyakorlat egységét, és azt a kolcsdnhatédst, ami mindkettd fejls-
dését sziikségképpen eléreviszi.

Egervary egy mésik kiemelked$ eredménye, ami ma is alapvetd az opera-
cidkutatds és az alkalmazott matematika algoritmikus teriiletein, a rangcsok-
kent6 eljaras. Egervary lineéris egyenletrendszerek megolddsdval foglalkozott
a [8], [10], [12], [13], [14] és [15] dolgozatokban. Erdekes és egyben jellemzs,
hogy a matematika, ezen sokak dltal teljesen lezdrtnak vélt teriiletét szdmos
4j eredménnyel gazdagitotta. Az 1956-ban és 1960-ban megjelent [12] és [15]
dolgozatokban olyan rangcsokkentd eljarast dolgozott ki, amely a diadikus fel-
bontds dltaldnositdsdnak tekinthetd, és lehetéséget ad a linedris egyenletrend-
szerek véges iterdcidval torténd egyszerli megolddsira. Ehhez sziikséges és
elegendd feltételt kellett adni arra vonatkozdan, hogy egy métrixbél kivonva
egy diddot, mikor csSkken pontosan eggyel a métrix rangja.

A [11] dolgozatban Egervéry a fenti rangcsdkkentd eljardst alkalmazta
homogén lineéris diofantoszi egyenletrendszerek megolddsdra, a [6] és [7] dol-
gozatokban projektor és Stieltjes métrixokra. A [13] dolgozatban az in-
verz matrix fogalmat tetszSleges (téglalap) alaki matrixra terjesztette ki.
A (18] dolgozatban konstruktiv médszert adott kvadratikus métrixok Jordan
féle normélalakba, torténé stalakitdsdra, ami rangesokkentd eljirasdnak egyik
legszebb alkalmazdsa.

Egervary pedagégiai munkdssdgdban kiemelked6 helyet foglal el a Buda-
pesti Miiszaki Egyetemen kifejtett tevékenysége; a mérnok- és gépészmérnok-,
majd a kozlekedés- és épitémérndkhallgaték szdméra tartott ,,analizis” eld-
adédsai napjainkban is példaértékiiek a felséfokd miiszaki képzés terén. Nyil-
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vinvaléan korédbbi oktatéi munkdja, de méginkdbb az alkalmazott matema-
tika iranti elkotelezettsége inspirdlta olyan el6addi stilusra és metodikéra,
amely a leghatékonyabb médon ismertethette meg a mérnokhallgatdkat azzal
a matematikai anyaggal, amely a tovdbbi tanulmédnyok megalapozdsihoz,
illetve a majdani gyakorlati munkajukhoz elengedhetetlennek tiint.

A bibliogréfia kozel szaz publikdcidjat tartja nyilvan (ldsd Egervary Jend
tudoményos munkainak jegyzékét mellékelve), melyek a matematika és az
alkalmazdsok legkiildnbozébb teriileteihez kapcsolédnak. Aktivitdsa életének
utolsé éveiben nem hogy csdkkent volna, ellenkezdleg; allanddan 1j ered-
ményekkel gazdagitotta a nemzetkdzi alkalmazott matematikai irodalmat,
megbecsiilést szerezve a magyar matematikdnak vildgszerte. Hazank és a
matematikus tdrsadalom nagy vesztesége, hogy Egervary Jend, akinek most
sziiletése széztizedik évforduldjara emlékeziink, alkotdereje teljében onkezével
vetett véget életének. Ezzel kivdnt pontot tenni egy, a személye ellen 1958-
ban inditott méltatlan, &t emberi és tuddsi méltésdgdban megaldzni hivatott,
gazdasigi iiriigyekbe biijtatott, személyi bossziitdl sem mentes hajsza végére.

Sziiletésének szézadik évforduléjardl a Budapesti Miszaki Egyetem, mely-
nek haldldig tandra volt, megemlékezést tartott és emlékkidllitdst is rende-
zett, de errdl, eléggé sajnédlatos médon, sokan csak megkésve értesiilhettek,
s igy e rendezvények meglehetbsen sziik korre korldtozédtak csupan. A Ma-
gyar Operacidkutatasi Térsasdg 1991 oktdber 8-4n, a XX. Magyar Operacié-
kutatdsi Konferencia keretében emlékiilést rendezett a tiszteletére. A Ma-
gyar Operacidkutatdsi Térsasdg 1992. dprilis 6-én —20 miiegyetemi pro-
fesszor alairdséval tdmogatva— azzal a kéréssel fordult a Budapesti Miiszaki
Egyetem rektordhoz, hogy Egerviry Jend emlékét megorokitendd, a mell-
szobrat az egyetem kertjében, a szoborparkban helyezzék el. Az Egyetemi
Tanécs a javaslatot tdmogatta, de az mind a mai napig nem valésult meg.

A XXV. Magyar Opercidkutatési Konferencia (Debrecen, 2001. oktéber
17-20) plendris iilésen emlékezett meg Egervéry Jend sziiletésének 110. év-
forduléjardl. A plendris iilés elsd eldaddsa szdlt —a jelenlegi Gsszedllitds alap-
jén— Egervéry Jend életérél és munkdssigérdl, a masodik eléadds Egervary
rangcsokkentd eljarasrél (Galdntai Aurél) és a harmadik a magyar médszer
4ltaldnositésairdl (Frank Andréds). Egerviry Jend életérdl és munkdssdgdrol
bévebb osszesllitds taldlhaté Rézsa Pél [27] és [28] cikkeiben.

fng véljiikk, hogy Egerviry Jend akadémikus olyan kiemelkedd alakja a
magyar és a nemzetkdzi tudomdnyos életnek, hogy a réla szélé megemlékezés
nem korlatozédhat egy-egy sziikebb szakmai tdrsasdgra, ezért azzal a kéréssel
fordulunk a szélesebben vett szakma képviselihez, hogy segitsenek Egervary
Jené emlékénck mélté megbrzésében és dpoldsdban.

Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani Székely-Doby Séndornak, Egervary Jend volt
aspirdnsanak, aki értékes tandcsokkal szolgélt, komoly segitséget nyujtott
az anyaggylijtésben és aki a Magyar Operdcidkutatési Térsasdg 1991. évi
Egervary emlékiilésének eléadGjaként a pedagdgust mutatta be.
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A MAGYAR MODSZER ES ALTALANOSITASAT !

FRANK ANDRAS
ELTE, Operdcickutatasi Tanszék

A linedris programozds dualitds tételének legkordbban eléfordulé specidlis
alakja Egervary Jend klasszikus tétele teljes paros graf teljes parositdsainak
maximalis stilyarél. Az elegdns bizonyitds elvezet egy hatékony algoritmushoz,
melynek a szallitdsi probléméra kiterjesztett alakja a nemzetkozi szakiro-
dalomban a Magyar Mddszer nevet viseli. A mddszer alapelvét azdta tSbb
irdnyban is 4ltaldnositottdk: nempéros grafok maximalis silyd parositasainak
meghatdrozasira, a silyozott matroid metszet problémara, folyam és szub-
moduldris dram feladatokra. Jelen munkaban attekintjik a Magyar Mdédszer
e kiterjesztéseit.

1 Bevezetés

A Matematikai és Fizikai Lapok 1931-es 38-as szamaéban jelent meg Egervéry
Jend: Matrizok kombinatorius tulajdonsdgairdl cimil dolgozata. [A cimben
szereplé kombinatorius szd valdszinilileg nem elirds, mert a cikk pdratlan
oldalainak tetején is ekként szerepel. Ugyanakkor Egervary egy 1957-ben
megjelent dolgozaténak [9] irodalomjegyzékében sajét cikkére hivatkozva mar
a kombinatorikus sz6t hasznédlja.] A dolgozat f6 eredménye Kénig Dénes
péros grifok maximélis elemszdmu pérositdsairdl szélé tételének silyozott
valtozata, melyet eredeti, betiihiv alakban idéziink:

1.1 Tétel (Egervary). Ha az ||ai;|| n-edrendi matriz elemer adott nem-
negativ egészek, igy a

Xi Fpj>ay,  (,7=1,2,...n), (\i,u;, nem negativ egészek) (1)
feltételek mellett

n

min Z()\k + p) = max(a1y, + a2, + ... +0nu,) (2)
k=1

hol vi,ve,...vy az1,2,...n szdmok dsszes permutdcioit befutjak.

Egervdry a dolgozatban megjegyzi, hogy a tétel akkor is érvényben marad,
ha elejtjik az a;; métrixelemekre rétt egészértékiiségi feltevést, és a X;, p1;
szdmokrdl nem koveteljiik meg az egészértékiiséget.

1Beérkezett: 2002. mdarcius 29. Késziilt a T029772 és T037547 sz. OTKA palyazatok
tdmogatdsdval. Operdcidkutatdsi Tanszék, E6tvos Lordnd Tudomadanyegyetem, Pazmany
P. s. 1/c, Budapest, Hungary, H-1117 és Traffic Lab Ericsson Hungary, Laborc u.i,
Budapest, H-1037. A szerzd tagja az Egervdry Kutatécsoportnak (EGRES). e-mail:
frank@cs.elte.hu.
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Kénig Dénes érdeme volt, hogy felismerte az eredetileg Frobenius 4ltal
vizsgalt silyozatlan probléma grafelméleti jellegét, Frobenius tételét (amely-
nek ekvivalens alakja a Hall tétel) dltaldnositotta, és a konstruktiv alternils
utas mddszert alkalmazta tételének bizonyitdsdra. Ennek segitségével ha-
tékonyan ki lehet szdmitani pdros graf maximélis elemszdmi pérositdsit és
az éleknek pontokkal térténé minimalis elemszdmii lefogisst. Akkoriban a
grafelmélet gyerekcipSben jart, igy nem csoda, hogy Egervary a tételét még
a matrixok nyelvén fogalmazta meg. Lényegét tekintve azonban ez a tétel
péros grafokrdl szdl, és az dltaldnositdsokhoz is konnyebben eljuthatunk, ha
grafos alakban adjuk meg. Tekintettel arra, hogy az A métrix a;; elemei
koltségként értelmezhetk, a tovdbbiakban a helyett a c jel6lést haszniljuk.
Azt is el6rebocsétjuk, hogy a célfliggvényt néha koltség- néha silyfiiggvény-
nek nevezziik, az el6bbit inkdbb minimalizdlaskor, az utébbit maximalizdlds-
kor hasznilva.

1.2 Tétel. Legyen G = (V,E) teljes pdros grdf, melynek pontjai két n
elemi osztdlyba vannak sorolva. Legyen tovdbbd ¢ : E — Ry az éleknek
egy nemnegativ szdmokkal torténd silyozdsa. Ekkor G teljes pdrosttdsainak
mazimdlis sulya egyenld o nemnegativ silyozott lefogdsok minimdlis silydval,
ahol nemnegativ silyozott lefogdson egy olyan 7 : V — Ry fiigguényt értink,
amelyre w(u) 4+ 7(v) > c(uwv) a grdf minden uv élére fenndll. Amennyiben c
egészértékd, dgy az optimdlis w is vdlaszthatd egészértékinek.

A szakirodalomban a maximélis stlyd pérositds kérdését gyakran hozzd-
rendelési problémdnak nevezik. Erdemes még egy ekvivalens alakban meg-
fogalmazni Egervary tételét, a linedris programozés nyelvén.,

1.3 Tétel. Jelolje A a G teljes pdros grdf pont-€l incidencia mdtrizdt, és
legyen c nemnegativ célfigguény. Ekkor a max{az : z > 0, Az < 1} linedris
program optimuma mindig felvétetik egész (és igy 0 — 1) vektoron, és van
olyan egész optimdlis megoldds, amelyre Az = 1. Tovdbbd, ha c egészértéki,
dgy a min{d (w(v) :v € V), w >0, T4 > ¢} linedris program optimuma is
egészen felvétetik, és a két optimum mindig megegyezik eqgymdssal.

Egervéry eredményének uttord jellege a kovetkezSkben foglalhaté Sssze.

1. A tétel a legelsd explicit megfogalmazdsa, mégha specidlis métrixokra
is, a linedris programozds dualitis tételének.

2. A dualités tételnek olyan esetét irja le, amelyben mindig létezik egész-
értékil optimum.

3. A konstruktiv bizonyitédsi jelleg rdmutat az algoritmusoknak, mint 6n-
4ll6 matematikai objektumoknak jelent8ségére, osszefliggésben az algo-
ritmusok hatékonysdgdval. Béir 1931-ben e fogalmak értelemszeriien fel
sem vetédhettek, Egerviry mddszere mind gyakorlatilag, mind elméle-
tileg hatékony. Amint az kimutathatd (ldsd aldbb), polinomidlis, sét
valéjdban erésen polinomidlis futdside;jti.
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4. Egervary tétele és eljdrdsa azt demonstrilja, hogy egy elegdns mate-
matikal eredmény miként nydjthat megolddst természetesen felvet6dd
gyakorlati kérdésekre.

A Magyar Mddszer szdmos tovabbi eljdrds kiinduldpontja lett. Korai
példaként Ford és Fulkerson minimélis koltségli folyam algoritmusa hozhaté
fel. A hozzdrendelési feladatban, szallitasi probléméban, haldzati folyamokndl
fellép az a jelenség, hogy az optimum egész vektoron is felvétetik. Ennek valé-
Jjéban kozos gyokere van, éspedig az, hogy a széban forgd probléméhoz tartozd
linedris program feltételi matrixa teljesen unimodularis. A Magyar Mddszer
gondolatait azonban olyan koriilmények kozott is sikerrel fejlesztették tovabb,
amikor a feltételi médtrix mdr nem teljesen unimodularis, mégis az optimum
egészértékiisége biztosithatd, ennek messze haté kombinatorikus kovetkez-
ményeivel egyiitt. Mindkét eljdras kiinduldpontja J. Edmondstdl szdrmazik.
Az elsé segitségével meg lehet hatdrozni tetszdleges graf maximalis sillyi pa-
rositdsdt. A mdsodik kiterjesztés matroidokra vonatkozik. Ennek segitségével
példédul ki lehet szamitani egy élsulyozott irdnyitatlan graf olyan minimélis
sulyu feszitd f4jét, amely egy megadott pontban (vagy dltaldnosabban egy
stabil ponthalmaz pontjaiban) fokszam korldtoknak tesz eleget. Vagy, a graf
élhalmazdn megadott k& darab koltségfiiggvényhez meg tudunk hatdrozni k
élidegen feszit6 fat dgy, hogy minimalizdljuk a kivilasztds teljes koltségét,
ahol az i-dik fat az i-dik koltségfiiggvény szerinti koltsége szerint szamoljuk
be.

A dolgozat célja, hogy Osszefoglalét adjon az ilyen irdnyd eredményekrdl.
Ennek sordn megadok néhdny olyan bizonyitdst, melyek ismertek ugyan, de
magyar nyelvii szakirodalomban még nem szerepeltek. A silyozott matroid
metszet tételre egy masutt még nem publikdlt 0j bizonyitast adok, amely csak
a matroidok elemi tulajdonsdgait hasznilja, szemben a komolyabb apparatust
igényl6 kordbbi poliéderes vagy algoritmikus hétter(i bizonyitdsokkal. Azt
is igazolni fogom, hogy mar Egerviry eredeti bizonyitdsa is hatékony, azaz
er6sen polinomidlis futdsidejii algoritmust szolgdltat maximélis silyd teljes
parositds megkeresésére. Ez nem ugyanaz, mint a H. W. Kuhn altal javasolt
eljards (amit valdjdban Kuhn nyomén Magyar Médszernek neveznek), mert
Kuhn a dudl valtozdk cseréjét és az alterndlé utas médszert egybeotvozi,
mig az Egervary bizonyitdsbdl kozvetlentil adédé algoritmusban a maximd-
lis elemszamui pédrositdst meghatdrozé Koénig-féle algoritmus egy kiilondlld
szubrutinként szerepel.

2 Paros grafok

2.1 Maximdlis elemszamu parositasok
Az egész elmélet kiindulépontja Kénig [15] klasszikus tétele.

2.1 Tétel (Kénig Dénes). Egy G = (S,T; E) pdros grifban a diszjunkt
élek mazimdlis v = v(G) szdma egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis
T =7(G) elemszdmdual.
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Bizonyitds. Egy v elemi pérositas lefogdsdhoz kell legaldbb v cstics, igy az
Osszes élhez is kell, ezért v < 7. Ebb6l az is kdvetkezik, hogy (x) egy v elemd
L lefogds egy v elemii pdrositas minden élét pontosan egyszer fogja le.

A forditott irdnyhoz ldssuk be, hogy G élei lefoghatdk v(G) ponttal. Indi-
rekt, legyen G minimaélis ellenpélda abban az értelemben, hogy v(G) < 7(G),
de minden G-nél kisebb G’ gréfra v(G') = 7(G).

Minden u csiicsot elkeriill maximalis parositds, mert ha valamelyiket nem,
ugy v(G—u) < v(G), és miutdn G—u élei mér lefoghatdk v(G—u) < v(G)—1
ponttal, ezen lefogéshoz u-t hozzdvéve G éleinek egy legfeljebb v(G) elemil
lefogésat kapnéank.

Legyen e = st a graf egy éle, melyre s € S;t € T. A G — e éleinek
létezik v(G) elemli L := AU B lefogédsa, ahol A C S,B C T. Az L nem
fogja le e-t, mert kiilénben G éleinek is v(G) elemti lefogdsa volna. G — s-nek
van v(G) elemil pérositdsa, amelynek B-t fedé Mp része (%) miatt nem fedi
A egyetlen pontjat sem. G - t-nek van v(G) elemil pdrositdsa, amelynek
A-t fed8 M4 része () miatt nem fedi B egyetlen pontjét sem. De most
M4UMpU{e} pérositdsa G-nek, melynek elemszdma |A|+|B|+1 = V(G)+1
ellentmondas.

A most kovetkezd algoritmikus bizonyitas lényegében K&nig eredeti bi-
zonyitdsa kicsit algoritmikusabb nyelven elmondva. (Kénig nem tekintette
explicit azt a kérdést, hogy miként lehet megtalalni a széban forgé alternéld
utakat, de a bizonyitdsdbdl ez kbzvetleniil kiolvashatd.)

Algoritmikus bizonyitds. A nemtrividlis v > 7 irdny igazoldsdhoz konstrud-
lunk egy M pérositast és egy L lefogést, melyek elemszdma ugyanaz. Az
eljaras tetszdleges M pdrositashdl indul ki, ami kezdetben az {ires halmaz is
lehet. Az altaldnos lépésben vagy taldlunk egy nagyobb pdrositdst, és ekkor
a nagyobb pérositdsra vonatkozdéan iterdljuk az eljarést, vagy pedig egy |M|-
mel megegyez6 elemszamu lefogdst, amikor is az algoritmus véget ér.

Irdnyitsuk meg M éleit T-t8l S felé, mig az Osszes tobbi élt forditva.
Jelolje Rg illetve Ry az S-ben illetve a T-ben az M Altal fedetlen pontok hal-
mazét. Jelolje Z az Rg pontjaibdl az {gy kapott irdnyitott gréfban irdnyftott
uton elérhetd pontok halmazat (amit szélességl kereséssel taldlhatunk meg).

Két eset lehetséges. Amennyiben Rr-nek esik pontja Z-be, akkor megkap-
tunk egy olyan Rg-t és Rp-t Osszekotd P utat, amely M-ben alterndl. Most
M és P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel tobbh élbdl 4116 M’
pérositéds. (Technikailag az eljdrdst nagyon egyszerii végrehajtani: a meg-
taldlt ut éleinek irdnyitdsit egyszertien megforditjuk.)

A masik esetben Ry diszjunkt Z-t8l. Z definicidja folytdan Z-bdl nem
Iép ki irdnyitott él. I*f)rvényes tovabba, hogy Z-be nem 1ép be megirdnyitott
uv € M pérositas él, hiszen v csak u-n keresztiil érhetd el, igy v csak akkor
lehetett irdnyitott iton elérhetd Rg-bdl, ha u is az volt.

Kévetkezik, hogy az L := (I'N Z) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja
az Osszes élt, masrészt minden M-beli élnek pontosan az egyik végpontjit
tartalmazza, tehdt |M| = |L|. O

A fenti bizonyitds egytttal hatékony algoritmust is jelent a széban forgd
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optimumok meghatdrozdsira. A 1épésszdm megbecsléséhez figyeljiik meg,
hogy legfeljebb n/2 alkalommal kell utat keresniink. Miutdn egyetlen 1t
megkeresése az élszdmmal ardnyos idében torténhet, az Osszlépésszam nem
nagyobb, mint O(nm) (ahol n a graf pontszdma, mig m az élszdma).

A Kénig tételhez szorosan kapcsolédik Hall tétele.

2.2 Tétel. Egqy G = (S,T; E) pdros grifban akkor és csak akkor létezik S-t
fedd pdrositds, ha teljestl a Hall-féle feltétel:

IT(X)| > |X| minden X C S részhalmazra , (3)

ahol T'(X) jeloli azon T-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja X -
ben.

A tételt rogton kicsit dltaldnosabb alakban igazoljuk. Definidljuk egy
X C S halmaz hidnyéat a h(X) := (|X]| — |[I'(X)|) értékkel és legyen p =
w(G,S) a maximalis hidny, azaz
= pagh(X) @
2.3 Tétel. Egy G = (5,T; E) pdros grifban egy pdrositds dltal nem fedett
S-beli pontok minimdlis szdma egqyenld pi-vel.

Bizonyitds. A max < min egyenlStlenség nyilvan fenndll. A forditott irdny
igazoldsdhoz legyen M egy maximélis (azaz v elemll) pérositds és L egy
minimdlis (azaz 7 = v elemil) lefogds. Legyen X := S — L. Ekkor M
pontosan |S| — v elemét nem fedi S-nek. Mésrészt I'(X) C L — S és igy

1X| = POl 2 1S = Ll = |[L =S| = [S| = |L| =S| =7 = 5] —v.

O
Legyen F az S maximdlis (azaz p) hidnyd részhalmazainak rendszere,
vagyis F = {X C § : |X| - |I(X)| = u}. Az F tagjait réviden maz-
hidnyd halmazoknak fogjuk hivni. Az el8bbi bizonyitds mutatja, hogy egy-
egy értelmi kapcsolat 81l fenn a minimalis lefogdsok és a max-hidnyu S-beli
halmazok kozott: Ha L minimalis lefogds, akkor S — L max-hidanyu halmaz,
mig ha H C S max-hidnyd halmaz, akkor I'(H) U (S — H) minimélis lefogas
lesz.

2.4 Lemma. F 2drt a metszet és unio képzésre.

Bizonyitds. Koénnyll ellendrizni, hogy a h fliggvény szupermoduldris, azaz
R(X)+h(Y) < (X NY)+h(XUY). Tegylik most fel, hogy X és Y két
maximalis hidnyd halmaz (azaz F elemei). Ekkor o+ p = h(X) + h(Y) <
R(XNY)+h(XUY) < ptp, és emiatt valdban h(XNY) = pu, A{(XUY) = pu. O

A lemmabdl kovetkezik, hogy az Osszes max-hidnyu halmaz metszete is
és unidja is max-hidny1, azaz létezik egy egyértelind legsziikebb és egy leg-
bévebb max-hidnyd halmaz. Megjegyzendd, hogy Kénig fenti alterndld utas
algoritmusa segitségével e két halmaz kdnnyen megkonstrualhaté. Példaul,
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a legszlikebb K max-hidnyd halmaz, amint azt konnyli kimutatni, éppen
Z N S lesz, ahol Z jelolte az irdnyitott segédgrafban az Rg-bdl elérhetd pon-
tok halmazat. Ez egyuttal azt is mutatja, hogy az algoritmus dltal produk&lt
(S — K UT'(K)) lefogds nem fligg az algoritmus futdsitdl (szemben az al-
goritmus &ltal szolgéltatott parositdssal). A silyozott pdrositdsi algoritmus
bizonyitasdhoz sziikkségink lesz még az aldbbi hasznos megfigyelésre.

2.5 Lemma. Legyen K C S a legszikebb maz-hidnyi halmaz G-ben. Ha a
grafbol kitorolyik az dsszes olyan élt, amely T'(K) és S—K kozott vezet, akkor
a létrejovd G' grdfban a mazimdlis hidny ugyanaz, mint G-ben. Tovdbbd G
és G' maz-hidnyt halmazainak rendszere ugyanaz.

Bizonyitds. Miutdn G egy M maximélis pérositdsdnak a I'(K)-t fedd élei
mind K-ban végzddnek, az M benne van G’-ben is, vagyis G’ max hidnya
legfeljebb akkora, mint G-é, de persze kisebb nem lehet, mert G’ részgrifja
G-nek. Ebbdl az is kévetkezik, hogy a G egy max-hidnyd halmaza G’-ben is
max-hidnyd. Legyen most X tetszdleges max-hidnyd halmaz G’-ben. Mivel
K max-hidnytd G'-ben is, a 2.4 lemma szerint KNX is max-hidnyd G’-ben. De
akkor K N X max-hidnyd G-ben, hiszen K N X-bdl induld élt nem téroltink,
és gy a K minimalitdsa folytdn K C X. Ekkor viszont I'(X) =I"(X), azaz
X max-hidnyd G-ben is. O

2.2 Silyozott parositasok

Egervarynak az 1.2 tételére adott eredeti bizonyitdsdnak a vdza a kdvetkezd.
Legyen 7 egy minimalis silyd nemnegativ, egészértékil silyozott lefogds. (A
7 silydn a Y, [r(v) : v € S UT)| Osszeg értends.) Feltehetjiik, hogy
az S elemein mindeniitt pozitiv, mert ha nem, akkor az S-beli pontokon
eggyel névelve, a T-beli pontokon eggyel cstkkentve mér ilyen lesz. Ameny-
nyiben azon élek G, részgrafjdban, melyekre w(u) + w(v) = c(uww) 1étezik
teljes M parosités, Ugy M maximadlis silyd parositds, melynek silya egyenld
a m(v) értékek Osszegével. Ha viszont Gr-ben nincs teljes pérositds, gy
Kénig vagy Hall tétele alapjdn létezik hidnyos X halmaz, azaz olyan, amely-
nek |X|-nél kevesebb szomszédja van. A 7 értékeit az X pontjain eggyel
csokkentve, a I'g, (X) pontjain pedig eggyel ndvelve, egy masik nemnegativ,
sulyozott lefogast kapunk, amelynek siilya kisebb, mint 7-é, ellentmonddsban
7 minimélis valasztasdval.

Ez a bizonyitds kdnnyen algoritmizdlhatd, hiszen tetszéleges m siilyozott
lefogasbdl kitndulva vagy taldl egy maximalis stlyd teljes parositdst, és ekkor
az aktudlis 7 is optimadlis, vagy pedig taldl egy jobb silyozott lefogdst, amivel
az eljarést iteralva véges sok 1épés utdn az elsd eset kovetkezik be. Egy kézen-
fekvé gyorsitdsi lehetéség azonnal kindlkozik (amint azt Egervary a késSbbi
[9] dolgozatdban maga is javasolja): a 7 stlyozott lefogds médositdsakor ne
eggyel noveljiink vagy csokkentsiink, hanem a legnagyobb olyan § értékkel,
amelyre a médositott 7 még siilyozott lefogds. Az igy nyert eljardst nevezziik
Egervéry algoritmusdnak. (Hangsilyozzuk, hogy ez nem ugyanaz, mint a
H. W. Kuhn Aaltal kifejlesztett primél-dudl eljards, amit ma valéjdban a
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vildghan Kuhn javaslata nyomén Magyar Mddszernek hivnak.)

Az Egervéry algoritmusnak az az elénye is megvan, hogy nem egészértékii
¢ stlyfiiggvényre is miikddik, bar ekkor még az is kérdés, hogy az eljards
véges-e egyaltaldn, és Egerviry valéjdban a nemegész ¢ esetét nem algorit-
mikusan, hanem folytonossdgi megfontolasokkal intézte el.

Nem kevésbé fontos a méasik kérdés, hogy Egervary algoritmusa milyen ha-
tékony, akdr egész a c, akdr nem. Példdval megmutathatd, hogy ha tetszdle-
ges olyan X halmazt haszndlunk a m médositdsara, amely megsérti a Hall-féle
feltételt, akkor az algoritmus nem polinomidlis futdsidejli (és ez a kellemet-
lenség még akkor is el6forduthat, ha X maximalis hidnyii halmaz.) Rdadédsul
irraciondlis koltségek esetén még azt sem tudjuk, hogy az algoritmus véges
sok 1épés utdn megill-e.

Egerviry azonban [8]-ban azt javasolja, hogy a m véltoztatdsit annak
a maximélis hidnyd X halmaznak a segitségével végezziik, amelyet Kénig
alternslé utas algoritmusa szolgdltat, amely tehét a(z egyértelmil) legsziikebb
max-hidnyd halmaz. Az aldbbiakban kimutatjuk, hogy Egervary algoritmusa
ilyenkor polinomislis, s6t erésen polinomidlis futdsideji. Mivel nem jelent
semmilyen t6bblet nehézséget, a bizonyitdst rogtdn a tétel azon csOppnyit
altaldnosabb alakjira mondjuk el, amikor a paros graf nem feltétleniil teljes,
csupdn azt {rjuk elé, hogy tartalmazzon teljes parositést.

2.6 Tétel. Tegyiik fel, hogy a G = (S,T; E) pdros grifnak van teljes pd-
rositdsa. Legyen tovdbbd ¢ : E — Ry az éleknek egy nemnegativ szdmokkal
torténd silyozdsa. Ekkor G teljes pdrositdsainak mazximdlis silya egyenld
a sulyozott lefogdsok minimdlis sulydval, ahol sulyozott lefogdson egy olyan
m:V — R fiigguényt értiink, amelyre w(u) + w(v) > c(uv) a grdf minden wv
élére fenndll. Amennyiben ¢ egészértéki, gy az optimdlis T is vdlaszthato
egészértékiinek. Amennyiben G teljes pdros grdf, az optimdlis w vdlaszthato
nemnegativnak.

Bizonyitds. Tetsz6leges M teljes pérositdsra és 7 silyozott lefogdsra fenndll,
hogy Y (7 (2) : z € SUT) = Y ([r(w)+7(v)] : wv € M) > Y (c(uv) : uv € M),
vagyis a minimum valéban legaldbb a maximum. Az is kiolvashaté, hogy
itt egyenldség pontosan akkor 4ll, ha az M pdrositds minden wv éle pontos
abban az értelemben, hogy m(u) +m(v) = c(uv). Célunk tehat azt kimutatni,
hogy létezik egy olyan m, amelyre nézve a pontos élek grafjaban 1étezik teljes
péarositas.

Legyen 7 egy olyan silyozott lefogds (egészértéki, ha ¢ az), amelyre a pon-
tos 8lek G = (S, T E,) részgrafjdban a pir(= |S| — v(Gx)) érték minimaélis,
és ezen belill, az (egyértelmii) legsziikebb max-hidnyi K C S halmaz a lehet
legnagyobb. Készen vagyunk, ha a p, maximdlis hidny nulla, mert ez épp
azt jelenti, hogy Gr-nek van teljes parositasa. Tegyiik fel tehat, hogy pr > 0.
Mivel G-nek van teljes pérositdsa, biztosan van olyan e éle G-nek, amely K
és T — I'x (K) kozott vezet, ahol I'x (K) jeloli a K szomszédainak halmazit a
Gr-ben. Ilyen él nem pontos, igy a

8 :=min(r(u) + m(v) —c(w) :w e Byu e K,v e T —T'x(K)) (5)



20 Frank Andrds

érték pozitiv. Mdédositsuk 7-t Ggy, hogy a K minden elemén §-val cstkkentjuk,
mig Iz (K) minden elemén §-val ndveljiik, azaz

w(v) — 6, haveK,
7'(v) == m(v) + 6, havel(K) (6)
m(v), egyébként.

A § vélasztdsa miatt az {gy mddositott 7' tovdbbra is stlyozott lefogds, amely
egészértékd, ha ¢ az volt. A n'-ra vonatkozé pontos élek G, grafja abban
kilonbézik G.-t6l, hogy van legaldbb egy éle (ahol a é-t definidlé minimum
felvétetett) K és T' — I'x(K) kozott, de biztosan nincsen éle T'N [y (K) és
S — K kozott (mikdzben Gr-nek lehetett). A 2.5 lemma szerint pir = gy, és
Gr-ben a legszitkebb max-hidnyd halmaz szigortian b&vebb, mint K, és ez
ellentmond 7 véalasztdsinak.

Belattuk tehat, hogy van olyan m stlyozott lefogds, amelyre a pontos élek
részgrafjdban van teljes parositdas. Végil tegyiik fel, hogy G teljes paros grif,
és igazoljuk, hogy 7 vélaszthaté nemnegativnak. Legyen a 7 legnegativabb
értéke —a ahol o > 0 és legyen m(v) = —q, ahol v mondjuk S-ben van. ekkor
minden u € T csicsra w(u) + 7(v) > c(uv) > 0 miatt 7(u) > . Igy ha 7t
gy médositjuk, hogy S elemein noveljik a-val, mig T elemein csokkentjiik
a-val, akkor egy mdsik minimdlis sulyozott lefogds keletkezik, amelyik mér
nemnegativ. |

A 3. szakaszban még az is kideriil, hogy az optimaélis silyozott lefogas
pontosan akkor vdlaszthatd nemnegativnak, ha a maximélis silyd péarositds
teljes parositdson vétetik fel (amely feltétel persze teljes péros grif esetén
fenndll.)

A bizonyitds alapjdn Egervdry algoritmusa a kovetkezd. Az algoritmus
bemenete egy teljes parositdssal rendelkezd paros graf, mig a kimenete egy
maximdlis silyl parositds és egy minimélis silyd sdlyozott lefogss. Szub-
rutinként sziikségiink van a silyozatlan esetre vonatkozé fentebb ismertetett
alterndlé utas algoritmusra, amely egy tetszéleges G' = (S, T; E') péros graf-
ban megkonstrudl egy maximélis M’ parositdst és a(z egyértelmil) legsziikebb
K’ C S max-hianyd halmazt (melyekre tehdt |M’| = |IV(K')| + |S — K'|).
Hivatkozds kedvéért ezt Kénig szubrutinnak nevezzilk.

Az algoritmus egy altaldnos 1épésében rendelkezésre 4ll egy  silyozott
lefogds (amely egészértéki, ha c az, és amely kezdetben lehet példul az
azonosan « lefogas, ahol o a c(e) koltségek maximuma. Alkalmazzuk a Kénig
szubrutint a 7-re nézve pontos élek G, részgrafjira. Amennyiben G,-ben van
M teljes péarosités, gy az algoritmus az aktudlis 7 silyozott lefogds és M
teljes parositds kiaddsaval véget ér. Ha viszont G-nek nincs teljes pérositdsa,
ugy a szubrutin §ltal szolgaltatott (Gr-re nézve) legsslikebb K max-hidnyd
halmaz segitségével (6) szerint médositjuk 7-t, és az eljarast iterdljuk.

Mi mondhaté az algoritmus lépésszamdrdl? Tekintsiik egy fézisnak az
algoritmus azon szakaszét, amig a pontos élek (egyre valtozd) részgrafjdban
a maximadlis hidny véltozatlan. Nyilvdn legfeljebb | S| fézis létezik. Egy (dzis
sordn a szubrutint legfeljebb |S|-szer hivjuk meg, hiszen beldttuk, hogy a 7
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cseréjekor a legszitkebb max-hidnyd halmaz szigorian béviil. Vagyis a si-
lyozatlan esetre vonatkozé alternalé utas algoritmusnak legfeljebb |S|-szeri
meghivésaval az algoritmus futdsa befejezédik. Miutdn Koénig algoritmusa-
nak 1épésszamdra O(|S||E|) korldt volt mondhaté, a leirt silyozott eljirds
teljes futdsideje O(|S|?|E|).

Béar ez a lépésszdm nem kiilonosebben ldtvényos (és valéjdban hatéko-
nyabb eljardsok is léteznek), mindenesetre azt megkaptuk, hogy az algoritmus
polinomiélis futédsidejii, s6t erdsen polinomidlis is abban az értelemben, hogy
a futdsidd egyaltaldn nem fugg a szerepld ¢ koltségfiiggvénytol, amennyiben
feltessziik, hogy a szdmokkal végzett Osszeaddst, kivondst és Osszehasonlitdst
egyetlen 1épésben tudjuk elvégezni.

A jelen megkozelités elénye, hogy tisztdn mutatja a silyozatlan és a
silyozott pdrositdsi algoritmusok viszonydt. A silyozatlan Kénig-féle algo-
ritmus teljesen szepardltan, szubrutinként keriil felhasznéldsra. Amint azt
H. W. Kuhn megmutatta, a két eljards tsszevonhatd, aminek taldn hatrdnya,
hogy az algoritmus Gsszetettebbé valik, de elonye, hogy jobb 1épésszam becslés
adddik. Most ismertetjitk a Kuhn 4ltal javasolt Magyar Mddszert.

Kuhn algoritmusa silyozott teljes parositds meghatdrozaisara

Az éltaldnos lépésben tekintjiik a pontos élek édltal (az SUT ponthalmazon)
alkotott G részgrifot. Legyen M egy mér rendelkezésre 4llé pérositds G-
ben. Irdnyitsuk meg M éleit T-t61 S felé, mig az Gsszes tobbi G.-beli élt
forditva. Jeldlje Rg illetve Ry az S-ben illetve a T-ben az M dltal fedetlen
pontok halmazét. Jeldlje Z az Rg pontjaibdl az igy kapott irdnyitott grafban
irdnyitott dton elérhetd pontok halmazdt (amit példdul szélességi kereséssel
taldlhatunk meg). Amennyiben Rr-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk
egy olyan Rg-t és Rp-t Osszekotd P utat, amely M-ben alterndl. Most M és
P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel tobb é1bél 4116 M’ parosités.
Ekkor az eljiras egy fazisa véget ér, és az 1j M’ parositissal folytatva iterdljuk
az eljardst.

Nézziik most azt az esetet, amikor Rr diszjunkt Z-tél. Legyen K, :=
Z NS és mddositsuk n-t a (6)-ban lefrtak szerint. Ekkor az Rg-b8l elérhetd
pontok halmaza szigoriian béviil. fgy egy fdzis (ami alatt tehdt a pontos élek
gréfjdban a maximélis pdrositds elemszdma nem nd) |S| Gtkeresé eljdrds al-
kalmazésa utdn véget ér. Mivel egy ttkeresés O(|E|) 1épésben végrehajthatd
és legfeljebb | S| fazis van, az algoritmus teljes futdsideje O(|E||S|?).

A fejezet lezardsaképp megmutatjuk, hogy a maximélis silytd (nem feltét-
leniil teljes) parositds meghatdrozdsinak probléméja egyszert fogéssal vissza-
vezethet6 a maximélis silyd teljes parositdséra.

2.7 Tétel. Egy G' = (S',T'; E') pdros grdfban nemnegativ ¢ silyfiggvény
esetén a pdrositdsok mazimdlis V., silya egyenld a nemnegativ () silyozott
lefogdsok minimadlis . silydval. Amennyiben c egészértéki, az optimdlis n'
1s valaszthatd egészértékinek.

Bizonyitds. A v, < 1. egyenl6tlenség nyilvdnvald, {gy csak a forditott irdnnyal
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foglalkozunk. UJ pontok esetleges hozzdvételével elérhetjik, hogy a péros
graf két osztdlya egyforma méretii legyen. Egészitsiik ki a grafot 0 silyd élek
bevételével egy G teljes pdros graffa. A silyfliggvény ezen kiterjesztését
tovabbra is jeldlhetjik c-vel. A 2.6 tétel (mdsodik része) szerint G-nek
létezik egy M teljes parositdsa és c-nek egy 7 nemnegativ stlyozott lefogdsa,
melyekre ¢(M) = 3" n(v). Mivel az j élek siilya 0, igy az 0j élek kihagydséval
M-b6l keletkezd G’-beli M’ pérositds silya véltozatlanul ¢(M). Miutén
4j pontbdl (ha van) csak 0 silyd él megy ki, {gy 7 értéke az 1ij pontokon
0, vagyis, ha m-t megszoritjuk az eredeti pontokra, akkor a keletkezd n'-re

Yor'(w) =Y m(v), és gy > 7' (v) = c(M'). O

Végiil megjegyezziik, hogy tetszbleges rogzitett k pozitiv egészre Ford és
Fulkerson minimalis kéltségii folyam algoritmusdnak segitségével ki lehet sz4-
molni a maximadlis (vagy minimélis) silyd k él4 parositést, ha ilyen pérositds
egyaltaldn létezik.

3 Teljesen unimodularis matrixok az optima-
lizalasban

Az aldbbiakban ismertetjik azt a Hoffmantdl és Kruskaltdl [13] szdrmazd
megkozelitést, amely rdvildgit arra a httérben megbijé mélyebb okra, ami
miatt Egervary tétele fenndll. Ez pedig az, hogy egy pdros grif pont-él in-
cidencia matrixa teljesen unimoduléris, és a linedris programozis dualitds
tételében az optimumok egészértékil vektoron is felvétetnek, amennyiben a
feltételi métrix teljesen unimoduléris.

Az aldbbiakban egy métrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek
vagy egészértékiinek, ha minden eleme (komponense) egész szém. Valamely
A maétrixot akkor neveziink teljesen unimoduldrisnak, ha minden aldeter-
mindnsa (0, £1) értékil. Specidlisan, ilyen méatrix minden eleme 0,+1 vagy
—1. Vildgos, hogy TU-métrix transzpondltja is az. Sorokat vagy oszlopokat
—1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét TU-métrixot kapunk. Tovibbd, egység-
vektorokat sorként vagy oszlopként egy TU-matrixhoz illesztve TU-métrixot
kapunk. fgy, ha az A TU-métrixot kiegészitjiik egy I egységmdtrixszal, akkor
a keletkez6 (A, I) métrix is TU-métrix. Ha A TU-métrix, dgy (4, —A) is az.

Példaképp, legyen A egy D = (V, E) irdnyitott graf incidencia métrixa,
azaz A sorai a V-nek, oszlopai E-nek felelnek meg, és az a,,. elem akkor
+1 illetve —1, ha az e él belép illetve kilép v-bol (egyébként ). Nem nehéz
igazolni, hogy digraf incidencia métrixa teljesen unimoduldris, és hogy péros
graf incidencia matrixa teljesen unimoduléris.

Ezeket altaldnositja a hdldzati mdtriz. Legyen D olyan irdnyitott graf,
amely irdnyitatlan értelemben Osszefliggs, és legyen F' egy feszité fa. Az A
matrix soral az F' éleinek felelnek meg, mig az oszlopal az F-en kiviili éleknek.
Minden uv nem-fa élre a fdban egy egyértelmi (nem biztosan irdnyitott) ut
vezet v-bll u-ba. Ennek egy f elemére a matrix af . elemét definidljuk 1-nek,
ha f irdnya megegyezik az tUtéval és —l1-nek, ha azzal ellentétes. A méatrix
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minden més eleme 0. Szamos érdekes alkalmazdst tesz lehetévé az aldbbi
Tutte-tdl valé eredmény.

3.1 Tétel. Az A hdldzati mdtriz teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. Mivel hal6zati métrix részmaétrixa is az, elég azt beldtni, hogy
egy négyzetes hdlézati métrix determindnsa 0,1 vagy —1. Hilézati mdatrix
sorat vagy oszlopat —1-gyel szorozva haldzati matrixot kapunk. Egy sor vagy
oszlop —1-gyel vald szorzdsa annak felel meg, hogy a megfeleld élt (akdr fa-él,
akdr nem-fa él) dtirdnyitjuk.

Tekintsik a fdnak egy v végpontjat. Ha az F fa v-vel szomszédos éléhez
tartozé sorban 1évé nemnulla elemek « szdma legfeljebb 1, akkor a deter-
minans kifejtési szabdly alapjdn indukciéval készen vagyunk. Tegyiik fel,
hogy o > 1, vagyis v szomszédos legaldbb két nem-fa éllel. Atirdnyftds miatt
feltehet6, hogy ezek koziil pontosan egy van v felé irdnyitva. Legyen ez sv és
legyen vt egy mdsik nem-fa él. Ha az sv-nek megfelel6 oszlopot, hozzdadjuk
a vt-nek megfeleld oszlophoz, akkor egyrészt persze a determindns értéke
nem valtozik, mésrészt ismét hdlézati matrixot kapunk, éspedig azé a grafét,
amelyben a vt él helyett az st él szerepel.

Ilyen dtalakitdsokkal egy olyan digrafot kaphatunk, amelyben az F' feszitd
fa véltozatlan, egyetlen nem-fa él (nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis
a hozzatartozé hilézati matrix v-nek megfelel$ sordban egy nemnulla elem
van. Ilyen halézati métrixrdl pedig mar ldttuk, hogy a determindnsa 0, +1,
ugyanakkor a fenti operdciék nem véltozattdk a determindns abszoliit értékét.

O

Most megvizsgiljuk, hogy a linedris programozés dualitds tétele illetve
a Farkas lemma miként alkalmazhaté olyan kombinatorikus optimalizéldsi
feladatok esetén, mint amilyen a silyozott parositds probléméja. A megoldés
kulcsa az a megfigyelés lesz, hogy bizonyos speciélis feltételi matrixok esetén
az optimum mindig egész vektoron is felvétetik.

Adott M = <Z) matrixhoz tekintsiik a

Pr=10by, Qr<b (7)

linedris rendszert. Tegyiik fel, hogy ennek megoldds halmaza az R poliéder
nem iires. Az R egy elemét nevezziik erds bdzis-megolddsnak, ha el6all
valamely M'z’ = V' egyenletrendszer egyértelmii megolddsdnak nulla kom-
ponensekkel valé kiegészitéseként, ahol M’ az M egy [(r(M) x (r(M)]-es
nemszinguldris részmétrixa és b’ jeloli a b azon részét, amely az M’ sorainak
felel meg. (Konnyl igazolni, hogy egy {Az = b,z > 0} alakd rendszer egy
megolddsa pontosan akkor erds bédzis-megoldds, ha a pozitiv komponensei-
hez tartozé A-oszlopok linedrisan fiiggetlenek). Abban a speciilis esetben,
amikor R csicsos, némi munkdval igazolhatd, hogy az erés bdzis-megolddsok
éppen az R cstcsai. A definiciébdl kovetkezik, hogy legfeljebb csak véges sok
erds bdzis-megoldds létezhet. A Caratheodory tétel egy véltozata szerint
mindig létezik erds bazis-megoldds, s6t tetszOleges olyan c célfiiggvényre,
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amelyre cx felillrél korldtos az R poliéderen, érvényes, hogy az R barmely
z" eleméhez létezik egy olyan z* erds bdzis-megoldds, amelyre cz* > cz,
amib8l adddik, hogy a max{cz : © € R}, ha korldtos egydltaldn, akkor egy
erés bézis-megolddson felvétetik.

3.2 Lemma. Tetszbleges M TU-mdtrizszal megadott (7) egyenldtlenség-
rendszer esetén, ha a jobboldali korlitozo b vektor egész, akkor minden erds
bdzis-megoldas egész.

Bizonyitds. Egy erbs bazis-megoldds el8all valamely M'z' = V' egyenletrend-
szer egyértelmli megoldasanak nulla komponensekkel vald kiegészitéseként,
ahol M’ az M egy [(r(M) x (r(M)]-es nemszingularis részmétrixa és b’ jeloli
a b azon részét, amely az M’ sorainak felel meg. Mdrmost, ha M TU-métrix,
akkor a nemszinguldris M’ determindnsa +1 vagy —1. A Cramer szabdly
szerint, miutdn b’ egész, az egyértelmil ' megoldss is az. a

3.8 Lemma. Legyen c tetszdleges (nem feltétlenil egészértékii) vektor. Bdr-

mely
(P
u-(g)

TU-mdtrizszal megadott K := {x : Pz =0, Qz < 0} metszet-kupnak, ha van
olyan z' eleme, amelyre cx’ > 0, akkor K -nak van ilyen (0, £1)-értékd eleme
8.

Bizonyitds. Mivel 2’ pozitiv szdmszorosa is K-ban van, feltehet, hogy z’
maga olyan, hogy minden komponense a [—1,+1] zdrt intervallumba esik.
Vagyis a

(—1,...,-1)<z<(1,...,1), Pz=0, Qz<0 9)

rendszer altal meghatdrozott korldtos poliédernek z’ olyan eleme, amelyre
ez’ > 0. Ekkor az el6bb emlitett tulajdonsdg szerint van olyan z* erds bizis-
megoldédsa (8)-nak, amelyre cz* > cz’. A 3.2 lemma miatt z* egészértéki,
azaz minden komponense 0, £1. O

A Farkas lemma (egyik viltozata) azt mondja ki, hogy a (7) és az aldbbi
(9) linedris rendszerek kdziil pontosan az egyik oldhatd meg. Amennyiben a
szereplé M métrix teljesen unimoduldris, a megolddsokrél tobb mondhato:

mdtriz teljesen unimoduldris.

3.4 Tétel. Tegyik fel, hogy az M = <g>
Ha a (7) primdl probléma oldhatd meg és a korldtozd b vektor egész, akkor
(7)-nek van egész megolddsa is. Ha az

y1 >0, yM=0, yb<O (9)
dudlis probléma oldhaté meg, ahol y = (yo,y1), akkor van (0,+1)-értéki y
megoldds is (figgetlenil b egészértékiségétsl).

Bizonyitds. A tétel elsé fele kovetkezik a 3.2 lemmabdl, és abbdl a mdar
emlitett eredménybdl, hogy ha létezik megoldds, akkor létezik erds bédzis-
megoldés is. A tétel mdasodik fele pedig a 3.3 lemma koézvetlen folyomédnya. O
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3.5 Tétel. Ho a max(cw : Pz = by, Q < by) linedris programozdsi problé-
3
mdnak létezik megolddsa, tovdbbd ha az M = 5 mdlriz teljesen unimodu-

ldris és b egész, akkor az optimum egész vektorom is felvétetik (fliggetlenil
attdl, hogy c egészértékl vagy sem,).

Bizonyftds. Miutédn az optimum er8s bézis-megolddson is felvétetik, a 3.2
lemmé&bdl az eredmény kovetkezik. 0

Alkalmazasként el8szor levezetjiik Konig tételét.

A 2.1 tétel bizonyitdsa. Nyilvin minden grifra v < 7. Az egyenléség iga-
zoldsahoz azt kell kimutatnunk, hogy paros grafban létezik olyan pérositds
és olyan lefogé pontrendszer, melyek elemszdma megegyezik.

A péros graf incidencia métrixét jelolje A, amelyben a soroknak a graf
pontjai, az oszlopoknak a graf élei felelnek meg. Tekintsitk a kdvetkezd
priméal-dudl linedris program pért:

max(1lz : Az <1,z >0), (10)

min(ly: yA>1,y>0). (11)

A 3.5 tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvétetik.
Jeloljiik ezeket rendre zp-lal és yo-lal. (10) minden egészértékii megoldasa
0 — 1 értékii, és rogton latszik, hogy (11) minden optimédlis egészértékii
megolddsa is 0 — 1 értékii. Legyen M azon élek halmaza, melyeken zg az 1
értéket veszi fel, és legyen L azon pontok halmaza, amelyeken yo az 1 értéket
veszi fel. Az Az < 1 feltétel azt jelenti, hogy M péarositds a grifban, mig az
yA > 1 feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogd pontrendszer. A primal és
dusl optimum értékek egyenlésége pedig azt jelenti, hogy |M| = |L|, ami a
célunk volt. O

Természetesen a primal programban az azonosan 1 célfiiggvény helyett
vélaszthatunk tetszéleges ¢ célfiiggvényt. Ekkor a fenti médszer kiadja a 2.6
tételt, sét annak utolsé mondatdt még az alabbi er6sebb alakban: Az opti-
mdlis 7 akkor és csak akkor vdlaszthaté nemnegativnak, ha a mazimdlis silyi
pdrositds teljes pdrositdson is felvétetik.

Tovabbi sltaldnositasokat kaphatunk, ha a primél feladatban a jobboldalt
valamilyen (nemnegativ) b vektornak vélasztjuk. Ennek az a kombinatorikus
jelentése, hogy maximalis koltségti fokszdm-korlatozott részgrafot keresiink.
Természetesen alsé korlstokat is kitlizhetiink a fokszémokra, mint ahogy kor-
latozhatjuk alulré] és feliilrél azt, hogy egy élt hany példanyban vehetiink be
a keresett részgrafba. Valéjdban nem is érdemes megfogalmazni a kiilonboz6
lehetdségekre vonatkozé min-max tételeket, mert a dualitds tétel és a paros
graf incidencia métrixdnak teljes unimodularitdsa mar magéban hordozza a
sziikséges informaciét.

A szakasz befejezéseként megmutatjuk, hogy a TU-métrixokra vonatkozo6
Farkas lemma (3.4 tétel) miként adja ki Hoffman megengedett Aram tételét.
Jeléljon D = (V, E) egy irsnyitott grafot. Legyen f : B — R U {—oco} alsé
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kapacitds, g : E — R U {+oo} felsd kapacitds dgy, hogy f < g. Valamely
x : B — R vektorra és § C V részhalmazra legyen p,(S) := 3 (w(uv) :
uwv € B, uv belép S-be) és legyen §,(S) := 0.(V — 8). Az z vektort dramnak
(cirkuldciénak) nevezziik, ha teljesiil a rd megmaraddsi szabdly, azaz g, (v) =
6z(v) fenndll minden v csticsra. Az 2 dramot megengedetinek mondjuk, ha

f<z<yg. (12)

3.6 Tétel (A. Hoffman, 1960). Akkor és csak akkor létezik megengedett dram,
ha
0r(X) < 64(X) minden X CV halmazra. (13)

Tovdbbd, ha f és g egészértékiek, és (18) fenmdll, akkor létezik egészértéki
megengedett dram is.

Bizonyitds. A sziikségesség igazolasshoz, tegyiik fel, hogy z megengedett
dram. Bkkor 8,(X) — 07(X) > 6,(X) — 0.(X) = 0, amib8l (13) kovetkezik.

Az elegend8séghez tekintsiik az {Az < 0,z < g,—z < —f} rendszert.
Figyeljiik meg, hogy a jelen esetben egy x vektorra akkor és csak akkor teljestil
az Az < () egyenldtlenség, ha Az = 0. A 3.4 tételt alkalmazva kapjuk, hogy
ha a fenti rendszernek nincs megolddsa, akkor van olyan (y, u,v) (0,1)-értéki
vektor, amelyre (¥) yA+u—v =0 és () ug—vf < 0. Mivel f < g,
igy minden élre feltehetd, hogy u(e) és v(e) kziil legaldbb az egyik nulla (ha
ugyanis mindkettd 1, akkor mindkettét helyettesithetjiik nulldval.)

Jelolje Z azon z pontok halmazét, ahol az y(z) = 1. Ekkor (x) miatt
minden olyan e élre, amelynek mindkét vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben
van, u(e) = v(e) = 0. Tovébbé minden Z-be belépé e élre v(e) = 1, ufe) =0
¢s minden z-b8l kilép6 élre v(e) = 0,u(e) = 1. Miutén ug = 6,(%) és
vf = 07(Z), igy (+*) ellentmond a (13) feltételnek. O

4 Parositasok nem-pdros griafban

Nem-péros gréfokra a maximalis (sily) parosftds meghatirozdsanak prob-
lémédja jéval nehezebb, mint a péros esetben. Ebben a fejezetben ismer-
tetjik azt a dontéen J. Edmondstél eredd elméleti hétteret, amely lehet6vé
tette [4] az algoritmusok kidolgozdsit. Maguk az algoritmusok Ssszetettebbek
annal, semhogy egy ilyen dsszefoglalé cikk keretében véllalkozhatnink a be-
mutatdsukra, ugyanakkor az aldbbi f6 eredményekre méra mér viszonylag
témor bizonyitdsok allnak rendelkezésre. A kozdlt bizonyitdsok Schrijver [17]
munkéjabol valék, némi egyszertisitéssel.

4.1 Maximadlis elemszdmii parositdsok

A maximélis elemszdmi pdrositds meghatsrozdsdnak kérdésére Tutte tétele
illetve a Berge-Tutte formula adja meg az elvi vdlaszt. A héromszog példdja
mutatja, hogy a pdros gréfra vonatkozé esettel szemben, itt mér a parositdsok
maximalis v elemszdma lehet szigortian kisebb, mint a lefogé pontok mini-
madlis 7 szdma.
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4.1 Tétel (W. T. Tutte). Egy G = (V, E) grdfban akkor és csak akkor létezik
teljes pdrositds, ha a csicsok barmely X részhalmazdt kihagyva a keletkezd
pdratlan pontszdmii komponensek q(X) szdma legfeljebb | X]|.

Ezt 4ltaldnositja (bérha konnyen levezethetd belSle) a parositasok maxi-
mélis széméara vonatkozé Berge-Tutte formula.

4.2 Tétel (Berge-Tutte formula).
V(G) = min(|V| — ¢(X) +|X]: X CV)/2. (14)

Vagy ekvivalens alakban, egy pdrositds dltal fedetleniil hagyott pontok mini-
mdlis szdma egyenld ¢(X) —|X|/2 érték minimumdval.

Bizonyitds. Egy osszefiiged grafot (faktor-)kritikusnak neveznek, ha barmely
pontjét kihagyva a maximalis parositas elemszédma nem csokken, més széval
minden csticsot elkeriil maximélis parositds. A bizonyitds egyszerii indukcié-
val fog kovetkezni az aldbbi lemmébdl.

4.3 Lemma (Gallai). Ha H = (U, F) grdf kritikus, akkor |U| pdratlan és
v(H) = (|U| —1)/2, azaz H-nak van olyan pdrositdsa, amely egyetlen pontot
hagy fedetlenil.

Bizonyitds. Kritikus grafnak természetesen nem lehet teljes parositdsa. Te-
gyiik fel indirekt, hogy H egy maximélis parositdsa legalabb két pontot fedet-
leniil hagy, és valasszuk meg ezt az M parositdst és a fedetlen s és t pontokat
tigy, hogy a H-beli tévolsdguk minimélis legyen. Ez a tavolsdg persze nem
lehet egy, azaz s és ¢ nem lehet szomszédos, mert akkor az st élt M-hez véve
nagyobb pédrositdst kapnink. Az s-t és -t Osszekotd P legrovidebb ttnak
legyen  egy belsé pontja. Mivel H kritikus, létezik z-t elkeriilé maximalis M’
pérositds. M és M’ két maximdlis elemszami pérosités, ezért szimmetrikus
differencijuk diszjunkt alternalé korokbél és paros élszdmi utakbdl all. Ezek
koziil jeldlje R az a-t tartalmazd utat. Ekkor M és R szimmetrikus differen-
cidja egy olyan M" maximélis parositds, amely szabadon hagyja a-t, és lega-
l4bb az s és t pontok egyikét, és ez ellentmond az s,¢ és M valasztdsanak, O

Rétérve a Berge-Tutte formula bizonyitdséra, lathaté, hogy tetszOleges M
parositds és X C V halmaz esetén legaldbb ¢(X) — |X | pont marad fedetlen,
azaz M legfeljebb |[V|—(g(X)—|X[) pontot fed, igy az M elemszéma legfeljebb
(IV| - g(X) + | X|)/2. Igy (14)-ben ¥(G) < min kovetkezik.

A forditott irdny bizonyitdséhoz V elemszédma szerinti indukeiét alkalma-
zunk. Ha |V| = 0, akkor (14) mindkét oldala 0. Tegyiik fel tehdt, hogy
V| > 1 és azt, hogy a (14) formula érvényes minden kisebb grafra. Nyilvan
feltehetd, hogy G Osszefiiggs. Azt kell kimutatnunk, hogy létezik egy olyan
Xy C V halmaz, amelyre

V(@) > (V] - ¢(Xo) + | Xo])/2. (15)

1. eset G nem kritikus, azaz van olyan v pontja, amelyet elhagyva a ke-
letkez G grafra v(G') < v(G)—1. Legyen V' := V —v. Indukciét haszndlva
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kapjuk, hogy létezik olyan X C V — v, amelyre v(G') = (|V'| — ¢/(X}) +
|X0])/2, ahol ¢'(X3) a G’ — X}-ben jeldli a pératlan komponensek szamat.
Legyen Xo := Xg + v. Nyilvdn q(Xo) = ¢'(X{). Ezeket Ssszevetve kapjuk:

Y(G) =12 &) = (V' - ¢'(Xp) + 1 Xal)/2 = (IV] — ¢(Xo) + | X0 — 2)/2,

ami éppen (15).
2. eset G kritikus. A Gallai lemma alapjdn v(G) = ([V| —1)/2. Tehdt
Xo := () vélasztdssal

V(@) = (IVI-1)/2 = (V] - a(Xo) + | X0])/2,

azaz (15) fenn4ll. O

4.2 A silyozott parositiasok problémija

Hogyan lehet nempéros gréfban egy maximalis silyt (teljes) parositast meg-
taldlni, és egyaltalin mi mondhaté a maximalis silyd parositds silydrél vagy
a minimélis koltségii teljes pdrositds koltségérél? Magyardn, mi Egerviry
tételének nempdros grafos megfeleldje? A megolddshoz J. Edmonds zsenidlis
otlete adja a kulcsot. Ennek lényege a kévetkez8. Tekintsiik a teljes parosita-
sok (incidencia vektorainak) konvex burkét. Irjuk ezt le egyenlStlenségekkel,
majd alkalmazzuk a linedris programozds dualitds tételét. A terv nehézsé-
ge persze az egyenlStlenségek megtaldldsiban van, de az adott probléméra
Edmondsnak ez fényesen sikertilt.

Feltessziik, hogy a szereplé grafok hurok-mentesek. Célunk tehdt egyen-
16tlenségekkel (azaz félterek metszeteként) megadni egy G = (V, E) graf
pérositdsai illetve teljes pdrositdsai incidencia vektorainak konvex burkat,
melyeket rendre Bp illetve Byrp-vel fogunk jeldlni. Tovébbiakban rovidség
kedvéért egyszeriien csak pdrositdsok konvex burkdrél beszélimk. Miutdn
tetszleges politop felirhaté véges sok féltér metszeteként, tudjuk, hogy létezik
ilyen lefrds. Ennek explicit megaddsa azzal az elénnyel jar, hogy a linedris
programozés dualitds tételét alkalmazva egy min-max tételt nyerhetiink a
maximalis silyd pérositds illetve a minimélis silyt teljes parositds siilysra.

Péros gréfok esetén a pdros graf incidencia métrixdnak teljes unimodu-
laritdsa miatt az {z : ¢ € RE, d,(v) < 1 minden v € V csticsra ) poliéder
csicsai egészek, és fgy 0 — 1 vektorok, vagyis pdrositdsok incidencia vek-
torai, tehdt ez a poliéder éppen a pérositas poliéder. Hasonléképp, ha a
dz(v) < 1 egyenlStlenségeket egyenlségekre cseréljiik, gy megkapjuk a
pdros graf teljes parositds poliéderét. Nem péros graf esetén azonban az
igy kapott poliéderek mér nem frjsk le Bp-t illetve Byp-t. Példdul egy hé-
romszog esetén a mindeniitt 1/2 vektorra d,(v) = 1 teljesiil, de ez nem lehet
Br-ben, mert abban birmely vektorban a komponensek osszege legfeljebb 1
lehet.,

Jelolje O a V' legaldbb hdromelemfi paratlan elemszami részhalmazainak
rendszerét. Ennek barmely Z tagja olyan, hogy tetszéleges pdrositds legfel-
jebb (|Z| —1)/2 darab Z 4ltal feszitett élt tartalmaz és tetszéleges teljes
parositds paratlan sok, igy legaldbb egy élt tartalmaz a [Z,V — Z] vigasbél.
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4.3 A teljes pdrositas poliéder

Legyen G = (V, E) teljes parositdssal rendelkezd irdnyitatlan graf. Jelolje a
teljes parositdsok (incidencia vektorainak) konvex burkdt Fg. Tekintsik a
kovetkezd poliédert

P .= (16)
{z e R®, >0, de(v) =1 minden v € V csticsra, (17
dz(Z) > 1 minden Z € O-ra. } (18)

4.4 Tétel (Edmonds). Brp=F

Bizonyitds. Paritdsi megfontoldsb6l adédik, hogy egy M teljes parositds és
egy paratlan elemszamu Z halmaz esetén dp(Z) paratlan és {gy legaldbb 1.
Emiatt Brp C P'. A forditott irdnyu tartalmazas igazolasdhoz tekintsiink
P'-nek egy = elemét. Errél fogjuk kimutatni, hogy el6all teljes parositdsok
konvex kombindciéjaként.

Feltehetjiik, hogy = minden élen pozitiv, mert azon éleket, ahol 0, kihagy-
hatjuk a grafbél. Nevezziink egy Z C V halmazt pontosnak (z-re nézve), ha
|Z| paratlan és d;(Z) = 1. Egy pontos halmaz komplementere is pontos. Z
pontos halmaz valddi, ha |Z] > 3,|V — Z| > 3. Jellje d(Z,2') a Z — Z' és
7' — 7 kozdtt vezetd élek szamat.

4.5 Lemma. Ha Z és Z' olyan pontos halmazok, melyek metszete pdratlan
elemszémi, akkor metszetiik és unidjuk is pontos. Tovdbbd ilyenkor d(Z,Z') =

0.

Bizonyitds. Ha a metszet paratlan, akkor az unié is, ezért 1 +1 = d(Z) +
de(Z") =d(ZNZ")+de(ZUVZ") +2d(Z,Z') > 1 +1+0, amibdl a lemma
kévetkezik. O

Nevezziink egy M pérositast (az z-re nézve) feszesnek, ha M teljes parosi-
tés és dpr(Z) = 1 fennall minden Z pontos halmazra. A tétel bizonyitdséhoz
arra lesz csak szitkségiink, hogy létezik feszes pdrositds, de kényelmesebb
kicsit t&bbet igazolni:

4.6 Lemma. Mindene = uv € E élhez létezik e-t tartalmazo feszes pdrositds.

Bizonyitds. Elészor nézziikk meg azt az esetet, amikor nem létezik valodi
pontos halmaz. Ekkor azt kell igazolnunk, hogy létezik e-t tartalmazé teljes
pérositds, hiszen ez automatikusan feszes. Ha indirekt nem létezne ilyen,
akkor Tutte tétele nyomadn létezik egy olyan A C V — {u, v} halmaz, amelyre
a G — {u,v} — A grifban a pératlan komponensek ¢ szima nagyobb, mint A
elemszdma. Legyen A’ := AU {u,v}, jelolje a széban forgd paratlan kom-
ponenseket Z1,Zy,...,Z:, és legyen E' az A’ és a pératlan komponensek
kozott vezetd élek halmaza. Mivel |V| péros, t és |A| ugyanolyan paritdsi,
fgy t > |A| +2 = |4/|. Ekkor egyrészt z(E') = 3 (do(Zi) 11 =1,...,t) > 1,
mésrészt 2(E') < S(dz(w) : w € A') — z(uv) < |A'| — z(uv) < |A'], amibdl
|A’| > t adédik, és ez az ellentmondas bizonyitja a lemmét abban az esetben,
ha nincs valédi pontos halmaz.
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Tegytik most fel, hogy Z; valédi pontos halmaz. Legyen Zs := V — Z;
és jelolje rendre G1 = (Z1 + 22, E1) és G2 = (Z + z1, Eo) a Zs illetve a Z;
halmazok Osszehtizdsdval keletkezd grafokat, ahol z; a Z; halmaz 6sszehtizé-
séval keletkez8 csicsot jeloli. Jeldlje z; illetve zo az z vektor megszoritasit
az Fy illetve az Fy éleire. Miutdn dz(Z;) = 1, a G; minden csticsdra teljestil
dz,(v) = 1. Tovébb4 G; minden piratlan elemszémi Z halmazira dy,(Z) >
1.

Tegylik el6szor fel, hogy az e = uv él mindkét vége ugyanabban a Z;-ben
van, mondjuk Z;-ben. Indukeiéval létezik Gy-nek egy M, feszes péarositésa,
amely tartalmazza e-t. Legyen f’ az Mj-nek a zp-t feds éle. Jeldlie f a
G-nek azt az élét, amelybdl a Z; dsszehiizdsakor f keletkezett és jeldlje f” a
Go-nek azt az élét, amely f-bdl keletkezett a Z; dsszehtizasakor. (Vagyis f”
szomszédos a 2 csicesal.) Indukeiéval 1étezik Ga-ben egy f”-t tartalmazé
My feszes parositésa. Ekkor M := (M1 — f')U(My— ")+ f teljes parositdsa
G-nek, amely tartalmazza e-t.

Abban az esetben, ha e végpontjai kiilénb6z8 Z;-khez tartoznak, akkor
Gi-ben létezik e-t tartalmazd M, feszes pérositis és Go-ben létezik e’/-t
tartalmazd My feszes pérositds és ilyenkor M := (M; — &) U (Mz — ") + ¢
teljes parositdsa G-nek, amely tartalmazza e-t.

Allitjuk, hogy mindkét esetben M feszes. Valéban, tetszéleges Z C V
paratlan elemszdmi halmazra |Z N Z,| és |Z N Z»| egyike paratlan, mondjuk
|ZN Zy. A 4.5 lemma alapjén |ZU Z;| és igy |Z2 — Z| is paratlan és pontos,
tovdbba |Z N Z,| pontos és d,.(Z, Z;) = 0. Emiatt dpy(Z N Zy) =dp (2N
Z) =1, dm(Z2 — Z) = duy,(Zo — Z) = 1 és dpi(2,2,) = 0. EbbSl 1 +
dy(Z) = dap(Zy) + dy(Z2) = dye(Zy N Z) +dpy(Z) U Z) + QdM(ZhZ) =
1+ 140, amibél dps(Z) = 1 kovetkezik, vagyis M valéban feszes. O

A tétel bizonyitdsdhoz visszatérve, azt feltettiik, hogy = mindentitt pozitiv.
Azt is feltehetjiik, hogy G Gsszefiiggs. A tétel nyilvanvaléan igaz, ha G-nek
egyetlen éle van. Tegyiik fel tehdt, hogy nem ez a helyzet. Ekkor (x) z-nek
van olyan komponense, amely kisebb, mint 1.

A 4.6 lemma szerint létezik egy M feszes pdrositds. Tekintsiik az =
(x — axm)/(1 — &) vektort. Mivel M teljes pérositds minden v cstcsra
dgo(v) = 1 teljesiil barmely o értékre. Mivel M feszes, kicsiny pozitiv o-
ra dg,(Z) > 1 fenndll minden paratlan Z-re. Mivel 2 mindeniitt pozitiv,
kicsiny pozitiv a-ra x4 > 0. Valasszuk a-t maximélisra gy, hogy zq € P,
vagyis a a legnagyobb olyan szém, amelyre @ < z(e) minden e € E élre
és (dz(2) — admy(2))/(1 — @) > 1 (Konkrétan o := min{e, &g}, ahol
oy = min(z(e) : e € E), és ay := min{(dx(Z) — 1))/(dp(Z) — 1) : Z nem-
pontos paratlan halmaz.}) Ekkor (¥) miatt 0 < a < 1, 2, € P’ és az
maximalis vilasztdsa miatt vagy zo-nak van 0 komponense vagy z,-ra nézve
szigoriian t6bb pontos halmaz létezik. Igy indukciéval feltehetjiik, hogy z,
benne van Bpp-ben, azaz el6dll teljes parositdsok konvex kombindaciéjaként.
De akkor 2 = axar + (1 — )z, miatt @ is el6dll teljes parositasok konvex
kombindcidjaként. a

Tegyiik fel, hogy ¢ : E — Ry egy adott sily- (vagy koltség) fiiggvény.
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A teljes parositds poliéder leirdsit és a dualitds tételt felhaszndlva kapjuk az
aldbbi formuldt a teljes parositdsok minimélis stlydra.

4.7 Tétel (Edmonds). A teljes pdrositdsok minimdlis silya egyenld az aldbbi
mazimummal:

maxZ(y(Z) : Z C'V, |2 pdratlan) , (19)

akol y(Z) >0, ha |Z| > 1 és minden e = wv € E élre

Z(y(Z) Zn{u,v} =1) <cle) .

4.4 A péarositas poliéder

A teljes parositésok poliéderének lefrasét felhaszndlva egyszerii elemi konst-
rukei6 segitségével megadhatjuk a parositdsok poliéderét. Jelolje iz(Z)a Z
altal feszitett éleken az & komponenseinek Gsszegét.

4.8 Tétel. Tetszbleges G = (V, E) grdf pdrositdsai incidencia vektora altal
feszitett politop pontosan a kivetkezd poliéder:

Py:={zcR¥:2>0, (20)

d(v) <1 minden v € V-re, (21)
i(Z) < (12| — 1)/2 minden pdratlan elemszémi Z C 'V halmazra} . (22)

Bizonyitds. Egy M pérositds « := xu incidencia vektordra nyilvan mindkét
egyenlétlenség fennall, {gy a pérositdsok konvex burkénak elemeire is.
Megforditva, legyen most x egy olyan vektor, amely az egyenl6tlenségeket
kielégiti. Készitsitk el a G grafot két példanyban, melyeket jeldlje G' =
(V!,E"), G" = (V",E"). Kossiik ossze a megfeleld v’ és v” pontokat egy-
egy éllel és az fgy kapott grafot (a V' UV” ponthalmazon) jeldljitk H-val.
Készitsiink el egy y vektort a H graf élein. G minden e élére legyen y(e) =
y(e") := w(e), ezenkiviil minden v € V csticsra legyen y(v'v") i= 1 — dg(v).
Allitjuk, hogy i benne van a H teljes parositds poliéderében. A definiciébél
nyilvénvalé, hogy dy () = 1 fenndll H minden csiicsira. Legyen most Z =
A' U B" egy pératlan elemszémi halmaz. Ekkor A — B és B — A egyike
pératlan elemszémt, mondjuk A — B, és igy, iz(A— B) < (|A- B|-1)/2
miatt, dy(Z) > Y[d,(v') : v’ € (A’ = B')] — 2iy(A' - B') - dy(A'— B, A'N
B')+dy (A" =B",A'NB") = |A-B|—-2i,(A-B) 2 1. A44 tétel miatt y a
H teljes parositdsainak konvex kombindcidja, ami miatt ezen pérositdsokat a
G-re megszoritva az z a G parositdsainak konvex kombindciéjaként all elé. O

Figyeljitk meg, hogy a tétel azzal ekvivalens, hogy a Py poliéder egész. Ez
ugyanis azzal egyenértékil, 1évén Py korldtos, hogy Fy csticsal egészek, ami a
(21) miatt azt jelenti, hogy Py csticsai 0 — 1-vektorok. Miutan a Pp-ban 1évé
(igy (21)-et) kielégité 0 — 1-vektorok pont a pdrositdsok incidencia vektorai,
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a tétel valdban azzal ekvivalens, hogy P egész poliéder. A 4.8 tételben
megadott lefrdst és a dualitds tételt Osszetéve, a kovetkezd eredmény adddik.

4.9 Tétel (Edmonds). Legyen G = (V,E) grdf élein adott a c: E — R
sulyfiggvény. A grdf mazimdlis sulyd pdrositdsdnak silya egyenld a

min ) w(v) + Y y(Z)(1Z] - 1)/2) (23)

veV ZeO

értékével, ahol m: V — Ry, y: O —» Ry nemnegativ és minden uv € E élre

m(u) + m(v) + Z(y(Z) tu,v € Z) > cuv) .

O

Az Edmonds-féle program a pdrositdsok esetére tehdt sikerrel jart: egyen-
16tlenségekkel leirtuk mind a pérositdsok, mind a teljes parositdsok konvex
burkdnak poliéderét, és a linedris programozds dualitds tétele segitségével
karakterizalni lehetett az optimum értékeket.

Ha mindezt algoritmikus szemponthdl is szeretnénk hasznositani, rogtdn
nagy problémaba iitkoziink. A széban forgd linedris programokban expo-
nencidlisan sok egyenlétlenség szerepel (minden pdratlan elemszdmi halmaz
definidl egyet). Tehdt példdul egy szdz ponti grafnil egyszertien le sem tudjuk
explicit irni (elfogadhaté id6ben és helyen) ezen egyenlétlenségeket, nem-
hogy mondjuk a szimplex médszer alkalmazdsirdl egysltaldn beszélhetnénk.
J. Edmonds mésik nagyszabdst felismerése az volt, hogy az egyenlétlenségek
explicit felsoroldséra valéjdban nincs szikség. Megadott egy olyan direkt,
konstruktiv bizonyitdst a 4.9 dualitds tételre, amely egyittal polinomidlis
futdsidejii algoritmust is eredményez. Eljardsa az eredeti Magyar Médszer
nagymérvii dltaldnositdsdnak tekinthetd.

Megjegyzendd, hogy amiképp a Magyar Mddszer alapgondolata kiter-
jeszthetd a széllitasi feladatra, ugyanigy Edmonds eljirésa, is altaldnosithaté
minimdlis koltségli fokszam-korldtozott részgraf keresésére tetszSleges graf
esetén.

4.5 Dudlis egészértékiiség

Péros grafok esetén a parositds poliédert egy teljesen unimoduléris métrix {rta
le, és emiatt egész célfiiggvény esetén a duélis linedris problémanak is mindig
létezett egészértékl optimuma. A 4.4 tételben megadott primél poliéderrél,
bar a megadott leird rendszere nem teljesen unimoduldris, mégis kimutattuk,
hogy egész (merthogy a csiicsai a teljes pdrositdsok). Ennek nyomdn felveté-
dik a kérdés, vajon egész c esetén a dudlis feladatnak is mindig létezik-e egész
optimuma. A vilasz sajnélatos médon nemleges, amint azt a teljes négypontii
graf mutatja a ¢ = 1 siilyozés esetén. Ekkor a primal optimum értéke 2 (bér-
mely teljes parosités silya 2), a dudl optimum egyetlen megolddsa (amint az
konnyen ellenérizhetd) az, amikor az y mind a négy egyelemil halmazon 1/2,
masutt 0. Az egészértékil dudlis optimum értéke 1 vagyis kisebb, mint 2.
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Ennek fényében meglepd, hogy egészértékii c esetén a 4.9 tételben szerepld
duslis optimum mindig eléretik egész vektoron is.

4.10 Tétel (Cunningham és Marsh). Legyen G = (V, E) grdf élein adott a
c: E — 7 sulyfigguény. A grif mazimdlis silyd pdrositdsdnak silya egyenld

a
rin 3 w(v) + 32 4(2)(121 - 1)/2) (29
veV zZecO
értékével, aholm:V — Zy, y: O — Z nemnegativ, egészértékd, és minden
uv € E élre
v} + Z(y(Z) cu,v € Z) > c(uv) . (26)

Létezik olyan dudlis optimum, amelyre az Oy = {Z € O,y(Z) > 0} halmaz-
rendszer lamindris (vagyis bdrmely két tagja vagy diszjunkt, vagy az egyik
tartalmazza a mdsikat).

Bizonyitds. Jelolje a maximalis stilyd parositas silyat v.. Adott (y, ) dudlis
megolddsra legyen

by, m) =y m()+ Y w(Z)Z]-1)/2. (27)

veEV ZecO

A dualitds tétel trivislis max < min irdnya miatt v, < b(y, ).

A tétel elsd részének igazoldsdhoz tegyik fel indirekt, hogy a min-max
sszefliggés nem érvényes és vdlasszunk egy olyan (G, c) ellenpéldat, amelyre
a |V] +|E| + Yok |c(e)| dsszeg minimélis. Ekkor minden e élre cle) > 1
(kiilénben a nempozitiv élek kitorélhetdk.) A most kovetkezd allitasok mind
erre a legkisebb ellenpélddra vonatkoznak.

4.11 Allitas. Minden v csicsot elkeriil mazimdlis silyd pdrositds.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy a v csticsot minden maximalis silyd
pérositds fedi. Ekkor a c-értékeket a v végl éleken eggyel csokkentve a
maximalis silyil pérositds silya is csOkken, éspedig eggyel azaz a keletkezo
¢ sdlyfiiggvényre nézve vy = v, — 1. Mivel (G, ¢/) mir nem ellenpélda, igy
letez1k egy egeszerteku (v/,7') dudlis optimélis megoldds, amelyre b(y’,7') =

. Ha most 7’ értékét a v cstcson eggyel megndveljiik, akkor olyan (y/,7")
duahs megolddst kapunk c-re nézve, amelyre v, = vy +1 = by, ') +1 =
by, ") > ve, amibél v, = b(y', ") adédik, ellentmondasban (G, c) ellen-
példa voltdval. o

4.12 Allitas. Legyen (y, ™) egy optimdlis dudlis megoldds és M egy mazimdlis
stilyt pérositds. Ekkor M fed minden olyan v csicsot, amelyre m(v) > 0.
Tovdbbd y(Z) > 0 esetén az M-nek azon élei, melyek Z-be esnek a Z-nek
eqy majdnem teljes (azaz (|Z] —1)/2 elemi) pdrositdsdt adjdk.

Bizonyitds. A 4.8 tétel szerint a primél optimum pérositdson felvétetik.
Az allités nem mds, mint a dudl egyenl6tlenségeknek megfelelé optimalitdsi
kritérium. ]

A fenti két allitdst dsszevetve kapjuk, hogy
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4.13 Allitas. Tetszbleges (y,m) optimdlis dudlis megoldds esetén m=0. O

4.14 Allitas. Létezik olyan (y, ) optimdlis dudlis megoldds, amelyre az
O, ={Zec0, y(Z)>0}

halmaz-rendszer lamindris.

Bizonyitds. Induljunk ki egy (y,n) dudlis optimumbél. Az y mindeneset-
re vélaszthaté raciondlisnak, hiszen egy bézis-megoldés racionslis és mindig
létezik optimélis bazis-megoldds. (A 4.13 4llit4s szerint 7 = 0.)

Tegytik fel, hogy O, nem lamindris, azaz tartalmaz két halmazt, A-t és
B-t, melyekre AN B, A — B, B — A egyike sem iires. Allitjuk, hogy |AN B|
para,tlan Ha ugyanis péros lenne akkor egy v € AN B csticsra a 4.12 4ll{tds
elsd része miatt 1étezik maximélis silyd v-t elkeriil§ M parositds. Mdsrészt,
a 4.12 allitds mésodik része miatt M-nek A-ba illetve B-be esd élei teljes
parositésdt adjék A — v-nek illetve B — v-nek, de akkor |[AN B — v| péros.

Jeldlje az y(A) és y(B) értékek minimumét «, és csdkkentsiik mind y(A)-t,
mind y(B)-t a-val. Most |A N B| paratlan, igy persze |AU B is az. Noveljiik
Y(AU B)-t a-val, és amennyiben |A N B| > 3, gy y(A N B)-t is ndveljiik
o-val. Ezt az 4talakitdst egy kikeresztezési lépésnek nevezzitk. Konnyen
ellendrizhetd, hogy a 1étrejovs (y', n’) teljesiti (26)-ot. Azt sem nehéz belstni,
hogy b(y, ) = b(y’,7’), azaz (y', ') is optimalis duglis megolds.

Ismételjik ezt az eljarast egészen addig, amig a széban forgé Z, halmaz-
rendszer nem lamindris. Athuk hogy a kikeresztezési eljards véges sok 1épés
utdn véget ér. Ezt elég csak arra az esetre igazolni, amikor y egészértékd,
mert ha nem az, akkor komponenseinek kozd$ nevezdjével felszorozhatjuk.
Egy kikeresztezési 1épésnél a Y (y(Z)|Z| : Z € O) &sszeg vagy véltozatlanul
marad (amikor |A N B| > 1) vagy csékken (ha |AN B| = 1). Vilégos, hogy
ezen utébbi eset csak véges sokszor fordulhat elé. Az els esetben viszont a
> ((2)|Z)? : Z € O) kisérd Ssszeg szigordan né, igy véges sok ilyen 1épés
utdn a » (y(Z)|Z| : Z € O) Ssszegnek kell valtoznia, tehst kikeresztezési
1épésbdl valéban csak véges sok lehet. a

Rendelkezésiinkre 4ll tehdt egy (y, m = 0) dudlis optimélis megold4s,
amelyre O, lamindris. Mivel (G, c) ellenpélda, y nem egészértékii, azaz van
olyan A € Oy halmaz, amelyre y(A) nem egész, azaz 3 = y(A) — |y (A)J
pozitiv. Tegyiik fel, hogy A maximélis ilyen. Médositsuk most y-t tgy,
hogy y(A)-t csokkent_]uk f-val, mig O, azon tagjain (ha vannak egyilta-
l4n), melyek részhalmazai A—nak és mmmalls ilyenek (és melyek a lami-
naritds miatt diszjunktak) az y értéket noveljitk B-val. Az A maximalis
vélasztdsa és ¢ egészértékiisége miatt gy egy mésik dudlis megolddst ka-
punk, de ez ellentmond y optima&lis voltdnak, hiszen ezen viltoztatds soran a
> xeo, Y(X)(|X|—1)/2 6sszeg szigortan csdkken. Az ellentmondés mutatja,
hogy nem létezhet ellenpélda.

A mésodik részhez csak azt kell észrevenniink, hogy a fent lefrt kikeresz-
tezési eljdrds az egészértékiiséget nem rontja el, igy egy tetszbleges egész-
értékl dudlis optimumbdl kiindulva végiil kapott ,lamindris” optimum is
egészértékil. oo
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5 Matroidok

5.1 A mohd algoritmus

A Magyar Médszer egy mdsik irdny1 altaldnositdsdnak ismertetése elGtt ér-
demes felidézni, hogy a kombinatorikus optimalizilasnak van egy maésik kiin-
dulé pontja is, éspedig Kruskal kézismert algoritmusa Gsszefiiggd élsilyozott
graf maximélis vagy minimalis sdlyd fesz{té fajanak meghatarozasara. Ez
az eljérds az tigynevezett mohé algoritmus, és szintén alapvetd eredménynek
szémit, mégha jéval egyszeriibb is, mint a Magyar Médszer.

Nem meglepd, hogy nemcsak a Magyar Médszernek taldltak kiterjesztéseit,
hanem a mohé algoritmusnak is. Kideriilt példdul, hogy a moh¢ algoritmus
valéjdban minden matroidon helyes eredményt ad. A matroid egy olyan
absztrakt struktiira, amely egy (S, F) péarral adhaté meg, ahol F az S alap-
halmaz bizonyos, fiiggetlennek hivott, részhalmazainak olyan rendszere, a-
melyre érvényesek az tigynevezett fiiggetlenségi axiémak:

(I1) az iires halmaz fiiggetlen,
(I2) egy fiiggetlen halmaz barmely részhalmaza fliggetlen,

(I3) az S valamennyi Z részhalmazdra, a Z-be es6, Z-ben mér nem bdvithetd
fiiggetlen halmazok elemszéma ugyanaz a csupdn Z-t8l fiiggd r(Z)
szém, (amit a Z halmaz rangjénak neveznek, mig egy Z-ben maximélis
fiiggetlen halmazt Z egy bdzisénak).

Péld4ul egy graf élhalmazén az erdék, mint fliiggetlen halmazok matroidot
alkotnak, vagy egy métrix oszlopainak halmazén a linedrisan fiiggetlen rész-
halmazok szintén. A matroidok érdekességét egyrészt az adja, hogy szdmos
helyen felbukkannak (néha ugyancsak rangrejtve), masrészt matroidokra igen
elegéns, jol haszndlhaté elméletet dolgoztak ki.

A mohé algoritmus segitségével tetszOleges c siilyfiiggvényre egy matroid
maximélis sty bézisa kiszdmithaté. Ehhez tegyiik fel, hogy az S elemel
siily szerint csdkkend sorrendben vannak, azaz c(s1) > c(s2) > ... > c(sn).
Ebben a sorrendben tekintsiik az elemeket, és az aktudlisan vizsgélt elemet
akkor vélasszuk ki, ha a mér eddig kivalasztottakkal egyiitt fiiggetlen halmazt
alkot. Igazolni lehet, hogy igy bizonyosan maximélis silyd fliggetlen halmazt
kapunk. Jeldlje r(c) a maximalis silyti bdzis silyat a c silyfiiggvényre nézve.
Az 7(c) tehdt a mohé algoritmus révén kénnyen szdmolhato, st valojaban
egy egyszerti explicit formaban is felirhat6. Ehhez legyen S; := {s1,..., 8}

5.1 Tétel. Tetszéleges c esetén a mazimdlis silyi bdzis r(c) silydra

n—1
r(c) = r(S)e(sn) + D r(8i)le(s:) — elsia)] - (28)

i=1

A matroidok hasznilhatdsaga tobbek kozott azon mulik, hogy a mat-
roidok osztélya szémos mitveletre nézve zért. Példaul a grafokndl alkalma-
zott élelhagyds vagy élosszehtizds fogalma Atviheté matroidokra, vagy egy
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graf sik-dualizaldsa elvezet a dudlis matroid fogalmshoz. Szintén érdekes
tény, hogy a maximaélis c-siilyd bdzisok egy M, matroid bézisait alkotjik.
Ennek rangfiiggvényét az aldbbiakban r.-vel fogjuk jelolni. (Egy adott Z
részhalmazra r.(Z) tehdt azt a maximélis szdmot jelenti, ahdny elemmel egy
maximélis stlyd bézis bele tud metszeni Z-be.)

5.2 Maximalis elemszédmu kozos fliggetlenek

A mohé algoritmus matroidokon valé helytallésdga persze éromteli jelenség,
az algoritmus hatdsugara azonban tilsdgosan sziik. Példdul paros graf maxi-
mélis silyud pdrositdsdnak kiszdmitdsdra nem alkalmas. M4sik baj, hogy mér
a feladat kis véltoztatdsdndl is hatdstalannd vélik. Féakkal kapcsolatosan
példdul meglehetds természetességgel vetSdik fel az a kérdés, hogy miként
lehet egy minimdlis silyd feszi{té fit meghatdrozni, ha eléirjuk, hogy egy
rogzitett s pontban a finak a fokszdma elére megadott szdm legyen, vagy
altalanosabban, megadott korldtok kozé essék. A kovetkezd példa mutatja,
hogy ilyenkor a mohé algoritmus mar nem feltétleniil ad jé eredményt. [A
graf legyen a teljes négyes az s, a, b, ¢ pontokon, az élsilyok legyenek w(sa) =
1, w(sb) = 1,w(sc) = 2,w(ab) = 3, w(bc) = 10,w(ac) = 11. A keresett fa
foka az s pontndl 2 legyen. Ekkor a mohé algoritmus el8szér kivélasztia a
két 1 silyd élt sa-t és sb-t, majd mds lehetbsége nem lévén vilasztja a 10
stlyd be élt. Az igy kapott fa dssz-siily 12. Ugyanakkor az se, sa, ab élekbél
all6 fa Gssz-siilya csak 5.]

Még nehezebb a kdvetkezé kérdés: mikor létezik egy grafban két disz-
junkt feszit6 fa, és ha létezik hogyan lehet megtaldlni azt a két élidegen fat,
melyek Osszkoltsége minimélis. Persze ugyanezt a kérdést ketté helyett bar-
mely k pozitiv egészre megfogalmazhatjuk. S6t még azt az dltaldnositést is
tekinthetjiik, ahol az élhalmazon nem egy, hanem k koltség-fiiggvény adott
és gy kell kivalasztanunk k élidegen feszit6 fat, hogy az i-ediknek az i-dik
koltség-fliggvényre vonatkozé koltségét tekintjilk, és ezek Osszegét akarjuk
minimalizdlni.

Irdnyitott grafokban tizhetS ki az aldbbi feladat: Hatdrozzunk meg egy
minimadlis k6ltségll részgrafot, amelyben minden pont elérhetd egy elére adott
gyokérpontbdl. Altalénosabban olyan minimadlis koltség(i részgrifot keresiink,
amelyben minden pont & élidegen 1iton elérhetd egy elére adott gydkérpontbdl.

Ezek mind olyan kérdések, melyek kiviil esnck a Magyar Médszer (vagy
mds hélézati folyamos modell) hatSkorén és megolddsukhoz egy 1j elméletre
volt sziikség. A kiindulépont J. Edmonds matroid-metszet tétele, amely a
Konig tétel nagymérvi dltaldnositdsa matroidokra.

5.2 Tétel (Edmonds metszettétele). Az S alaphalmazon adott két matroid.
A kozds fiiggetlen halmazok mazimdlis elemszdma egyenld a

}r}'lgiré('rl (X)+re(S - X)) (29)

értékkel.

Edmonds tételét néha az aldbbi ekvivalens alakban fogalmazzdk meg.
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5.3 Tétel (Edmonds). Az S alaphalmazon adott két matroid, melyek rang-
figguénye r1 és ro. Akkor és csak akkor létezik legaldbb k elemi kozos
fiiggetlen halmaz, ha a

r(X)+r(S-X)>k (30)

fenndll minden X C S halmazra.

Bizonyitds (Woodall). A (30) feltétel sziikségessége kézenfekv®, hiszen tet-
szbleges F kozos fiiggetlen halmazra és az alaphalmaz {X1, X2} particiéjara
ferméll, hogy m1(X1) < | X1 N F| és rp(X2) < [X2 N F|, amiket Gsszeadva
kapjuk, hogy r1(X1) +72(X2) < [Xa NF|+|X2NF| = |F|.

Az elegendSséghez | S| szerinti indukciét haszndlunk. |S | = O-ra a tétel
nyilvan igaz, gy tegyik fel, hogy S nemiires és hogy a tétel érvényes min-
den olyan esetben, amikor az alaphalmaz |S|-nél kevesebb elemet tartalmaz.
Vilasszunk ki egy tetszOleges s € S elemet és legyen S'=5-s.

Amennyiben r1(X’) + r2(S' — X') > k fenndll minden X' C S’ részhal-
mazra, indukcié alapjan az Mi|S' és M,|S’ matroidoknak létezik k elemil
kozos fuggetlenje, amely természetesen My és My-nek is kozos fiiggetlenje.
Igy feltehetjiik, hogy 1étezik egy X' C S’ halmaz, amelyre

r(X) 48— X)<k—1. (31)

Ebbél kévetkezik, hogy s nem hurok egyik matroidban sem, mert ha mondjuk
M;-ben hurok volna, akkor X := X' + s-te r1(X) +72(S — X) =71 (X" +
(8" — X') < k — 1, ellentétben (30)-cal.

Hizzuk most ossze mindkét matroidban az s elemet. Allitjuk, hogy a
keletkez8 M; - ' matroidok r} rangfiiggvényére ri(Y') +-r5(8" = Y') = k —
1 teljesiil minden Y’ C S’ részhalmazra. Alljon ugyanis valamelyik Y'-re
r(Y') 4-7h(S' — Y') < k — 2. Ez azzal ekvivalens, hogy r(Y' +s) -1+
ro(8'—=Y'+5)—1<k—2, azaz

r(Y ) +ra(S—Y') <k (32)

Figyeljitk meg, hogy X' NY’ és X' U (Y’ + s) egymds komplementerei (S-re
nézve), igy (30) alapjan [ry (X' NY’) +72((S" — X") U (S — Y)] 2 k, és
hasonléképp X/ U (Y + ) és (S'— X') N (S —Y”) egymds komplementerei és
ezért 1 (X'U(Y"+5))+r2((S'—X")N(S—Y"))] > k. Ezt és a spubmodularitast
felhasznalva (31) és (32) dsszeaddsdval kapjuk, hogy (k —1) +k > ri(X N+
(Y +8)+ra(S = X) +r2(S—Y') 2> n (X' N(Y' +35)) +r (X'UY' +3s))+
ra((S' — X" N (S —Y")) +ra((8' = X)U(S—-Y")) = [r (X' NY") +r2((S" —
XHYU(S=Y"))]+[r (X V(Y +5)) +r2((S — XH\N(S-Y")| = k+k, ami
ellentmondas.

Az M; - §' matroidokra tehdt k helyén (k — 1)-gyel teljesiil (30), igy
az indukeids feltevés alapjén ezen matroidoknak létezik egy k — 1 elemi F
kozos fiiggetlenje. De akkor F'+ s az My és Ma matroidok k elemil kozos
fiiggetlenje. a
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5.3 A silyozott matroid metszet probléma

Amint emlitettiik, a mohé algoritmus segitségével adott ¢ : S — R vektor
esetén meg lehet hatdrozni egyetlen matroid maximalis silyd bazisdt. A fen-
tiekben tételt adtunk két matroid kozos fiiggetlenjének maximélis elemsza-
méra. Kérdés, mi mondhaté két matroid kozos fiiggetlen halmazainak maxi-
mélis silydrél. A probléma elss megoldésa szintén Edmondstél szarmazik.
Mi most egy egyszerlisitett utat kovetiink: a kapott eredmény Egervary
tételének altaldnositdsa. Valdjaban itt t&bb kérdés is kitiizhetd: keressiink
maximélis silyd kozos fiiggetlent vagy maximalis silyd kozos bézist, esetleg
minden sz6ba jov6 ¢ értékre kivincsiak lehetiink a maximaélis silyd i elemii
kozos fliggetlen halmazra. E feladatok tobbé-kevésbé ekvivalensek és most a
maximalis silyt kézos bézis feladatkorével foglalkozunk.

Maér emlitettiik, hogy a maxim4lis c-sily1i bazisok egy M, matroid bazisait
adjak, és hogy r(c)-t az (28) formula hatdrozza meg. Az aldbbi elékészits
lemma arra ad viélaszt, hogy miként véltozik az r(c) fliggvény, ha ¢ értékeit
egy adott Z halmaz minden elemén eggyel megnéveljiik vagy lecsOkkentjik.

5.4 Lemma. Legyen az M matroid rangfiggvénye r. Adottc : S — Z

egészértéki vektorra és Z C S halmazra legyen ¢t := ¢+ Xz €8¢ i=c—xz.
Ekkor
r(ct) =r(c) +r.(2), (33)
és
r(cT) =r(c)—r(S) +r.(S-2), (34)

ahol ¢ a mazimdlis sy bdzisok dltal alkotott matroid rangfliggénye.

Bizonyitds. Az elsé azonossdg igazolisdhoz rendezzitk az S elemeit c-szerint
csokken6 sorrendbe gy, hogy egyenld siilyt elemek esetén a Z elemeit vessziik
elébbre. Mivel c egészértékil, ez a sorrend ¢t siilyozés szerint is csokkend
(azaz kordbbi elem siilya nagyobb vagy egyenlé, mint egy késébbi elemé). Igy
a mohd algoritmus dltal szolgéltatott B bazis mind a ¢, mind a ¢+ silyozésra
nézve maximalis silyi.

Ekkor persze ro(Z) > |B N Z|, de itt valdjdban egyenléségnek kell 4llnia,
mert ha létezne olyan maximdlis e-siilyd B’ bazis, amelyre |[B'NZ| > |BN Z|,
akkor c*(B') = ¢(B') +|ZN B| > ¢(B) +|2 N B| = ¢+(B), ellentmondésban
avval, hogy B maximélis c*-silyi. Tehdt r.(Z) = |BN Z|, és igy r(c+) =
ct(B) = ¢(B) + |BN Z| = r(c)re(Z).

A mésodik azonossdghoz elészor figyeljiik meg, hogy r, = Te—xS, majd
alkalmazzuk az els§ azonossdgot ¢ helyén c — xg-te és Z helyén (S — Z)-re.
Kapjuk, hogy r(c™) = r(c— x5 + xS~ Z) = r(c— xs) + Te_ys(S — Z) =
r(e) = r(S) +re(S - 2). o

Térjiink most rd a maximadlis silyd kozos bazis kérdésére. Legyen ehhez
adott az S alaphalmazon két matroid, My és My, tovébbs egy ¢ : S — Z
egészértéki sily-fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az M, és My matroidoknak van
koz6s bézisa, melynek elemszamat jelSlje k.
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5.5 Tétel [10]. Az My és My matroidok koz0s bdzisainak mazimdlis c-silya
egyenld a min(ry (1) +ra(ce) : c1+c2 = ¢, ¢; egészértékil) értékkel, aholri(z)
az M; matroidban o mazimdlis x-sulyd bdzis stlydt jeloli.

Bizonyitds. Adott B kozds bazis és c1,co esetén, nyilvdn ¢(B) = c1(B) +
c2(B) < ri(c1) + r2(c2), amibdl a max < min irdny kovetkezik. Ebbdl a
becslésbdl az is kiolvashaté, hogy az egyenl8ség igazoldsdhoz a c-nek olyan
¢1 + ¢ felbontésat kell taldlnunk, amelyre 1étezik My-nek és Ma-nek olyan B
kozds bézisa, amely

(%) egyszerre az My-nek mazimdlis cy-silyd bdzisa és az Ma-nek mazimdlis
co-sulyd bdzisa.

Legyen ¢; és ¢y a c-nek olyan egész felbontdsa, amelyre r1(c1) + r2(c2)
minimélis. (Miutén ¢; egészértékii és tetszoleges B kozds bézisra c(B) alsé
korlat 1 (c1) + ro(cz)-re, a széban forgd minimum létezik). Jeldlje M/ az M;
matroid maximalis ¢;-siilyit bazisai dltal alkotott matroidot (i = 1,2), mig a
megfelelé rangfiiggvényeket jeldljik r;-vel.

5.6 Lemma. Az M! és M} matroidoknok van k elemi koz6s fuggetlen hal-
maza.

Bizonyitds. Az Edmonds féle metszet tétel szerint, ha nem létezik k elemi
kozos fiiggetlen halmaz, akkor van olyan Z C S halmaz, amelyre

r(Z)+ry(S—2Z) <k. (35)

Legyen ¢ :=c1 + xz és ¢; := ¢ — xz- Alkalmazva a (33) formulat az M;
matroidra és ¢ silyfiiggvényre illetve a (34) formulét az Mp matroidra és a co
stlyfiiggvényre, azt kapjuk, hogy r1(cf) = r1(c1)+71(Z) ésrocy) = rafce) +
(S = Z) —r2(S) = ra(cg) +74(S — Z) — k. Mindezeket Gsszevetve az adédik,
hogy r1(ci)+ra(cy ) = ri(er) +r2(ca) +ri(Z2)+r5(S—2Z) =k < ri(e1)+ra(ce),
ellentmondésban ¢; és ¢y minim4lis vilasztasdval. O

A lemma 4ltal biztositott kozos B bézis tehét teljesiti a (x) tulajdonsagot. OO
Erdemes kiilon is megfogalmazni a () tulajdonségot.

5.7 Kovetkezmény. Amennyiben két matroidnak van kozos bdzisa, gy
tetszbleges ¢ egészértékil silyozdshoz létezik c-nek egy egészértékid i + co fel-
bontdsa valamint a két matroidnak eqy B kozos bdzisa gy, hogy B mazimdlis
¢1-sulytl bdzisa My-nek és mazimdlis co-sulyd bdzisa Ma-nek. a

A maximdlis silyt kozos fiiggetlen halmaz silyédra is megallapithatunk
egy formulst. (Fekete Zsolt és Makai Mérton doktorandusz hallgaték segit-
ségét a bizonyitds kidolgozdsdban eziton is készénom. )

5.8 Tétel. Az S alaphalmazon adott két matroid és egy ¢ nemnegativ egész-
értékt sily-figguény. A mazximdlis silyd kozos figgetlen halmaz silya egyenlé
amin{ry(c1) +re(ce) i1 +ea=c¢, c1 >0, ca >0, ¢; egész } értékkel.
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Bizonyitds. Legyen F kozos fiiggetlen és legyen ¢; > 0,¢9 > 0 olyan, hogy
c1 -+ o = c. Ekkor e(F) = ¢1(F) + ca(F) < r1(e1) + ra(ez), amibdl a max <
min irdny kovetkezik.

A forditott irdnyhoz azt fogjuk megmutatni, hogy létezik c-nek egy olyan
1, co egészértékll, nemnegativ felbontdsa valamint egy F' kizos fliggetlen
halmaz, melyekre F' maximélis ¢;-sdlyd fiiggetlen halmaza M;-nek (: = 1,2).

Feltehetjiik, hogy minden elem c-sillya szigordan pozitiv és egyik matroid-
ban sincs hurok elem. (Miért?) Legyen R := max(r1(S),m2(S5)) +1 és S’ egy
R elem{ halmaz, amely diszjunkt S-t6l. Legyen M (i = 1,2) az a matro-
id, amelyet Ugy kapunk, hogy az M; és az S’-n vett szabad matroid direkt
Gsszegét R-rel csonkoljuk. Terjessziik ki a ¢t az SU.S -re gy, hogy az S’ ele-
mein legyen ¢ azonosan nulla. Konnyen létszik, hogy M;L—ban egy Relemi B
halmaz akkor és csak akkor bazis, ha BN S fuggetlen M;-ben, és ekkor persze
¢(B) = ¢(BNS). (Specidlisan §' nulla stlyd bazis.) Ennek megfeleléen M,
és Mo maximélis stlyi kozs fiiggetlen halmazdnak a silya egyenld az M;
és M matroidok maximalis stlyt kézds bazisanak a stlyaval.

Az 5.7 kovetkezmény szerint 1étezik egy olyan kozos B bézis és ¢, cp egész
felbontdsa a kiterjesztett c-nek, hogy B maximélis ¢;-stlyd bézisa M; -nak.

5.9 Allitas. ¢ (i = 1,2) vdlaszthaté olyannak, hogy S’ elemein azonosan
nulla.

Bizonyitds. Kimutatjuk, hogy S’ minden elemének ¢; értéke ugyanaz. Az R
érték valasztdsa miatt BNS’ nemiires. Az S— B sem lehet iires, vagyis B nem
lehet teljesen S’-ben, mert akkor egyrészt ¢(B) = 0 volna, ugyanakkor amiatt,
hogy minden S-beli elem c-silya pozitiv, és nincs hurok elem, létezik pozitiv
stlyu kozos bazis. A B ezen elhelyezkedése miatt elég kimutatnunk, hogy
egy BNS'-beli z elem és egy S’ — B-beli y elem c;-siilya megegyezik. Miutdn
B — z +y egy mésik kdz0s bazis, kapjuk, hogy ¢1(y) < e1(z), ea(y) < ez(z),
amibdl c;(z) 4 cp(z) = 0 = ¢1(y) + coy) miatt ¢1(y) = c;(z) kdvetkezik. O

Feltessziik tehdt, hogy ¢y és co azonosan nulla az $’ elemein. Ebbdl
kévetkezik, hogy minden 2 € SN B elemre ¢;(z) > 0, hiszen egy y € §' — B
elemre B — z +y bdzisa M -nak, és ezért c;(z) > ¢;(y) = 0.

Legyen most x € S — B egy olyan elem, amelyre, mondjuk, c;(z) negativ.
Noveljiik c;(z)-t nulldra, co(z)-t pedig csokkentsiik ¢(z)-re. B tovabbra is
maximalis silyd bézis marad M2+ -ban, hiszen egy bézison kiviili elemen
csOkkentettiik a silyt. B maximdlis silyd bazis marad M1+ -ban is, hiszen
B minden elemének a c;-silya nemnegativ és egy negativ sty elem silyat
noveltitk nullara.

Ilyen médositédsokkal elérhetjitk, hogy ¢; nemnegativ. Kapjuk, hogy ¢;-
nek az S-re vald ¢;|S megszoritdsira nézve az F' := BN S kdzds fiiggetlen
halmaz maximélis ¢;|S-stlyi fiiggetlen az M; matroidban. oo

J. Edmonds tovabbi érdeme, hogy mind a silyozatlan, mind az altaldnos
silyozott esetre kidolgozott egy polinomidlis futdsidejii algoritmust, amely
egyuttal a tételeinek bizonyitisdra is hasznalhatd.
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Az Edmonds féle eredeti stilyozott matroid-metszet tétel a fentebb sze-
replénél jéval bonyolultabb, igy nem csoda, hogy Edmonds silyozott metszet
algoritmusa (és helyességének bizonyitdsa) pedig kiillondsen az. A nehézség £6
forrdsa abbdl ered, hogy szemben az eredeti Egervéry tétellel, az idevonatkoz6
dudlis problémét csak meglehetSsen bonyolult alakban sikerilt megadni. A
fenti stly-szétvégds min-max tétel nemcsak egyszerd alaku, de lehet&séget
teremtett egy viszonylag egyszertien megfogalmazhaté és igazolhaté sulyozott
matroid metszet algoritmus megadésdra [10]. Ez az algoritmus a Magyar
Médszer nagyfokii és direkt dltaldnositasanak tekintheto.

6 Szubmodularis modellek

6.1 Szubmoduldris aramok

A siilyozott matroid metszet tétel és a rd vonatkozo algoritmus szdmos nehéz
dolog megoldasét tette lehetévé (példdul az elébb felsorolt graf optimalizaldsi
feladatokét). De azért nem mindent! Nézziik példdul azt a feladatot, amikor
egy irdnyitott grafot kell erésen dsszefliggdvé tenniink minimalis szdmi, vagy
altalinosabban, minimalis osszkdltségli élének Osszehiizdsdval. Egy mésik
természetes feladat a kovetkezé: Hatdrozzunk meg egy irdnyitott graf mi-
nimalis dsszkoltségll részgrafjat, amelyben egy meghatérozott gykérponttol
minden més csdcsba vezet k pontdiszjunkt tt.

Ezek a feladatok mar a silyozott matroid metszet probléma segitségével
sem oldhaték meg. Kifejlesztettek azonban egy még éltalinosabb keretet,
amely magdban foglalja a stlyozott matroid metszet problémat és a minimalis
kéltségli folyamok problémét is. Ez pedig a szubmoduldris dramok fogalma,
amelyet Edmonds és Giles vezetett be 1976-ban (7).

Legyen D = (V, E) irdnyitott gréf és b : V — Z egy keresztezd szub-
moduldris fiiggvény, azaz b(X) +b(Y) > b(X NY)+b(X UY) fenndll minden
olyan X,Y C V halmazpérra, amelyre X NY és V — (X UY) egyike sem
iires. Legyen f és g a digraf élhalmazén értelmezett egészértékii also illetve
felss korlat. Egy = : E — R vektort szubmoduldris dramnak hivnak, ha
0:(Z) — 62(Z) < b(Z) minden Z C V halmazra fenndll. A szubmoduldris
4ram megengedett, ha f < z < g. Ha b azonosan nulla, visszajutunk a kozon-
séges dram fogalmahoz. Edmonds és Giles tobbek kozott megmutatta, hogy
a szubmoduldris dramok poliédere egész. Hoffman 3.6 megengedettségi tétele
is szépen &tmegy szubmoduldris dramokra [11].

6.1 Tétel. Teljesen szubmoduldris b esetén akkor €s csak akkor létezik
egészértékii megengedett szubmoduldris dram, ha

0(A) — 65(A) < b(A) (36)

fenndll minden A C V-ra.

Megjegyzendd, hogy ez az eredmény nem csak Hoffman tételét foglalja
magéban, hanem Edmonds matroid metszet tétele is kozvetlenil adddik.
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Szubmoduldris dramok segitségével sikeriilt elészor levezetni az aldbbi sze-
pardcids tételt [11], amely a klasszikus konvex-konkdv elvélasztdsi tételek
diszkrét ellenpdrjdnak tekinthetd.

6.2 Tétel. Legyen S alaphalmaz, p* : 2° — Z U {—o0} szupermoduldris
figguény és b* : 25 — Z U {oo} szubmoduldris fiigguény, melyekre p*(0) =
b*(0) = 0 és p* < b*. Ekkor van olyan egészértéki m moduldris fiigguény,
amelyre p* < m < b*. Mds szoval, az {z : z(A) < b*(A) minden A C S-re,
z(S) = 0} és az {z : z(A) > p*(A) minden A C S-re, 2(S) = 0} poliéderek
metszete akkor és csak akkor tartalmaz egész pontot, ha p* < b*.

Kideriilt, hogy a Magyar Mddszer alapgondolatai még ilyen &ltaldnos
kériilmények kozé is atvihetSk. Evvel kapcsolatosan az egyik elsé dolgozat (2]
egy olyan eljrdst ir le, amely specidlis esetként magdban foglalja az eredeti
Magyar Mddszert, annak Ford-Fulkerson féle minimalis kdltségii folyamokra
vald kiterjesztését és a fentebb emlitett silyozott matroid metszet algoritmust
is. Segitségével oldhaté meg algoritmikusan a digraf ersen osszefiiggdvé
tevésének eldbb emlitett problémdja, vagy az az érdekes kérdés, hogy egy
irdnyitatlan grafot mikor és miként lehet k-szor 8ldsszefiiggdvé irdnyitani,
s0t e feladatnak még az a koltséges valtozata is kezelhetd, amikor minden él
lehetséges két irdnydnak koltsége kiilonbozd, és célunk a minimdlis koltségii
k-él0sszefiiggl irdnyitds megkeresése.

6.2 Meég tovabb

Bérmennyire is dltalanos ez az elmélet, az Gsszes ilyen tipust eredmény azon-
ban még ebbe sem fér bele. Példdul 1995-ben Jordén Tiborral bebizonyi-
tottunk egy min-max formuldt arra vonatkozdlag, hogy egy irdnyitott gréfot
hany 1j él hozzdadasival lehet k-szor pontdsszefiiggévé tenni [12]. Ennek
megfogalmazédsa érdekében legyen D = (V| A) egyszerfl irdnyftott graf és
tegylik fel, hogy a k < |V| — 1. A V diszjunkt nemiires részhalmazaibdl 4116
(X,Y) pérra legyen h(X,Y) := |V — (X UY)|. Azt mondjuk, hogy (X,Y)
egyirdnyd, ha nem megy él X-bél Y-ba, azaz §(X,Y) = 0, ahol §(X,Y) jeldli
altaldban az X-bdl Y-ba vezetd élek szamét jeldli.

A Menger tétel segitségével nem nehéz kimutatni, hogy egy Dt = (V, At)
irdnyitott graf akkor és csak akkor k-Osszefiiggs, ha h(X,Y) > k fennall min-
den (X, Y) egyirdnyd parra. Definidljuk egy (X,Y’) par hidnyat: py(X,Y) =
(k — h(X,Y))*, ha (X,Y) egyirdnyd, és := 0 kiilonben. Vildgos, hogy
Pri(X,Y) = (k- ké4(X,Y) — h(X,Y))" minden (X,Y) parra fennéll. Disz-
Junkt részhalmazokbdl dllé parok egy F csalddjit akkor nevezziik fiiggetlen-
nek, ha F barmely két (X,Y), (X', Y”) tagjdra az X N X’ és Y NY" halmazok
egyike legaldbb iires.

6.3 Tétel [12]. A D = (V, A) irdnyitott grdf akkor és csak akkor tehetd
legfeljebb v 4j €l hozzdaddsdval k-bsszefiiggévé, ha

D (X, Y): (X,Y) e F) <« (37)

fenndll minden egyirdnyid pdrokbdsl dllé figgetlen F csalddra.
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A [12] dolgozat valdjéban egy ennél jéval dltalénosabb, szupermoduldris
fiiggvényekre vonatkozé eredményt mutat be, amelynek szdmos egyéb kovet-
kezménye van, egyebek kozdtt Gydri Ervin tévolinak ldtsz6, nehéz min-max
tétele fliggblegesen konvex vizszintes és fiiggéleges szakaszok altal hatérolt
sikbeli tartomény minimélis szdm1 téglalappal torténd fedésérdl. Sajnos a bi-
zonyités nem konstruktiv, és mind a mai napig nem tudjuk, hogy miként lehet
algoritmikusan az Osszefiiggbség novelés feladatdt hatékonyan megoldani.

Van itt még egy djszerii jelenség. A Magyar Médszernek a minden ko-
rdabban emlitett kiterjesztésénél lehetséges volt a silyozott esetek kezelése is.
Az Ssszefiiggbség novelésénél azonban a silyozott véltozat sltaldnossdgban
NP-teljes, és csak arra az esetre van megfelelé eredményiink, amikor a sily-
fliggvény specialis alaku: egy pontsilyozds indukalja.

A kérdés fennmarad: létezik-e ezen tételnek és a szubmoduldris dramok
elméletének kozos &ltaldnositdsa. Egy mdsik, nagyobb lélegzetli kutatési
irdny annak feltardsa, hogy a szubmoduldris dramok elméletét és a parositasok
elméletét be lehet-e vonni valamiféle koz0s erny6 ala.

x ¥ X

Osszefoglalva megéllapithatd, hogy Egervary tétele és az arra adott bi-
zonyitésdnak gondolata, bar egy sziik oldalon lefrhaté, egy szertedgazé el-
méletnek lett kiindulépontja. Az egész kérdéskor azért tiinik kiilondsképp
vonzénak, mert gyakorlati kérdések, algoritmikus és tisztdn elméleti vizs-
galatok metszéspontjaban 4ll, mert szdmos kordbban reménytelennek tiinG
probléma valt kezelhetévé 4ltala, és mert még mindig nem kevés izgalmas
nyitott probléma forrasa.
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THE HUNGARIAN METHOD AND ITS EXTENSIONS

of the earliest appearance of a special form of the linear programming dual-
heorem is E. Egervéry’s classical result on the maximum weight of a perfect

matching in a complete bipartite graph. Its elegant proof gave rise to an efficient
algorithm called Hungarian Method. The basic principles of the procedure has
been generalized in several directions such as the maximum weight matching prob-
lem in nonbipartite graphs, the weighted matroid intersection and the submodular

flow

problem. In the present work we overview these extensions of the Hungar-

ian Method. As a new contribution, a short proof is given for the weight-splitting
version of the weighted matroid intersection theorem.
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EGERVARY RANGSZAMCSOKKENTO ALGORITMUSA
IS ALKALMAZASAL !

GALANTAI AUREL
Miskolci Egyetem, Matematikai Intézet

A rangszamesokkenté eljdrdst Egerviry az Gtvenes évek elejétdl fejlesztette
ki nemzetkézileg is jelentés matrixelméleti kutatdsai keretében. A rangszam-
csokkentést Bgervary tobbek kozott métrixok rangjanak megdallapitdsdra,
faktorizdciéjira és egyenletmegoldé eljardsok kifejlesztésére alkalmazta. A
rangszamesokkentd eljéras alkalmazisa és vizsgalata 1] lendiiletet kapott az
ABS médszerek megjelenésével [1], [3]. Dolgozatunkban az Egerviry-féle
rangszamesdkkentd eljards torténetével és alkalmazdsaival, valamint a rang-
szémesdkkentéshez kapcsolddé tjabb eredményekkel foglalkozunk.

1 Bevezetés

Egervéry az dtvenes évek elején kezdett el intenziven foglalkozni a matrix-
szémitdssal. Akadémiai székfoglaléja [7] lényegében mér tartalmazza azt a
szemléletet és technikit, amely egyértelmilen Egervaryra és tanitvanyaira
jellemzé. Ezek koziil kiemelhetd a bazisfaktorizdcio, a diadikus felbontds és a
rangszamesokkentés kapesolatdnak felismerése és messzemend kihasznildsa.
Egerviry métrixelméleti munkdssiga alapvetden konstruktiv jellegii. Korai
haldla, amely a numerikus linedris algebrdban is bekovetkezett paradigma-
véltds (szamitégéporientdlt algoritmusok fejlesztésének) kezdetére esett, meg-
akadélyozta abban, hogy eredményeit ilyen irdnyban tovabbfejlessze, ill. el-
terjessze. Ezért Egervary munkéssiginak féként az elméleti része maradt
meg a szakmai koztudatban. A nyolcvanas évek elején Abaffy, Broyden és
Spedicato [1], [3] kifejlesatette az ABS-médszereket, amelyek, mint késobb
kideriilt, a rangszdmesokkentésen alapulnak. Az ABS-mddszerek meglehe-
tésen intenziv kutatdsa adott ] lendiiletet a rangszdmesokkentd eljdrdsra
vonatkozé tovabbi vizsgdlatoknak.

A kévetkezSkben attekintjitk az Egervary-féle rangszdmcsokkentd eljéras
torténetét és alkalmazdsait. Az

A= A— AwTA/WTAu (A€ R™™ ue R, veERT)

transzforméciét rangszamesokkentésnek nevezzitk. A rangszémcesokkentést,
amelynek szémos fontos alkalmazésa van, t6bbszor is felfedezték. Kiilonbozd
okok miatt a torténete ellentmondasos. A kiilfoldén megjelent idevigd dolgo-
zatok (Chu, Funderlic, Golub [6], Hubert, Meulman, Heiser [30]) hidnyosak,
illetve bizonyos értelemben torzitanak is.

1Beérkezett: 2002. marcius 4.
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Mai ismereteink szerint a rangszdmcsckkentés Wedderburn [38] 1934-ben
megjelent kényvében szerepel elészor kvadratikus alakok Lagrange-féle re-
dukcidjaval kapcsolatban. Wedderburn a kovetkez6 eredményt igazolta.

1. Tétel (Wedderburn, 1934.) Legyen A € R™ ™ tetszbleges r > 1 rangi
mdtric. Haw € R™, v € R™ olyan tetszdleges vektorok, amelyekre vT Au # 0,
akkor az A’ = A — Auwv™ A/vT Au mdtriz rangja pontosan v — 1.

Wedderburn megjegyezte, hogy a rangszamcsokkentés ismételt alkalma-
zésdval az r rangi A métrix r darab l-rangd métrix Gsszegére torténé Gn. di-
adikus felbontdsat kapjuk [38].

1. Definicié. Egy A € R™ ™ (A # 0) mdtriz diadikus felbontdsin az
k
A=) "bi] (b€ R™ ;e RY)
i=1

elédllitdst értjik. A diadikus felbontds minimdlis, ha k a legkisebb ilyen tu-
lajdonsdgu természetes szdm.

A Wedderburn &ltal javasolt algoritmus, amely megegyezik az Egervary-
féle rangszdmesdkkentd eljardssal, mai jeldlésekkel a kovetkezd:

Rangszamcsokkentd eljaras. Legyen A € R™*™ egy tetszéleges r > 1
rangt mdtriz és legyen

H =A (1)
H'L'+1 = Hi — Hixingi/y?Himi, i = 1, 800 ,k‘ B (2)
ahol z; € R™ és y; € R™ olyan, amelyre yI Hyz; #0 és k <r O

Minthogy H,;1 =0, az A métrix diadikus felbont4sa;

-
A= ZHimiy?Hi/nyixi . (3)
i=1

Wedderburn eredményét nem ismerve Egervéry 1953 és 1958 kozott egy
sor dolgozatban fejlesztette ki és alkalmazta a réla elnevezett rangszdm-
csokkentd eljardst ([8]-[13], [15]-[18]). Egervary a rangszdmcstkkent$ eljérds
elsd specidlis véltozatdt métrixok rangjdnak, illetve bézisfaktorizacidjanak
meghatarozaséra fejlesztette ki 1953-ban. Ismeretes, hogy Egervary a mét-
rixok rangjat a métrixok minimélis diadikus felbontasgval definidlta [7]. Mét-
rixok minimélis diadikus felbontdsa és az in. bézisfaktorizacidja kdzott szoros

kapcsolat van.

2. Definici6 (Frazer, Duncan, Collar, 1938.) Egy A € R™ " (A # 0) mdtriz
bdzisfaktorizdcidjin az A = FGT szorzatfelbontdst értjik, ahol F € Rm>T,
G € R™*" és rank (A) =rank (F) = rank (G).

A bazisfaktorizdcié nem egyértelmil. Ha adott egy A = FGT bazisfakto-
rizécid, akkor minden més bézisfaktorizdcié felirhaté

A= (FM)(M™'GT)
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alakban, ahol M € R™" tetszOleges.
Legyen F = [f1,..., fr] (fi € R™) é G = [g1,--.,9s] (g; € R™). Ekkor

az

T
A=FGT =" fiof
i=1
bazisfaktorizécié a métrix egy minimélis diadikus felbontdsét adja. Forditva,

ha ismert az .
A= Z bf,;C’;-r
=1
minimélis diadikus felbontds, akkor ez az
A=BCT =by,...,blc1,--rer]”

bézisfaktorizdciét adja.
Egervéry 1953-ban definidlt rangszédmcsokkentd eljdrésa a kovetkezo:

H =4,
Hlejleg;Hl
el Hie;,

Ez nyilvan speciélis esete az ltaldnos algoritmusnak. Kozvetlenul is beldt-
haté, hogy

1. rank (Hj41) = rank (H;) — 1;

Hy1=H — ) 6’5Hzejl750, l=1,...,r.

2. H1+1ejl =0 és e,;‘Z:Hl+1 = 0;
3. H[ej =0= Hl+1ej =0és e’le =0= 6;-11H[+1 =0
4. A egy minimalis diadikus felbontédsa és a hozzétartoz6 bazisfaktorizacija
1 T
THie. 4 H
T I'I . TH ei‘ lej'l
A_ Ie?fei:g i _[H X H s ] .
== —Trrs. 1€4y 5+ 0y 42p€5,
€; ngj, ~ — 4
=1 1
B ————e7 H,
e;f’;erjr G
cr

Erdemes megjegyezni, hogy Egervéry a fenti eljdrdst Jacobi bilinedris
alakokra vonatkozé transzforméciéjdnak métrixelméleti analégonjaként kapta
(E. Pascal [33]). Tovébbi vizsgalatainak f6 eszkoze az 1956-ban publikalt
aldbbi tétel volt ([12], [17], [18]).

2. Tétel (Egervary, 1956.) Legyen A € R™*" tetszbleges r > 1 rangi mdtriz.
Ekkor
rank (A - bcT) =rank (4) -1 (b€ R™, c€R") (4)
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akkor és csak akkor dll fenn, ha beT = AuvT AJvT Au, aholu € R™, v € R™
tetszbleges a vT Au # 0 feltételt kielégité vektorok.

A tételnek t6bb bizonyitdsa is ismert [12], [17], [19], [32]. A 2. Tételt fel-
hasznélva definidlta Egervéry az dltaldnos rangszdmcsdkkentési algoritmust,
szintén 1956-ban. Megmutatta, hogy az algoritmus meghatérozza a rangot,
eléallit egy

=1

minimélis diadikus felbontédst és a hozzdtartozé
A=QD7'pT (6)
bazisfaktorizdciét, ahol

= [H{y1,....,H y], Q=[Hz,...,H z,]

D =diag (nylxl, e ,nyrxr) .

Egervéry kimutatta, hogy eljardsival LU-tipusi és egyéb szorzatfelbontdsok
allithatdk eld. Tébb, a rangszdmcsokkentésen alapulé eljardst javasolt ho-
mogén médtrixegyenletek (8], [11], [12], [15], [17], illetve linedris diofantikus
egyenletrendszerek &ltaldnos megoldédsira [13]. Kimutatta tovdbbd, hogy
eljardsa kapcsolatban 4ll a Purcell- és a Hestenes-Stiefel-féle konJugalt irdny
médszerekkel is [17], [17]. Eszrevette a rangszémesskkentés és a rendszém-
noveléses métrixinvertélds kapcsolatdt, amelynek segitségével eljérast adott
modositott diszkrét peremértékproblémék megoldésdra [18]. Ez az eljards tu-
lajdonképpen egy fordftott ,,rendszamcsékkentéses” métrixinvertdldsnak felel
meg, amelyet Brezinski és tdrsai 1996-ban tjra felfedeztek [4].

A rangszdmesckkentéssel kapcsolatban kifejlesztett technikdjsval Egervary
szdmos mds eredményt is elért 9], [16], [10], [14].

Megéllapithatjuk, hogy Egervary a rangszamcsOkkentési eljardst megha-
térozott célokra fejlesztette ki és széles korben szisztematikusan alkalmazta.
Egervary munkéssigérdl részletes dttekintés kaphaté Rézsa Pél [34], [35],
[36] cikkeibdl, aki egyébként Egervary utolsé poszthumusz cikkeit is sajto ala
rendezte.

Egervéry rangszdmcstkkentéssel kapcsolatos munkédssiga 1986-ig nem sok
nemzetkozi visszhangot kapott. Householder 1964-ben megjelent klasszikus
és befolydsos The Theory of Matrices in Numerical Analysis cimil koényvében
ugyan idézi Egervary t&bb idevdgé munkdjét (tételesen a (9], [10], [11], [16],
[17] dolgozatokat), de a 2. Tételt Wedderburn tételének nyilvanitja ([29],
Exercise 34, p. 33). A rangszdmcsdkkentd eljdrdst azonban Egervérynak
tulajdonitja a kévetkezd formdban:

1, Apply the obvious identity

(w1, u2, ..., up) (vl,vg,...,vn)H :ul'ufl—l—... + upvl
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along with Wedderburn’s theorem (Ewercise 1.84) to obtain Eger-
vary’s “rank-reducing” transformations, and thereby derive the
methods of triangularization and of orthogonal triangularization.”

Householder konyvének megjelenése utdn tobb szerzé Egervary tételét
Householdernek ([32], Thm. 2.6b, p. 200), vagy Wedderburnnak és House-
holdernek tulajdonitotta ([5]).

1984-ben Abaffy, Broyden és Spedicato kvazi-Newton technikdval egy
konjugslt irdnyokon alapulé médszerosztalyt fejlesztettek ki Az = b alaki
linedris egyenletrendszerek megoldéséra [1].

Az ABS mdédszerosztaly:
y1 € R™, H; € R™*™ (det (H;) #0)

fork=1:m
pr=HF 2z (2 € R™, pL ATvy, #0)

o = virg/vE Ap, (i = Ayk —b)
Yk+1 = Y& — CkPk
Hk+1 = Hk—HkAT'Uk'u)k Hk/wk HkATvk (wk c Rm, w%HkATvk 75 0)

end
Aym+1 =b

Az eljérés nyilvanvaléan tartalmazza az Egervéry-féle rangszdmcsokkentési
eljrast. E tény felismerésére 1986-ban keriilt sor [2], és azéta az in. ABS
médszerekkel kapcsolatos irodalomban Egervéary idevagd eredményei szere-
pelnek (lasd pl. [3]). Az ABS médszerek kiterjesztésre keriiltek nemlinedris
egyenletrendszerek megoldédséra (ldsd [3]), valamint alkalmazdsra keriiltek az
optimalizdldsban is (ldsd [39]).

1995-ben Chu, Funderlic és Golub a rangszdmcsokkentésrél egy jelentds
cikket publikilt a STAM Review-ban [6]. Ebben a dolgozatban Egervéry
szémos eredményét idézik, de ezt igen sajitos forméban teszik. Példaul elis-
merik, hogy a 2. Tétel Egervdry eredménye, de meg akarnak arrél gydzni,
hogy Householder ezt mir Egervéry el6tt felfedezte, noha ennek irdsos nyo-
ma nincs.

Ezt a dolgozatot koveti Hubert, Meulman és Heiser 2000-ben megje-
lent [30] dolgozata, amelyben kimutatjik, hogy a 2. Tétel blokkvéltozatat
Guttman 1957-ben igazolta. Tehat O a tétel elsd felfedezéje. Ezt a kovetkez-
tetést azért vontsk le, mert kiillfoldon csak az 1960-ban megjelent Egervary
cikket ismerik.

Tény, hogy Guttman a 2. Tétel blokkvéltozatat 1957-ben publikalta.
Ezt megelézéen 1944-ben az 1. Tétel blokkvaltozatat igazolta. Guttman a
rangszamesokkentés blokkvaltozatdt statisztikdban alkalmazta ([30]).

Ouellette kimutatta, hogy Guttman egy 1946-o0s, a Schur- komplementé—
14snél alapvetd eredményébdl azonnal kdvetkezik a Wedderburn és a House-
holder, azaz Egervary-tétele (14sd [32]). Erdekesség, hogy Guttman ezt nem
vette észre.



50 Galdntal Aurél

A most vézolt bonyolult dsszefiiggéseket az aldbbi dbrival szemléltethet-
juk, amely az eszmék haladési irdnyat mutatja.

Lagrgnge (1736-1813)
Jacobi (1804-1851)

Wedderbum, 1934

Guttman, 1944
Guttman, 1946

Egerviry, 1953

v Egervéry, 1956
Guttman, 1957 l

Egerviry, 1960

/

Householder, 1964

|

Cline-Funderlic, 1979

aY
Ouellette, 1981—

Abaffy-Broyden-Spedicato
1984

Abaffy-Spedicato, 1989

e

Cline-Funderlic-Golub, 1995

L

Hubert-Meulman-Heiser, 2000

1. 4bra
Mindent Gsszevetve megéllapithatjuk a kdvetkezSket:

1. Wedderburn volt az elsé, aki az 1. Tételt és a rangszdmesdkkentést
felfedezte.

2. Egerviry a rangszamcsokkentési eljardst szisztematikusan fejlesztette
ki és széles korben alkalmazta. Egerviry valéjéban egy egész elméletet
épitett ki, amelynek kulcstételét, a 2. Tételt, O bizonyitotta elsSként.

3. Egervéry utdn koézvetlenill Guttman volt az els8, aki a 2. Tételt djra
felfedezte és egy mds korben (statisztikdban) alkalmazta.
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2 U j eredmények

A kovetkez8kben bemutatok néhdny eredményt, amelyet a rangszamcsokken-
t6 eljéréssal kapcsolatban értem el.

Egy A~ métrixot az A (1)-inverzének, vagy g-inverzének neveziink, ha
fennall, hogy AA—A = A. A G miétrixot az A reflexiv inverzének nevezziik,
ha AGA = A és GAG =G.

Egy nemszingulris A matrixot er6sen nemszinguldrisnak neveziink, ha
létezik LU-felbontdsa. Egy nemszinguldris A métrixnak akkor és csak akkor
van LU-felbontésa, ha minden féminor métrixa nemszingularis.

A rangszdmcsokkentési eljardst zérusosztémentesnek nevezziik, ha

yTHies 20 (i=1,...,k).

Ez a pontos feltétele annak, hogy & egymés utédni rangszdmcsokkentést vég-
rehajthassunk. Legyen

X =[z1,...,zk], Y =[y1,..., s

XO =[zy,...,m], YO =[y,...,ui] .
Ekkor a kévetkez8 eredmény igaz.
3. Tétel. A rangszdmcsokkentd eljdrds akkor és csak akkor zérusosztomentes,
ha az YTAX = [yiTA:cj]fj:l
ben a rangszamesokkentés a kovetkezd kanonikus alakba irhato:

mdtriz erésen nemszinguldris. Ebben az eset-

} , W\ —1 .
Ay = A— AXO (Y@TAX@) YOTA (=1,....k. ()

A tétel sziikséges részét elséként Abaffy, Broyden és Spedicato igazoltak
az ABS médszerekkel kapcsolatban [1], [3]. A kanonikus alak Egervérynal is
megtaldlhaté [17], [18], aki azt vizsgilta, hogy k egymés utdni rangredukcié
helyettesithets-e egyetlen blokk rangredukciéval.

A tovébbiakban tegyiik fel, hogy k = r. Ekkor a rangszdmcsokken6 eljards
az

A=QDpPT (8)

bézisfaktorizaciét szolgaltatja. Felmeriil a kérdés, hogy adott A, X és Y
paraméterek esetén mi a kapott P, a @ és a D? Ezt néhany specidlis eset-
ben mér Egervéary {17], Abaffy, Broyden, Spedicato (1, [3], valamint Chu,
Funderlic és Golub [6 is megvélaszolta.

Ha egy B kvadratikus métrixnak van LDU-felbontasa, akkor ezt az egy-
értelmii felbontést jeldlje B = LgDpUp, ahol a B index a métrixra utal.

4. Tétel. Legyen YT AX erdsen nemszinguldris. Ekkor a (6) bdzisfaktorizdcio

tényezot

P=A"YLyT,y, Q=AXUpi,y, D=Dyrax, ©)
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és az A kifejezhets az
A= (AXUyr 4) Dyrax (Lyr4x Y A) (10)

alakban.
Az eredmény és igazoldsa kiilonféle formékban a [20], [21], [23], [24]
munkakban taldlhaté meg. A tételnek szdmos fontos kévetkezménye van:

1. A rangszédmcsokkentési eljdrassal minden bézisfaktorizdcié eléallithaté
([6] sejtése).

2. Ha A, X és Y négyzetes nemszingularis, akkor

A= L(Y_TLYTAXDYTAX)JD;;AX k(DyTAnyTAXx_l)‘ . (11)

Q Pr

3. Egyértelmii jellemzés adhaté arra, hogy P, vagy Q mikor lesz héromszog
alakd, illetve B ortogonalis.

4. A Lénczos-féle tridiagonalis formdra tSrténd hasonlésdgi transzformécié
métrixa és annak inverze egyszerre el84llithatd a rangszdmesskkentéssel.

3. Definici6. Legyen A € R™™, V. € R™" és P ¢ R™". A (PV)
mdtrizpdrt A-konjugdltnak nevezzik, ha L = VTAP nemszinguldris alsé
hdromszogmatriz. A (P,V) pdr A-bikonjugdlt, ha D = VT AP nemszinguld-
ris diagondlis.

A rangszamcsokkentd eljdrdsnak a kdvetkezd konjugéldsi tulajdonsédgai
vannak.

1. Allitdas. Ho X = BTV ésY = CTW, akkor a (P, V) pdr B-konjugdlt, o
(Q, W) pdr pedig C-konjugdlt.

2. Allitas. Tetszbleges B-kongugdlt (P, V') mdtrizpdr esetén létezik olyan Y
ortogondlis mdtriz, hogy o rangszdmesokkentd eljdrds az A =1, X = BTV
és Y wvdlasztdssal éppen ezt a P mdtrizot adja.

3. Allitas. Legyen A~ az A mdtriz tetszbleges g-inverze. Ekkor a (@, P)
par A~ -bikonjugdlt,

Megmutathatd, hogy egy sor ismert konjugslési eljérds a rangszamcsok-
kentés specidlis esete, vagy éppen azzal ekvivalens. A 3. Allitds miatt a
rangszdmcsokkentés specidlis esetként tartalmazza a kétoldali Gram-Schmidt
eljarast, amellyel bikonjugdlt parokat dllithatunk eld.

Megmutathatd, hogy a rangszémesSkkentéssel kapott (Q, P) pér stabil,
ha az YT AX métrix LDU-felbontésa stabil [22).

Végiil megemlitem, hogy a rangszémcsékkenté eljarss és a rendszémnéve-
léses matrix invertdlds kozdtt tobb 1) és érdekes osszefliggést sikeriilt taldlni.
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Ezek egyik kivetkezménye a kanonikus alakra adott harom ujabb multiplika-
tiv reprezenticié, amelyekkel a rangszdmcesokkentési eljarast kilonféle szem-
pontokbdl jellemezhetjik. Példaként megemlitjitk a kévetkezot:

i i)\~ !
A1 = AX ((YTAX)‘1 - [ (v )T‘%X( ') : D Y74,

A formulébdl lathaté, hogy az eljaras sordn az YT AX métrix inverzét koze-
litjiik a fominor métrixok inverzeivel.

3 (")sszefoglalés

Az eddig ismert tények alapjin jogos Egervéry-féle rangszamcsdkkentd elja-
rasrél beszélni. Az eljirds egy széles korben haszndlhatd, hatékony eszkoz,
amelynek rendkivil érdekes tulajdonsigai vannak. Remélni lehet, hogy az
eljards végre a szakirodalomban is a megfelel6 helyre keriill. Mindenesetre
Egerviry munkéssdgdnak novekv® elismerését az is jelzi, hogy a Bergaméi
Egyetem 1998-ban Egervary dijat adott Zhang Liwei kinai matematikusnak
idevdgd munkdassagdért.
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THE RANK-REDUCTION ALGORITHM OF EGERVARY
AND ITS APPLICATION

history and applications of the rank-reduction algorithm of Egervary is exam-

. New results concerning the rank reduction are also mentioned.
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EGY HEURISZTIKUS MODSZER A KVADRATIKUS
HOZZARENDELESI PROBLEMA KOZELITO
MEGOLDASAHOZ !

BORGULYA ISTVAN
PTE Kozgazdasdgtudomdnyi Kar

Tanulményunkban egy evoltciés algoritmust ismertetiink a kvadratikus hoz-
zarendelési probléma megolddsdra. Az algoritmus miikddése hdrom, egyméas
utdni fizisra bonthaté: egy el6készitd, valamint két kiilénbozd helyi keresd fa-
zista. Az elsd fazisban a kezdé populdcié minéségét javitja. A mésodik fazis-
ban egy helyi keresd eljéréassal felvdltva javit minden megoldast (egyedet), és
kdzben periodikusan djabb megolddsokat generdl a meglévék kornyezetében.
A harmadik fazisban a helyi keresd eljdrdssal folytatja a megolddsok javitasat,
és kozben a legrosszabb megoldésokat periodikusan djakra cseréli. Az algo-
ritmust a QAPLIB kényvtér jél ismert tesztfeladataival ellendriztiik. Az
algoritmus a feladatok 98%-nal megtalalta a legjobb ismert megolddsokat,
vagy a legjobb ismert megoldds 1%-os kérnyezetébe keriilt.

1 Bevezetés

A kvadratikus hozzarendelési probléma (QAP), egy klasszikus kombinatorikai
optimalizdciés probléma. NP-teljes feladat, és egzakt megoldédsa csak kis-
méret(i feladatok eseten lehetséges, ill. gazdasdgos.

A probléma a kovetkezd: adott n objektum, melyet n killonbozd helyre
kell elhelyezni. Tudjuk, hogy fi; érték dramlik az i és j objektum kozt, és a k
és | hely kozti tavolsag pedig di;. Az objektumok olyan elrendezését keressiik,
amelynél az érték x tévolsig szorzatok Osszege minimdlis. Matematikailag
a kovetkez8képpen formalizdlhatjuk: legyen F' = {f;;} és D = {du}, két
n X n-es méatrix, és keresiink egy olyan 7* permutéciét, amelyre minimélis

WGH(TL) Z Z f“ s

i=1 i=j

ahol TI(n) n elem permutéciéinak halmaza és 7;, m; a 7 € Il(n) permutécio
i-edik és j-edik pozicidjdnak értékét jeloli.

A QAP alkalmazéssval szamos mérndki, ill. tudoményos feladatban taldl-
kozunk. Néhény gyakorlati probléma ezek koziil, pl. egyetemtervezési problé-
ma; irodék, szobék elrendezése irodahdzban, ill. korhdzban; VLSI lapocskéak
elhelyezése az alaplapon (részletesebben: (5], (8], [15]).

1 Beérkezett: 2001. december 8.
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A QAP egzakt megolddséra a dinamikus programozs, killénb6zé metszési
moédszerek és a korldtozés és szétvalasztds médszere alkalmazhaték. n =
20-ndl nagyobb méretii feladatok esetén az egzakt megoldést azonban nem
tudjuk meghatdrozni elfogadhaté idén belill [5]. Mivel a legtdbb gyakorlati
feladat nagyméretii probléma, {gy szdmos heurisztikat alkalmaznak, melyek
elfogadhaté id6n beliil j6 megoldést taldlnak.

Sokféle heurisztika létezik a QAP megolddsira. A legismertebb csoport-
Jaik a kovetkez6k: konstrukciés mddszerek, javité médszerek, szimuldlt hiités
(SA), tabukeresés (TS), evoliicids algoritmus (EA) valtozatok (pl. genetikus
algoritmus (GA), genetikus programozés (GP), evoliiciés stratégia (ES)),
hangya kolénidk (részletesebben pl. (8], [4], [15], [10], [12], [11]). Egyes heu-
risztikus médszerek gyorsasdga és pontossdga tovabb javithaté, pl. killonbozé
optimalizald, vagy parhozamos szamitdsokkal. Igy Ahuja et al. [1] a GA tel-
Jesitményét egyes miiveletek optimalizaldsdval, t&bb populdcié prhuzamos
alkalmazdsdval javitja; Talbi et al. [17] pdrhuzamos TS algoritmust fejleszt,
amely nagyméretii feladatok esetén is nagyon jé kozelitést nydjt az opti-
mumra; Bélte et al. [3] GP segitségével 4llit el jobb "hd {itemez8” fiiggvényt
az SA médszerhez. E mellett sz4mos més elven m{ik6dd heurisztikus médszer
alkalmazhaté. A médszerek kozt Boltzmann gép, vagy klaszterezé médszerek
szintén taldlhatdk.

A heurisztikus médszerek hatékonysdgat t6bb Gsszehasonlité tanulmény
vizsgalja (pl. [13], [16], [11]). Altalsban megllapithatd, hogy a mddszerek
a legjobb ismert megolddst 1%-on beliili pontossdggal képesek kozeliti; egyes
feladatokat mds-méds médszerek oldanak meg sikeresebben és a médszerek
egy része csak n < 100 méretii problémat tud eredményesen kezelni. A leg-
eredményesebb heurisstikdk a TS, SA és a "helyi javité” médszer ([1], [7]).

E heurisztikus médszerek korét egy Gjabb algoritmussal kivdnjuk béviteni,
Célunk, hogy az algoritmus

a) kis, kozepes, vagy nagyméret{i problémdknal egyardnt alkalmazhatd
legyen;

b) PC-n a szokésos feladatok esetén, elfogadhaté idSben nyujtson jé koze-
litést (a legjobb ismert megoldést 1%-on beliili pontossaggal kozelitse);
és

c) egyszeriien, néhdny paraméter besllitdséval legyen kezelhetd.

Az algoritmust a QAPLIB kényvtar [6] tesztfeladataival ellenériztik. A
feladatok 98%-4t sikeresen oldotta meg: vagy megtaldlta a legjobb ismert
megoldést, vagy a.legjobb ismert megolddst 1%-on beliili pontossiggal k-
zelitette meg. A feladatok tovabbi 2%-ban 1-1.5% pontossdggal kozelitette
a legjobb ismert megolddst. Osszehasonlitdsra a greedy genetikus algorit-
must [1] vélasztottuk. Megéllapithatd, hogy 1j médszeriink PC-n, dltaldban
r6videbb id6 alatt, kézel azonos pontossigi kozelitést taldlt, mint a greedy
genetikus algoritmus.

A tovébbiakban nézziik elészor az (j algoritmus lefrdsdt, majd a teszt-
feladatok megoldését, melyek az alkalmazds lehetSségét szemléltetik.
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2 Az algoritmus alapgondolata

Az algoritmus, nevezziik EF_QAP-nek (Evolutionary Framework for QAP),
egy korébbi klaszter-alapi optimalizdcids algoritmus (2| médositdséval jott
létre. Bgy olyan hibrid EA, amely az evoliciés ciklust egy helyi keresé
eljardssal boviti. Uj algoritmusunk azonban a konvergencia gyorsitdsa és
minél jobb minéségii eredmények elérése érdekében, a kordbbi hibrid EA-ktol
eltérden nem egy, hanem 3 fazisb6l dll. A hérom fézis mindegyike egy-egy EA,
amelyeket egymés utédn kell végrehajtani. Az elsé fazis egy ”elSkészits” fdzis,
amely a kezd6 populdcié mindségét kivanja javitani. A mésodik fdzis olyan
hibrid EA, amely keresés kdzben folyamatosan néveli a populécié méretét. E
méret noveléssel gyorsitani kivédnja a konvergencidt. Végiil a harmadik fazis
folytatja a megolddsok javitdsst. Eltéréen a masodik fazistdl itt dllandd a
populdcié mérete, viszont a legrosszabb megolddsokat periodikusan ujakra
cseréli az algoritmus.

Az algoritmus tehdt hirom EA-bél 4ll. Tekintsuk a permuticidkat egye-
deknek (vagy megoldésoknak). Minden EA-ban generdciénként (iterdcién-
ként) egy sziilébdl mésoldssal egy utédot hozunk létre. Mutécidt (néhény pér-
csere a permutaciéban + helyi keresd eljdrds) alkalmazunk, majd az utédot
a leghasonlébb egyeddel (vagy magéval a sziilével) parba allitva szelektalunk
az egyed és az utéd kozt (crowding selection). Jéségi fiiggvénynek (fitness
function) a Z fiiggvényt vilaszthatjuk. Az EF_QAP miikddését meghatdrozé
hirom EA feladata részletesebben a kdvetkez6:

1. Az elsé fizisban az algoritmus elszor véletlenszertien generélja a kezdd
populécié egyedeit. Uténa véletlenszerfien generdlt utédokkal prébélja
javitani 8ket. Egy utéd mindig csak a leghasonlébb kordbbi megoldést
javithatja.

2. A masodik fézisban a megolddsok min8ségét muticiéval, azaz egy Ossze-
tett helyi keresS eljirdssal javitja. Az eljdrds a megolddsok javitdsihoz
a megolddsok kornyezetében olyan utédokat valaszt, melyek a kordbbi
megoldésbdl (permutéciébél) 1-2 pércserével és egy szomszédsdgban
keresd eljdrassal el6allithatdk (A mutécié tehat az 1-2 pdrcsere + szom-
szédsdgban keresé eljirds transzforméciéval éllitja eld a szillobdl az
utédot). A javitésra kerilld megoldds kivélasztdsdban prioritdst élvez
a legjobb, legkisebb Z fiiggvényértékil megoldas. 0.5 valdszintséggel a
legjobb, 0.5/t valésziniiséggel (ahol ¢ a populdcié mérete) pedig tetsz6-
leges megolddst valaszt az algoritmus.

A helyi keresd eljérds tehat a véletlenszeriien vélasztott egy-két parcsere
utén egy szekvencidlis, szomszédsdgban keresd eljdrdst alkalmaz, amely
végigvizsgdlja az 1ij elem szomszédos permutéciéit. E szekvencidlis,
szomszédsdgban keresé eljaras (sequential neighbourhood search, [8]) a
permutdcié poziciéin a kévetkezd sorrendben alkalmaz parcseréket:

(1,2),(1,3),...,(1,1),(23),..., (n —1,n),(1,2),...
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Az algoritmus a szomszédsdgban keress eljardst mindaddig alkalmazza,
amig lehetséges az eredmény javitdsa. Ha a keresés végére ért, és
keresés kozben valamely pércsere javitott a helyi optimum kozelités
értékén, Gjbol kezdi a szomszédsdgban keresd eljardst. Emellett, hogy
a végrehajtdsi idét gyorsitsa, a fliggvényérték szdmitdst Taillard [16]
moédszerével szintén egyszerfisiti. Ehhez az 4 és § objektumok cseréjénél
el6szor csak a fiiggvényérték valtozdsit szamolja ki

AZ = fii(d‘lrj‘rrj - dmm) + fij(d-/rjm - d'lr“rj) -+
+ fji(dﬂ'iﬂ'i - d"fj‘ll’j) + fjj(d"riﬂ'i - dﬂ'j"'j) +
+ Z (fk:’l;(dﬂ'kﬂ'j - d‘n'k‘ll'i) + fkj(d‘rrk'lri - d‘n‘kﬂj) +

k=1l..n
k#i,j

+ fjk (d7r]-1nc - dﬂ'i‘rrk) + fik(dw_.,-‘/rk . dﬂ'j‘ll'k))

Ha a AZ <0, akkor —AZ-vel javul a fiiggvény értéke. Az algoritmus
a pércserét ténylegesen csak abban az esetben hajtja végre, ha javul a
fiiggvény értéke.

Altaldban a korabbi megolddsbdl az 1-2 pércsere -+ szomszédsdgban
keresé eljdrds transzformdciéval egyre jobb megolddst kapunk, Egyes
feladatoknél a tovébblépéshez azonban az 1-2 pércsere nem mindig ele-
gendo, az algoritmus valamely lokdlis optimumnél "elakad”. A meg-
olddsok javitdsa érdekében ezért Gjabb megolddsokat generdl az algo-
ritmus. Egy jabb megolddst valamely mdr létezé megolddsbél vélet-
lenszerlien, maximum 7/8 szdmd parcsere + szomszédsdgban keresd
eljdrds transzforméciéval dllit eld. fgy az 1j megolddsok a meglévik
"kozelében” keletkeznek, és mint djabb valtozatok, novelik annak az
esélyét, hogy az algoritmus kdzeliteni tudjon a globélis optimumhoz.
Az algoritmus ezért a mésodik fizisban periodikusan, mindaddig jabb
megolddsokat generdl a meglévk kornyezetében, amig a megolddsok
(egyedek) széma egy maximélis értéket el nem ér.

3. A harmadik fizisban az algoritmus folytatja a mésodik fézis helyi keress
eljdrdsdval a megolddsok javitdsdt. Szintén generdl Gjabb megolddsokat,
de lecseréli veliik a legrosszabb megolddsokat. Legrosszabbnak a leg-
nagyobb célfiiggvény értékii megolddsokat tekinti az algoritmus, és pe-
riddusonként adott szdzalékukat cseréli le.

3 Az algoritmus

Jelblések

Vezessiik be a kdvetkezs jeloléscket:

e Jeloljiik az egyes EA-kat EAL, EA2 és EA3-al.
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Ugyanazon populéciét alkalmazza mindhdrom EA. Legyenek api,...,pt
permutacick az egyedek (megoldésok). Jeldlje az it-edik generacié po-
puldciéjgt P(it), és az i-edik egyedet p;. A josdgi fliggvény legyen
azonos a Z fliggvénnyel.

Jelolje Csere(q) a parcsere eljérés-t. Az eljdrds a g permutacidban
véletlenszeriien kicseréli két pozicié értékét.

Jeldlje Nhs(q) a szekvencidlis, szomszédsdgban keres6 eljardst, amely
a q utéd szomszédos permutdcidit mindaddig ismételten végigvizsgilja,
amig a megoldds értékén lehetséges javitani. Ha tud javitani, minden
alkalommal végrehajtja a pdrcserét a ¢ megoldasban.

Jelolje Ujegyed az 1ij megolddst generdlé eljirdst. Az eljards gy gene-
rdl egy 1j ¢ megoldast, hogy véletlenszeriien valaszt egy pi-t (pi # 0,
i € {1,2,...,t}), dtmdsolja g-ba, alkalmazza ra maximum n/8-szor a
Csere(q) eljardst, majd az Nhs(q) eljdrdst. ¢ a ¢ + 1-edik egyed lesz.

Jelolje SortDel a rendezd eljardst, amely a prototipusokat a Z figg-
vényértékek szerint ndvekvd sorba rendezi, torli a legrosszabb megoldé-
sok ddp szézalékat, és helyettilk 1j megolddsokat generdl.

Az z és z permuticié hasonlésiginak mértékét H(z, z) = 1/(1+d(z, z))
hatérozza meg, ahol d(z, z) a két permutécié Hamming-tévolsaga.

Jelslje a véletlenszadm generdtort Rnd (egyenletes eloszlds (0, 1)-en).

Paraméterek

7 paraméter befolydsolja az algoritmus futdsat: trmaz, £, itt, kn, ddp, m és
timeend. Szerepiik a kdvetkezé:

tmazx - a populdcié maximélis mérete.
t - a populdcié maximdlis mérete az els6 fazisban.

itt - az 1. fizis paramétere. Ha az it iterdcié szam nagyobb, mint 4tt,
megkezdddik a 2. fazis.

kn - az ellenérzések id8pontjat meghatérozé paraméter. A legjobb meg-
olddsok megkeresése, vagy a legrosszabb megolddsok tOrlése, tjakra cse-
rélése csak minden kn-dik iterdciéban torténik.

m - a 2. fizis paramétere. A 2. fizisban az algoritmus minden m-dik
iteraciéban noveli a populécié méretét.

ddp - a 3. fizis paramétere. A legrosszabb megoldésok ddp szézalékat
torli a 3. fazisban.

timeend - a megalldsi feltétel paramétere. Az eljdrds befejezddik, ha a
futssi idé (CPU idé mésodpercben) nagyobb, mint timeend.
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Az algoritmus 1épései

Procedure EF_QAP(tmaxz, t, itt, kn, ddp, m, timeend, opt, oplp)

*X @A R
it := 0, glob:=1. /* Kezd8értékek besllitdsa
Legyen p; € II(n) (i = 1,...,t), P(it) — {p1,... , Pt} /*Kezdé populécié
Z(p1), ..., Z(pt) kiszadmitdsa
Repeat
i:=[t*Rnd] + 1, ¢:=p; /* Utéd generilis
For j:=1 to [n/2] do Csere(q) od /*Mutécié
Z(q) kiszdmitdsa
Legyen H(q,p.) = max; H(q,p;); 5,2 € {1,2,...,t}. /*Hasonldsdg vizsgélat
If Z(q) < Z(p.) then p, == ¢ fi /*Szelekcid
it =it + 1, P(it) — P(it — 1)
until itt < it /* 1. fzis ismétlési feltétele
Kk EAD *E
Repeat
Repeat
If 0.5 < Rnd then ¢ := giob else i := [t «+ Rnd] + 1 fi /¥ Utéd generdlds
q:=p;
For j:=1to [Rnd * 2] + 1 do Csere(q) od Nhs(q) /*Mutécié
Z{q) kiszdmitésa
If Z(q) < Z(p;) then p;, :=q fi /*Szelekcid
it =it + 1, P(it)  P(it — 1)
If (it mod m) = 0 then Ujegyed fi /* Az egyedek szdm&nak novelése

until (it mod kn) # 0
Legyen Z(p;) = minjy Z(p;), 4,5 € {1,2,... 1t} glob := 4 /*Legjobb kozelités kivilasztisa
opt = Z(glob), optp = pyiop

If "futdsi id6” > timeend then exit fi /* Megallssi feltétel
until t < tmaz /* 2. fazis ismétlési feltétele
*E EAG k*

Repeat

Repeat
i:=[t*Rnd]+ 1, q:=p; /¥ Utéd generdls
For j:=1 to [Rnd » 2] + 1 do Csere(q) od, Nhs(q) /¥ Mutécis
Z(q) kiszdmitdsa
If Z(q) < Z(p;) then p; := q i /¥ Szelekcid
it =it + 1, P(it) — P(it — 1)

until (it mod kn) # 0 /* Ismétlési feltétel

SortDel /* Legrosszabb egyedek tijracserélése

Legyen Z(p;) = min; Z(p;), 4,5 € {1,2,.. ., t}, glob := i /* Legjobb kozelités kivilasztdsa
opt = Z(glob), optp = pgie
until "futdsi id8" > timeend /* Megallasi feltétel

exit
end

4 Tesztproblémdk megoldisa

4.1 Paraméterek megvilasztdsa

QAPLIB konyvtar? feladatainak megoldasdhoz el6szor néhany nehezebb teszt-
problémaét vélasztottunk ki, amelyeknél a konvergencia sebességét, a megoldds

2http: //fmatbhpl.tu.graz.ac.at/ karisch/qaplib
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mindségét a paraméter értékek fliggvényében vizsgiltuk. A megfeleld para-
méter értékek megvilasztasdhoz minden paraméter sgercpet kiilon mzsgaltu\{
tanulmanyoztuk kiilon-kiilon a hdrom fdzis szerepét, és végiil a legjobb para—
méter-kombindcid kivalasztdsdt kiséreltiik meg.

E koriiltekintd folyamat végeredményét a kovetkez8képpen foglalhatjuk
Ossze:

o Az elsd fazis szerepe fontos, javitja a megolddsok minéségét. Altaldban
kisebb szérassal kapjuk a végeredményeket e fizis alkalmazdsa esetén.
Altaldban 400 véletlenszertien generalt megoldés elegendd a kezdé popu-
14cié mindségének javitdsdhoz (1t = 400).

o A mésodik fazis gyorsitja a konvergencidt. ¢ = 10 kezdépopulacié méret
alkalmazésaval a tesztproblémak tobbségénél a leggyorsabb, és legjobb
kozelitéseket lehet elérni. (A t = 2 érték az esetek 30%-ban nagyon jé
eredmény nyijt, a tobbiben a t = 10 megfelelébb.)

e Az m és kn paraméterek, amelyek a populdcié méret ndvelés es az el-
len8rzések idépontjat hatdrozzdk meg, figgnek a dimenzidtdl. Ertékeik
azonosak lehetnek és kis, kozepes és nagy dimenzidk esetén (10-30, 31-
89, és 90- ) rendre 50, 25 és 5 értékek a megfeleldek.

e A harmadik fizisban a populdcié mérete szintén dimenzidfiiggd. Kis,
kézépes és nagy dimenziénal rendre 30, 30 (vagy 60) és 90 elemi popu-
l4ciét (tmaz) célszeril alkalmazni. A ddp paraméter értéke feladattdl
fiiggetlenul 0.3-nak valaszthato.

o A futdsidék feladatfiiggbk. A kiilonbozd nehézségll feladatok megol-
désdhoz ugyanazon dimenzi6 esetén is mds-mds futdsidSk sziikségesek
a megkivant pontossig eléréséhez. Igy minden feladatnél kiilon kell a
futdsidét (timeend) becsiilni.

E dimenzi6tdl fiiggd, hdromféle paraméterkombindciét alkalmaztuk tehat
a. QAPLIB feladatainak megolddsanal:

kis dimenziéknal:

t=10, tmaz =380, m=250, kn=250, ddp=0.3, itt=400;
kozepes dimenzidknél:

t=10, tmazr =30, m=25 kn=25ddp=0.3, itt=400;
nagy dimenziéknal:

t=10, tmaxr =90, m=25 kn=5 ddp=03 ittt =400

Néhdny nehéz feladat esetében (3%-a a feladatoknak), amelyeknél csak
1-1.5%-0s pontossdggal tudtuk a legjobb ismert megolddst koézeliteni, a t =
tmazx = 60 paraméterértékek megfeleld eredményeket adtak.
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4.2 Teszteredmények

Algoritmusunk tehét a QAPLIB kényvtér [6] tesztproblémaival ellendriztiik.
EF_QAP a problémdk 98%-4t sikeresen oldotta meg; a legjobb ismert meg-
oldést 1%-on beliili pontossiggal kozelitette meg, vagy megtaldlta az ismert
legjobb megold4st.

Bemutatédsra harom csoportot vélogattunk a problémdk koziil. Arra to-
rekedtiink, hogy eredményeink sszehasonlithaték legyenek més mddszer(ek)
eredményeivel, és kiilénbozd dimenziéjd, tipusi feladatok egyarant szerepel-
Jenek kézottilk. Az els§ csoport egy ilyen vélogatds (Bélte et al. [3] 14
vélogatott tesztprobléméja), a masodik csoport a QAPLIB tovabbi 100-256
dimenzidés problém4i és a harmadik csoport, néhany idéigényesebb probléma,
melyet sikeresen oldott meg az EF_QAP.

Osszehasonlitéshoz Ahuja et al. [1] greedy GA mddszerét (jelslés: gGA)
vélasztottuk, mellyel a QAPLIB maximum 100 dimenzids problémainak til-
nyomo részét megoldottak (100 dimenzi6 feletti problémak megolddsira nem
alkalmas a gGA). A gGA-t C-ben programoztdk és egy HP 6000 szdmitégépen
futtattdk. Mi az EF_QAP-t Visual Basic-ben programoztuk és egy HP Brio
(400 Mhz) szdmitégépen futtattuk. Bar s mi algoritmusunk lassabban futott,
az 1d6eredmények mégis lehetévé tették a mddszerek dsszehasonlitisst.

A 14 vélogatott tesztprobléma eredményét az 1. tdbldzat, a tovdbbi, ma-
gasabb dimenzi6s problémak eredményét a 2. tabldzat, az "idbigényesebb”
problémdk eredményeit pedig a 3. tdbldzat tartalmazza. Mindhdrom tablansl
a bemutatott eredmények t5bb futtatés atlagos eredményei: a 70 dimenzié
alatti problémékat 10-szer, a magasabb dimenziésakat pedig 5-szor futtattuk
le. Az egyes problémék futési idejét a timeend paraméterrel adtuk meg. (Egy
probléma minden egyes futdsénél eredménynek a végs6 pontossdgot és a pon-
tossdg eléréséhez sziikséges futdsi id5t tekintettiik). A tdbldkban megadtuk a
probléma nevét és dimenzidjat, az ismert legjobb megoldést, az ismert legjobb
megoldéstdl vald dtlagos elétérést szdzalékban (hiba), az 4tlagos futdsi idét
(CPUsec), a timeend paraméter értékét és az ismert legjobb megoldés 1%-os
kérnyezetébe esd megolddsok szizalékit (Opt1%). Az EF_QAP és a gGA
osszehasonlitdsdhoz a gGA adatait is megadtuk (amennyiben ismertek).

Név Dim | Ismert Hiba (%) CPUsec Optyo;
legjobb | ¢GA | EF-QAP gGA EF-QAP | timeend | EF.QAP
Nug20 20 2670 | 0.00 0.00 48.9 10.3 12 100
Nug30 30 6124 | 0.07 0.11 177.1 73.6 105 100
The30 30 | 149936 | 0.00 0.27 197.8 80.2 150 100
Thod0 40 | 240516 | 0.32 0.28 479.0 129.7 150 100
Skod?2 42 15812 | 0.25 0.20 503.1 302.7 500 100
Sko49 49 23386 | 0.21 0.29 626.1 338.0 500 100
Wil50 50 48816 | 0.07 0.10 | 1057.6 430.2 650 100
Sko56 56 34458 | 0.02 0.15 | 1488.0 1077.0 1350 100
Skot4 64 48498 | 0.22 0.36 | 1894.1 1654.0 1800 100
Sko72 72 66256 | 0.29 0.23 | 2539.0 1383.0 1800 100
Sko81 81 90998 | 0.20 0.33 | 5482.1 4789.0 5000 100
Sko90 90 | 115534 | 0.27 0.34 | 6348.9 6336.0 6500 100

1. tdbldzat. Vilogatott tesztproblémak
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Név Dim Ismert Hiba (%) CPUsec Optig,
legjobb | GA | EF.QAP | sGA | EF_-QAP | timeend | EF-QAP
Skol0O0a | 100 152002 | 0.21 0.31 | 16608 2348 2500 100
Skol0O0b | 100 153890 | 0.14 0.14 | 14735 1829 2000 100
Skol00c | 100 147862 | 0.20 0.18 | 20314 3818 4200 100
Skol00d | 100 149570 | 0.17 0.34 | 20302 7751 9000 100
SkolO0e | 100 149150 | 0.24 0.30 | 20127 7942 9000 100
Skol00f | 100 149036 | 0.29 0.46 | 20479 6112 7500 100
Wil100 100 273038 | 0.20 0.26 | 20544 4525 8000 100
Tail00a | 100 21125314 0.98 16328 20000 100
Tail00b | 100 | 1185996137 0.88 5449 6000 100
Esc128 128 64 0.00 359 1200 100
Thol50 150 8133484 0.43 23564 26000 100
Tail50b | 150 | 498896643 0.80 11809 13000 100
Tai256¢ 256 44759294 0.14 35458 36000 100

2. tibldzat. Magasabb dimenziés tesztproblémdk

Név Dim | Ismert Hiba (%) CPUsec Optyg
legjobb | gGA | EF_-QAP | gGA | EF.QAP | timeend | EF. QAP
Chr20b 20 2298 | 5.13 0.50 96 279 450 80
Ste36a 36 9526 | 0.27 0.06 710 690 1000 100
Lipa50a 50 62093 | 0.95 0.68 | 15486 678 1200 100
Lipa50b 50 | 1210244 | 0.00 0.00 | 1509 282 500 100
Lipa60a 60 107218 | 0.77 0.79 3057 1518 2000 100
Lipa60b 60 2520135 | 0.00 0.00 3047 1289 2000 100
Lipa70a 70 169755 | 0.71 0.76 6148 1757 2000 100
Lipa70b 70 4603200 | 0.00 0.00 6122 3026 5000 100
Lipa80a 80 253195 | 0.61 0.59 | 9518 3600 5000 100
Lipa80b 80 7763962 | 0.00 0.00 | 94989 4463 7000 100
Lipa90a 90 360630 | 0.58 0.56 | 12358 4123 6500 100
Lipa90b 90 | 12490441 | 0.00 0.00 | 12319 8147 14000 100
Tais50a 50 4941410 1.07 1490 3000 50
Tai60a 60 7208572 0.85 6948 7200 100
Tai80a 80 | 13557864 1.00 8862 14000 60

3. tablizat. Id8igényesebb tesztproblémdk eredményei

Az 1. tdbldzat eredményeit vizsgdlva megédllapithatd, hogy az EF_QAP
gyorsabb a gGA-nsl. Altaliban az EF_QAP 2-3-szor hamarabb taldlja meg
a hasonlé pontossigd megolddst (0.1%-o0s az eltérés a két mddszer ered-
ményeiben). A megoldds menetét vizsgilva megallapithatd, hogy a kivént
pontossdgot mar a méasodik fzisban, néhdny djabb megoldas generdldsdval,
gyorsan eléri az algoritmus.

A 2. tiblazat eredményei hasonléak az elz6hoz: az EF.QAP ismét gyor-
sabban taldlta meg a hasonlé pontossigd eredményt (A QAPLIB maga-
sabb dimenziés probléméinak csak a felénél ismertek a gGA eredményei).
A megoldds menete ugyancsak hasonl az eléz6 feladatokéhoz; itt is a kivant
pontossigot mar a misodik fézisban elérte az algoritmus, nem volt sziikség
a harmadik fazis helyi keresésére.

A 3. tablazat azon feladatokat, feladatcsoportokat gyiijti Gssze, amelyeket
az EF_QAP algoritmus &tlagosndl hosszabb id¢ alatt oldott meg. Az idé-
adatokat osszehasonlitva ennek ellenére most is az EF_QAP bizonyult gyor-
sabbnak, csak most nagyobb a szdrds az egyes mddszerek idoadatai kozt. E
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feladatokndl minden esetben szikség volt a harmadik fézis helyi keresésére
is. Ilyen problémak pl. az Ste36a, Lipa50a, Lipa50b, ..., Lipa90a, Lipa90b
voltak.

Az idbigényesebb problémdk egy kis részénél viszont a mésodik fdzis
"gyors” helyi keresése bizonyult eredménytelennek (azaz, a szokisos mdd-
szerekhez képest csak lassabban tudta a globélis optimumot kdzeliteni). Fel-
tételezve azt, hogy a helyi optimumok értékei alig kiilénboznek egymastdl, si-
keriilt e feladatokat is gyorsabban megoldani. E feladatokn4l az elsS fizisban
mindjdrt a maximalis populacié méretet alkalmaztuk (¢t = tmaz). Evvel au-
tomatikusan kihagytuk a mésodik fdzist, és a harmadik fdzis helyi keresése
mdr kell6 gyorsasdggal adta a kivdnt eredményt. Ilyen problémék, pl. tai50a,
tai60a, tai80a voltak. E tdbla problémdi kozt taldljuk ugyancsak azt a hdrom
feladatot (chr20b, tai50a és tai80a), amelyeket nem tudott az algoritmus min-
den esetben kell6 pontossdggal megoldani.

A QAPLIB tovabbi feladatait szintén sikerrel oldotta meg az EF_QAP.
Minden feladatot dtlagosan 0.00 (vagy nulla) hibdval oldott meg és dltaldban
2-3-szor hamarabb talilta meg a gGA-hoz képest a hasonlé pontossigi meg-
old4st.

Osszességében megallapithaté, hogy az EF_QAP a QAPLIB tesztproblé-
mdit meg tudja oldani, és hdrom probléma kivételével, a megolddsok mindig
az ismert legjobb megoldds 1%-os kornyezetébe esnek. A futdsi id8k Sssze-
hasonlitdsa igen nehéz kiilonbdz8 gépek és programozdsi nyelvek esetén, de
kisérletet tettiink a gGA-nal publikdlt futdsi idék [1] dsszehasonlitdséra. Ezek
alapjn az EF_QAP &ltaldban 2-3-szor gyorsabban taldlja meg a hasonlé pon-
tossdgl eredményt, mint a gGA.

5 f)sszefoglalés

Az EF_QAP egy héromfézisi evoliciés algoritmus a QAP megoldésara. Olyan
heurisztika, amellyel kis, kézepes és nagymeéretli feladat egyarant megold-
haté. Az algoritmus a QAPLIB kényvtar jél ismert teszt probléméit sike-
resen oldotta meg, a feladatok 98%-ban az ismert legjobb megoldds 1%-os
kornyezetébe keriilt, vagy megtaldlta az ismert legjobb megolddst. Osszeha-
sonlitva egy mdsik heurisztikus médszerrel, Ahuja et al. [1] gGA médszerével,
megallapithatjuk, hogy az EF_QAP, a 100 dimenziésnél nem nagyobb feladok
esetén, 2-3-szor révidebb id6 alatt nyijtja a hasonlé pontossigii eredményeket.
Az algoritmus miik6dését 7 paraméter befolydsolja, de tdbbségik a kii-
16nbozd feladatokndl azonos, rogzitett értékkel haszndlhaté. Az algoritmus
miikodését vizsgélva megéllapithats, hogy a tesztproblémék esetén az is-
mert legjobb megoldast 1-2%-o0s pontossdggal viszonylag hamar meg tudja
kozeliteni. Utdna fokozatosan, egyre lassabban javitja a kozelitéseket. A kon-
vergencia gyorsitdsat az algoritmus els6 és mésodik fézisa segiti. A gyorsasig
szempontjabdl kiilénosen a 2. fézis fontos: az Gjabb kozelitések generaldsgval
lényegesen meg tudja névelni a keresés gyorsasigat és hatékonysigst.
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A HEURISTIC ALGORITHM FOR THE QUADRATIC ASSIGNMENT
PROBLEM

In this paper we describe a new evolutionary algorithm for the Quadratic Assign-
ment Problem. This method can be divided into three stages: a preparatory and
two local search stages. The first stage improves the quality of the initial popu-
lation. The second stage improves the quality of the solutions with a local search
procedure while periodically generating new solutions. In the third stage the al-
gorithm continues the application of the local search procedure and replaces the
weakest solutions with new ones. We tested our algorithm on all the benchmark
problems of QAPLIB. The algorithm managed to find solutions which are either
best known or within 1% of the best known solutions for 98% of all tasks.



Szigma, XXXIII. (2002) 1-2. 69

KESZLETELOSZTASI JATEK ES OPTIMALIS
OSSZMENNYISEG MESTERSEGES PTACOKON *

UJHELYI GERGELY
CEU Economics Department és Rajk Laszlo Szakkollégium, Budapest

A dolgozat kiilénbdz6 piacszerkezetek esetén targyalja a mesterséges piacok
kialak{tdsdnak két kulcsproblémdjit: a piaci jészdg Osszes mennyiségének
meghatérozdsit és e jészdgmennyiség szétosztdsit a szereplSk kozott. Az
elosztds modellezéséhez hasznélt ”készletelosztasi jaték” segitségével a haté-
konysagtdl kiilonbozé elosztési elvek tulajdonsigai is vizsgdlhaték Megmu-
tatom, hogy ezek a tulajdonségok a piaci szerkezettel valtoznak. Az Gsszes
mennyiség meghatdrozdsit egy tdrsadalmi tervezd feladataként tdrgyalom.
Beldtom, hogy az optimélis Osszmennyiség médosul a piaci szerkezet és az
elosztdsi szabély valtozdsaval. A kovetkeztetések alkalmazdsi lehetOségeit egy
gyakorlati példén, a szennyezési jogok nemzetkézi kereskedelmén keresztiil
mutatom be.

1 Bevezetés

A gazdasdgi szabélyozds egyes teriletein egyre nagyobb szerephez jut a mes-
terséges piacok kialakitdsa. Ilyen a kornyezetszabdlyozas, ahol a tulajdon-
jogok (szennyezési jogok, vizhasznalati jogok) kereskedelmére épiil6 kiilonbozd
rendszerek terjedSben vannak. Egy mésik teriilet a mezégazdasag, ahol egyes
termékek (pl. tej, dohdny) termelési kvétdinak kereskedelmére van sokhelyutt
lehet&ség. A szerzddéselvii politikai filozéfia megkozelitésében az emberi
térsadalom egésze is egy mesterségesen (az emberek szerz8désén keresztiil)
létrehozott piacot alkot.

E piacok kialakitdsdnak hdrom kulcslépése a kdvetkezd: 1. a piaci joszég
Osszes mennyiségének meghatdrozésa; 2. e jészdgmennyiség szétosztdsa a
szereplék kozott; 3. a piac miikodése (a piaci szerkezet). A killonbozd al-
kalmazésokban az 6sszmennyiséggel kapcsolatos legfontosabb kérdések, hogy
mekkora annak optimalis nagységa, valamint hogy ezt milyen koriilmények
befolyasoljdk. Mekkora legyen a szétosztand6 szennyezési jogok Osszes meny-
nyisége? A gazdasigi kornyezet mely jellemz&it vegylik figyelembe a teljes
tejkvéta megéllapitasakor? Elsfordulhat-e, hogy a teljes jészdgmennyiség

1Beérkezett: 2002. februdr 19. A tanulmény a BKAE-n készitett szakdolgozatom &t-
dolgozott viltozata (Ujhelyi, 2001). Szeretném megkdszonni Forgd Ferenc észrevételeit és
tdmogatdsit, koszondm tovabba Kaderjék Péter, Reiff Addm, Simonovits Andras, Szabd
Andrea, Szakadéat Lészld, Véradi Baldzs és Virdg Gabor megjegyzéseit a kordbbi viltoza-
tokhoz. A kutatds sordn sokat segitett a Rajk Ldszlé Szakkollégium inspirdlé légkore is.
Levelezési cim: 1118 Budapest, Hdromszék u. 17/B. E-mail: ujhelyi@rajk.bke.hu
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optimalis marad, ha véltoznak a piac miikddési feltételei — példaul tranzak-
ciés koltségek jelennek meg? A jészdg kezdeti szétosztdsival kapcsolatban
elsésorban a kiilénboz6 elosztdsi elvek tulajdonsdgai fontosak. Milyen kap-
csolatban 4ll a szennyezési jogok vagy a termelési kvétak hatékony elosztdsa
az ,,igazsdgossdg” killonbozd kritériumaival? Hogyan véltoznak ezeknek az
elveknek a jellemz6i, ha médosul a piac miikodése? Ezek olyan, a gyakorlati
alkalmazdsokban lényeges kérdések, amelyek 4ltaldban kimaradnak a kdzgaz-
dasagi elemzésekbdl.

A mesterséges piacokkal foglalkozé kozgazdasagi kutatdsok jellemzden a
3. lépcsére Gsszpontositanak, és a kiilonb6zd piacszerkezetek tulajdonsigait
vizsgéljdk — az olyan alapmiivekre, mint Hahn (1984) vagy Stavins (1995)
részletesen fogok hivatkozni a késébbiekben. Ezek az osszmennyiséget egzogén
adottsdgként kezelik, az elosztdsi elvek térgyaldsindl pedig nem lépnek til a
hatékonysdgon. Ebben a tanulményban ezért a piacszerkezetek hagyoméanyos
modelljeire épitve az Gsszmennyiség meghatdrozasit és az elosztast, illetve
ezek kolcsonhatésait vizsgdlom. Az 6sszmennyiség meghatdrozdsit egy téarsa-
dalmi tervezd optimumfeladataként irom fel, az elosztds modellezésére pedig
egy kooperativ alkujatékot, , készletelosztdsi jatékot” hasznilok. Ez utdbbi
segitségével a hatékonysig mellett lehet8ség nyilik kiilonféle ,,méltdnyos”
elosztési elvek vizsgalatdra, is.

E tanulmdny szelleméhez kozel 41l Amacher-Malik (1996) és (1998), akik
kooperativ alkujatékot haszndlnak véllalatok és egy kornyezetszabélyozé ha-
tésdg kozti kapcsolat leirdséra. Ndluk az alku a véllalatok szennyezésére és
a szabdlyozds médjdra vonatkozik. Egy masik elézménynek a klimavéltozdsi
egyezmények elméleti irodalma tekinthetd, ahol a kooperativ jatékelmélet az
elemzés hagyoményos eszkozei k6zé tartozik (ldsd pl. Carraro - Siniscalco,
1993; Barrett, 1994; Chander - Tulkens, 1997). Ebben a megkdzelitésben
az orszagok koalicidkat alkotva, vagy kooperativ alkufolyamatokon keresztiil
hatdrozzak meg a szennyéscsokkentéseket. Ugyanakkor a szennyezési jogok
kereskedelme, vagyis a piac hidnyzik ebbdl az irodalombdl. A modellek-
ben az orszdgok nem indulékészletekrsl, hanem magérél a szennyezdanyag-
fogyasztasrél alkudoznak. Ez az irodalom tesz utaldst az Osszes szennyezés
endogén meghatdrozasara is, azonban itt sem hasznélja a piac modelljeit.

A dolgozat felépitése a kovetkezé. A 2. szakaszban megadom a vizsgilt
hérom piac-modellt. A 3. szakasz a jogok elosztdsdt elemzi: bevezeti a jogok
elosztdsat leird "készletelosztdsi jatékot” és a vizsgalt megoldasi elveket. Ezek
utdn lefrom a kiilénb6z6 megolddsok alapjén myert eredményeket a hirom
piacon. A 4. szakasz tdrgyalja az Osszmennyiség meghatdrozdsit verseny-
z6, majd tokéletlen piacok esetén. Az 5. szakaszban az elmondottak egy
fontos alkalmazdsi lehet8ségét mutatom be a szennyezési jogok nemzetkdzi
kereskedelmével kapcsolatban. Végiil a 6. szakasz az dsszefoglaldst és az elem-
zés tovabbi lehetSségeit tartalmazza. A 3. és 4. szakaszok végén egy szém-
példa szemlélteti a leirtakat. A kevéshé érdekes bizonyitdsok fiiggelékben
szerepelnek,
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2 A piac

Ebben a szakaszban bevezetem a (mesterséges) piac hdrom egyszerdi mo-
delljét, amelyekre a késSbbiek sordn épiteni fogok. Ezek a versenyzdi, a
tranzakcids koltségeket tartalmazd, és az drmeghatdrozé jétékossal miikodd
modellek.

A versenyz0i piac

A piac résztvevéje n db 4 = 1,...,n indexszel jelolt jatékos. A piacon adott
a q joszdg 7 Osszes mennyisége és q° = (¢?,...,q0) elosztésa, 3" ¢° =q. Ter-
melés nincs. Jelolje u;(g;) folytonos, kétszer derivdlhato, szigorian konkdv
fliggvény a ¢; nagysdgi (pozitiv) fogyasztdsbdl szdrmazé hasznossigot az i-
edik jatékos szdméra. Legyen ¢ az i-edik jatékos telitédési pontja, méghozzd
ui(gy) = 0, ui(e) > 0 g € [0,¢¥), ui(es) <0 ¢ € (gf,00), & legyen
u;(0) = 0. A piacon a jétékosok értékesithetik az el nem fogyasztott készletet,
illetve tovabbi jészigegységeket vasarolhatnak a p piaci dron. Felteszem,
hogy a jatékosok hasznossdga a pénzben linedris, vagyis az i-dik jatékos fela-
data
maxui(g:) — p(ei — ) -

A versenyzd piacok egyenstlydt jellemz6 szokdsos elsérendd feltétel a kovet-
kez6:

ui(a) =p, (2.1)

amely szerint optimumban a hatdrhasznok kiegyenlitddnek. Latszik tovabba,
hogy a jatékosok indulSkészletiiktél fliggetleniil hozzédk meg fogyasztdsi don-
téseiket.

Tranzakcios koltségek

A piac miikddésével jaré tranzakciés koltségek nagyok lehetnek a mester-
ségesen létrehozott piacok esetén. A piacra valé belépés, az informacidhoz
val6 hozzdjutés és a tranzakciSk lebonyolitédsa nehézkes lehet (Stavins, 1995).
Kiilondsen a miikodés kezdetén, a jatékosok szdmdra magas koltségekkel
jarhat a szabalyok megismerése, elsajititasa (OECD, 1998).

A tranzakciés koltségeket tartalmazé modell Stavins (1995)-6n alapul.
Tegyiik fel, hogy a piaci tranzakcidban résztvevé jatékosok a tranzakeid vo-
lumenétd] fiiggben koltségeket szenvednek el. Az i-edik jatékos altal vasdrolt
(vagy eladott) Osszes mennyiség legyen t; := ¢; — ¢?. T'(t;) jeloli a nem-
negativ, folytonos és differencidlhaté tranzakcids koltségfiggvényt, amelyre
T(t;) = T(—t;), vagyis a koltség szempontjdbdl mindegy, hogy a jétékos
vevéként vagy eladéként jelenik meg a piacon. Ez utébbi feltételbSl konnyen
14tszik, hogy T"(0) = 0, vagyis a tranzakciés hatérkoltség 0 tranzakeié esetén
zérus.?

2P(t) = T(—t) miatt dT(t)/dt = —dT(—t)/dt teljesiil. Ha T’(0) létezik, akkor
dT'(0)/dt = —dT'(0)/dt, ahonnan T'(0) = 0.
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2.1. dbra. Monoton tranzakcids kdltségfiiggvény

Kétféle tranzakcids koltséget vizsgélok: dllandd tranzakeids koltség: T'(t) = 0
Vi-re; monoton tranzakcids koltség: T'(t)t > 0, ha ¢ # 0. Egy monoton
tranzakcids koltségfliggvényt szemléltet a 2.1. dbra.

Az i-edik jatékos feladata most

max ui(q;) — pla: — 47) = T(ai = &7)

az elsérendi feltétel pedig
wi(g:) =T (e —q) =p. (2.2)

(A mésodrendt feltétel teljesiiléséhez tegyiik fel, hogy u? —T" < 0.) (2.2) sze-
rint tranzakciés koltségek esetén a piac nem a piaci jdszdgra vonatkozé hatér-
hasznokat egyenliti ki, hanem a hatérhasznok és a tranzakcids hatdrkéltségek
Osszegét. (2.2)-bSl ldthatéan monoton tranzakcids koltségek esetén a jétéko-
sok optimaélis fogyasztdsa induldkészletiiktél is fiigg, mig dllandd tranzakcids
koltségek esetén tovébbra is fiiggetlen téle.

Armeghatérozé jatékos

A tranzakcids koltségek mellett az irodalomban sokat tdrgyalt mdsik piaci
tokéletlenség a piaci eréfolény esete. Bér a gyakorlatban megfigyelt mes-
terséges piacok esetében eddig sehol nem tapasztaltak jelentds eréfélényt,
laboratériumi szimuldcidk esetén erre volt példa (Muller - Mestelman, 1998).
A nemzetkozi szennyezési piaccal kapcsolatban is sokan hangot adtak azon
aggodalmuknak, hogy a piacot néhdny nagy eladé/vev8 domindlhatja (Nord-
haus - Boyer, 1998). Az itt megadott modell Hahn (1984)-et koveti, aki az
eréfolényt az drmeghatdrozés képességeként definidlta.

Tegyiik 6], hogy az 1-gyel jelolt jatékos drmeghatdrozéként viselkedik a
piacon abban az értelemben, hogy képes megvilasztani a szdmaéra legked-
vezébb arat, feltéve, hogy nem sérill a 7 aggregilt korldt. Az i =2,...,n
jatékosok feladata tovdbbra is

max ui(gi) = p(e: — ¢7) ,

és a hasznossigfiiggvény szigoru konkavitésa miatt lokdlisan létezik az (2.1)
els6rendii feltételek dltal definidlt ¢ = ¢;(p) negativ meredekségii,® folytonos

8 Alkalmazva az implicit fliggvény tételt a p—u}(g:) = 0 egyenletre ¢} (p) = 1/ul/(g;) <0
adddik.
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és differencidlhaté fiigevény (a jitékosok keresleti fliggvénye). Az l-gyel
indexelt jatékos ekkor a tdbbi jdtékos optimalis reakcidjat adottnak véve
hatdrozza meg a koltségét minimalizdlé drat és fogyasztast, feltéve, hogy
a teljes fogyasztds nem 1épi til az aggregalt korldtot:

max u1(q1) —p(q1 — q?)
D1

ki g+ a) =7
1=2

Behelyettesitve a korlatot a célfiiggvénybe és megoldva, a kdvetkezdt kapjuk
(v6. Hahn (1984) 756. o.):

[wi(gh) —pl - > ¢ +af—a) =0 (2.3)
=2

i - S (24)
=2

A feltételekbdl jél latszik, hogy a piaci drra, kovetkezésképpen az egyensulyi
fogyasztdsokra donté befolyédst gyakorol az Armeghatarozé jatékos ¢f induls-
készlete. Ennek fontos kdvetkezményei lesznek a késébbiekben.

3 A kezdeti elosztas

Ebben a szakaszban egy kooperativ alkujitékot javaslok az elosztds model-
lezésére. Elbszor felirom a ,,készletelosztasi jatékot”, majd ismertetem a
vizsgdland4 megolddsokat és a hozzdjuk tartozé elosztasi elveket. Ezutén
mutatom be az elemzés eredményeit a versenyz8, a tranzakcids koltségeket
tartalmazd, majd az drmeghatdrozé jatékossal zajlé készletelosztési jatékra.

A készletelosztasi jaték

A készletelosztdsi jatékban a jatékosok egy alkufolyamat sordn rogzitett nagy-
sdgil Osszkészletet osztanak szét egymds kozott. Ez a szétosztds egy piaci
jaték induldkészleteit alkotja, amelyre az el6z6 részben targyalt forgatdkony-
vek valamelyike mellett keriil sor. Itt nyilik lehet8ség a szétosztott készletek
adds-vételére. A jatékosok tokéletesen informaltak: a készletek szétosztdsdnal
figyelembe veszik a kovetkezd idészakban vérhaté piaci helyzetet. Mint a
2. szakaszban lattuk, a piacon az i-edik jatékos haszndt maximalizélja, adott-
nak véve a q® = (¢9,...,q0) készletvektort (3" ¢¥ =7).

Jelolje v;(q®) a célfiiggvény optimalis értékét a ° elosztds fliggvényében.
v;(q°) lesz az i-edik jétékos kifizetSfliggvénye a készletelosztdsi jatékban, ahol
a jétékosok a q készletvektorrdl alkudoznak.® Tegyiik fel, hogy amennyiben

4Elosztdson a tovdbbiakban mindig megvaldsithatd elosztdst fogunk érteni, vagyis tel-
jestil, hogy Zq? =73 és q? >0
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nem jon létre egyezség, az i-edik jitékos kifizetése —D; (D; > 0).5 Hogy
az alkunak értelme legyen, feltessziik, hogy van olyan q° eloszt4s, amelyben
—D; < v;(q°) minden i-re, vagyis mindig létezik olyan elosztds, amely mellett
minden jatékosnak érdekében &ll részt venni az alkuban. A késSbbiekben
fontos szerepe lesz annak a nettd nyereségnek, amelyre a jitékosok a meg-
egyezés kbvetkeztében szert tesznek. Jeloljuk ezt R-rel:

Ri(q°) =vi(d®) + D; .

Mindez az elsd periédusra egy (V, —D) alkujétékot definidl, ahol

V =con ({v(@") = (v1(@"),-..,va(a") | }_f =7, & >0})

a lehetséges kifizetésvektorok konvex burka, —D = (=Dy,...,—D,) pedig
a fenyegetési pont. Jeldlje B az Osszes alkujaték halmazit. A ¢ : B — R"
figgvény az alkujéték egy (lehetséges) megolddsa, amennyiben o(V,-D) € V
teljesiil. A megoldds tehét egy fliggvény, amely adott jatékhoz egyértelmiien
hozzéarendeli a lehetséges kifizetésvektorok valamelyikét.

Definicié. Ha q%-ra v(q®) = o(V,—D), akkor azt mondjuk, hogy a q°
elosztds a p(V, —D) megolddst valdsitja meg.

A készletelosztési jatékban tehdt a jatékosok adott nagysigl Osszkészletet
osztanak szét egymads k6zott, az igy kapott induldkészletek pedig a kévetkezd
id8szakban a piacon keresztil valdsitjdk meg az alkujaték megolddsait. 1950-
es alapmiivében Nash bizonyos értelemben éppen forditott logikdval teremtett
kapcsolatot kooperativ és nem-kooperativ jatékok kozott. Néla a kooperativ
alkujatékot megelézden a jatékosok egy nem-kooperativ jaték keretében rog-
zitették a D; fenyegetési pontokat. Ha az alku nem valésult meg, a jatékosok
csak a nem-kooperativ jiték megolddsaként kapott fenyegetési pontokat hasz-
nalhattdk fel (fogyaszthattdk el). Az itt leirt modell éppen forditva miikodik.
Itt a nem kooperativ piaci jatékot el6zi meg egy kooperativ alkufolyamat,
amelynek sordn kialakulnak a piac indul6készletei. Amennyiben valamelyik
Jjatékos ezek utdn nem vesz részt a piacon, csak indulékészletét hasznélhatja
fol. Itt tehdt a nem kooperativ jaték , fenyegetési pontjai” alakulnak ki egy
kooperativ jatékon keresztiil.®

Elosztasi elvek

Héromfajta elosztasi szabélyt vizsgalok: az utilitarista, a Nash-, és az egyenid
nyereségeket biztositd (Equal Gains - EG) elosztést.

5Ebben a témakdrben a fenyegetdsi pontban a kifizetés tipikusan nem-pozitiv lesz —
gondoljunk péld4ul a szabdlyozds elmaraddsa esetén a jétékosokat éré kérnyezeti kérra.

8Mindez hasonlésdgot mutat a szerzédéselvii politikai filozéfia szemléletmddjival. Rawls
(1971) hires elméletében példaul a jatékosok a tudatlansig fatyla mogott (kooperativan)
allapodnak meg a kialakuld tdrsadalom (a piac) alapelveir8l, és bizonyos alapvets javak
elosztdsardl.
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Definicié (utilitarista elosztds). Egy q0 elosztdst utilitaristdinak fogunk ne-
veznt, ha marimalizdlja a jdtékosok kifizetéseinek dsszegét, vagyis

A tirsadalmi hasznot maximalizalé utilitarista elosztds alapvet6 jelents-
ségili a kozgazdasigtanban, vizsgdlata viszonyitdsi pontként fog szolgdlni mas
tipust elosztdsok elemzéséhez.

Definicié (Nash elosztas). Egy q° elosztdst Nash-elosztdsnak fogunk nevezni,
ha az dltala megualdsitott o(V,—D) megoldds a (V,—D) alkujdték Nash-
megolddsa.”

Mint ismeretes, a Nash-megolddst a kovetkezd axiémdak hatdrozzdk meg
egyértelmiien (lasd pl. Forgd et al., 1999):

1. (Racionalitds) ¢(V,—D) > —D.
2. (Pareto-hatékonysdg) Ha v € V és v > o(V, —D) akkor v = ¢(V, —D).

3. (Kedvezétlen alternativaktdl vals fiiggetlenség) Ha V! C V, p(V,—D) €
V1, akkor p(V?, —D) = p(V, -D).

4. (Kovariancia a hasznossigreprezentaciok linearis transzformaldsara néz-
ve) Ha V' = {(c1v1 + B,y nUn + Bn) | (v1,...,v,) €V} és D' =
(a1D1+,81> ORAE () anDn+ﬂn)a akkor SD(V,, _DI) i (al‘P1+ﬂ1a Qoo ’aan'i'
Br)-

5. (Szimmetria) Ha valamely (7, j) indexpérra igaz, hogy v € V' akkor és
csak akkor, ha v/ € V' (ahol v = v k # 4,4, vi = v}, v; = vj), tovdbbd
D; = D, akkor teljesiil, hogy ¢; = ;.

Ezek mindegyike fontos elv lehet a mesterséges piacok kialakitésa sorén.
Az 1-2. axiémék alapvetd fontossdgiak. Az adott elosztdsi szabdlyt a ,,Ra-
cionalitds” teszi egyénileg, mig a ,,Pareto-hatékonysig” térsadalmilag elfo-
gadhatévd. A 3-4. kovetelmények egyfajta stabilitdst testesitenek meg. A 3.
axiéma azt a kovetelményt fogalmazza meg, hogy amennyiben a lehetséges
kifizetések halmaza irrelevéns alternativdkkal bévill, ez ne viltoztasson az
closztdsi szabdlyon. Ehhez hasonldéan a 4. axiéma azt irja el6, hogy a le-
hetséges kifizetések és a fenyegetési pontok véltozdsakor (pl. més pénznemre
torténd dtszémitdskor, vagy a hasznok linedris valtozdsdval) az elosztés ,,ter-
mészetes mddon” valtozzon. Mesterséges piacok létrehozdsindl, ahol a mo-
dell szdmos paramétere igen bizonytalan lehet, sokat nyerhetiink azzal, ha
1], esetleg irrelevdns informécidk esetén nem kell, vagy nem kell radikalisan

7Az irodalomban a Nash-megoldést is az ,,utilitarista” jelz&vel szoktdk elldtni, miutdn
kiszdmitdsa egy (specidlis) joléti filggvény maximalizdldsdt teszi szilkségessé. En az ,utili-
tarista elosztdst” az imént definidlt sziikebb értelemben haszndlom, vagyis a Nash-elosztéas
itt nem feltétleniil utilitarista.
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valtoztatni a szabalyokon. Végil az 5. axidma egyfajta igazsigosségot fejez
ki. Egyenld banasmédot ir el6 olyan azonos helyzetben 1évé jatékosok esetén,
akiknek a lehetéségei is hasonldak.

Definicié (EG elosztds). Egy q° elosztdst egyenld nyereségeket biztosit
(EG) elosztdsnak fogunk nevezni, ha az dltala megualdsitott megolddsra Vi, k €
{1,...,n} esetén teljesiil, hogy

©i(V,—D) + D; = ¢u(V,—D) + Dy,

vagy mdsképpen

R;(q°) = Ri(d”) -

Az EG elosztas azt irja el8, hogy minden jitékosnak egyformén kell ré-
szesednie a piac felallitdsaval keletkezd Osszes haszonbdl. Ez az elv egyfajta
méltanyossdgot testesit meg.

A versenyz6 készletelosztasi jaték

Az imént megadott hirom elosztdst és ezek kapcsolatat el8szdr versenyzd
készletelosztasi jaték esetén jellemzem. Mint az 1. szakaszban 15ttuk, tokéletes
verseny esetén a szerepl6k célfliggvénye a piacon

max u;(gs) — plas — %) . (3.1)
Az optimaélis ¢f minden i-re eleget tesz az elsérendi feltételnek:
ui(gf) =p. (3.2)

A célfiiggvény optimalis értéke ekkor csak a sajit indulékészlettd] fiigg, még-
pedig linedrisan;

vi(q°) = vi(@?) = wilg}) —p(ef —¢?) .

Az elsé periddus készletelosztasi jatékaban a jatékosok a fent lefrt mddon
aq® = (q)...,4°%) készetvektorrél alkudoznak. Amennyiben nem jutnak
egyezségre, D; nagysigi kért szenvednek el (D; > 0). A jitékosoknak a
megegyezéshdl szdrmazd nettd nyeresége

Ri(q") = Ri(a]) = wi(q}) — (g} — &) + Di = vi(¢?) + D; . (3.3)
Mindez az elsé periédusra egy (V, —D) alkujdtékot definidl, ahol
V={v(a”) = (1(a)); -, val@) | D af =7, ¢ >0}
a lehetséges kifizetésvektorok kompakt, konvex halmaza,?

~D=(-Dy,...,-D,)

8V kompakt és konvex, hiszen q? Vire a [0,7) szakaszrdl vesz fel értékeket, és vi(q?)
linedris q?-ba.n.
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pedig a fenyegetési pont. V' elemeinek definiciéjdbdl vildgos, hogy versenyzé
esetben az elosztdsok és az altaluk megvaldsitott megolddsok kdlesondsen
egyértelmil viszonyban dllnak egyméssal. Ha ugyanis o(V, —D) = [¢;(V, —D)]
egy megoldds, akkor p(V,—D) € V miatt ¢;(V, —D) f6lirhaté a kovetkezd
alakban:

¢i(V,-D) = ui(¢f) —p(@; —af) i=1,...,n.

Innen ¢? és o;(V, —D) kdlcsondsen egyértelmiien meghatérozhaték. Az alibbi
lemma az EG és a Nash elosztdsok létezésével kapcsolatos.

3.1 Lemma. A versenyzd készletelosztdsi jatékban legfeljebb egy EG elosztds
létezik, tovdbbd mindig létezik pontosan egy Nash elosztds.

Bizonyitds. A lemma elsé fele abbdl adddik, hogy a nyereségfiiggvények
linedrisak az induldkészletekben. A Nash elosztds egyértelmii 1étezése a
Nash megoldés egyértelmii 16tezésébdl és az elosztdsok és a megoldasok egy-
egyértelmil megfeleltetésébdl kovetkezik. a

Mint az a kovetkez6 allitasbdl kideriil, utilitarista elosztdsbdl végtelen sok
van. Az §llitds a kozgazdasdgtan hires Els6 jéléti tételének adaptdcidja.

3.2 Allitss. A versenyzd készletelosztdst jdtékban minden elosztds utili-
tarista.

Bizonyitds. Minden elosztds esetén Y vi(qd) = S us(g?) teljesiil. O

A 3.2. 4llités szerint a piac tetszdleges induldkészletekbd! kiindulva ha-
tékony (s6t, tdrsadalmi Osszhasznot maximalizdld) eredményre vezet. Ez
ugyanakkor azt is jelenti, hogy az utilitarista szempont nem segit a lehetséges
elosztasok kozotti valasztdsban. Annél inkdbb segitségiinkre lehet a kévetkezd
allités.

3.3 Allitas. Egy versenyzd készletelosztdsi jatékban o ¥ Nash elosztdsban
minden g¥ > 0 esetén teljesiil, hogy

|R(a]") — R(@")| < |R(¢5) — R(a")| Va}-ra. (3.4)
Tovdbbd, ha létezik EG elosztds, akkor az pontosan a Nash elosztds, vagyis

ilyenkor

R(g}) — R(g]) =0 ¥(i,j)-re.
Bizonyitds. A Nash-megoldédst a kovetkezé optimumfeladat adja:

max ] Ri(ed)
=1

q9,...,98
T
kf > =7
=1

q?ZO 1=1,...,n
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A-val jelolve a korldt Lagrange-szorzdjét, az elsérendi feltételek a kévetkezdk:

pHRj (q?) —A<0 ¢? >0 komplementaritdssal, i=1,...,n (3.5)
J#i

> 4 =7.
i=1
(3.5)-0t 4trendezve kapjuk, hogy

" R
H__J—l 2 < Ri(¢?) ¢ >0 komplementaritdssal, i=1,...,n.

R(q"):= )

Vagyis egyrészt
Ri(¢)") = R(a™)

minden : ¢V > 0 mellett, mésrészt
R;(}') > R(a")

esetén ¢ = 0. Eszerint az R(q") értéknél nagyobb nyereségeket a Nash
elosztds minimélisra cskkenti, vagyis (3.4) teljesiil. Tovabbé ha létezik EG
elosztds, ez (3.5)-bél adéddan egyben a —3.1. lemma, szerint egyértelmii—
Nash elosztés is. O

A 3.3 éllitds szerint a Nash-megoldds EG elosztésra vezet, amennyiben
létezik ilyen. Ellenkezd esetben biztositja, hogy a pozitfv indulékészletben
részesiilok nyereségéhez viszonyitva a jétékosok nyereségének eltérése mini-
malis legyen. A Nash elosztds e szerint egyfajta irigység-mentesség (no-envy)
tulajdonsdggal rendelkezik, ami szdmos alkalmazédsban igen vonzévd teheti a
Nash megoldést a mesterséges piacok készletelosztdsi problémdiban. A Nash-
megoldést n = 2-re a 8.1, dbra szemlélteti.

R, R, & Lo
ai /R=R, S R=R,
i rd
Nash-megoldis P 7
P ’," Nash-megoldis
R(7) [~ ) P
N E ) I o]
,“/ I // E
RO |t S
R{0) hopdsmmonsen Lo \
z /£ | .
2 B ——>
R0 R(7) R, R,(0) R(7) R
(a) 1étezik EG elosztas (b) nem létezik EG elosztis

3.1, dbra. Nash-megoldds a készletelosztési jatékban
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Készletelosztasi jaték tranzakcids koltségek esetén

Attériink a készletelosztasi jaték vizsgdlatira abban az esetben, ha a piacon
tranzakeiés koltségek jelentkeznek. Emlékeztetdil, a piaci egyensily feltételei
tranzakcids koltségek mellett a kovetkezdk voltak:

wig) =T (g —a))=p i=1,...,n (2.2)

és

A mésodrendii feltételek teljesiilése esetén lokdlisan léteznek az aldbbi foly-
tonos és differencidlhaté fliggvények:

qz{:q’b(paq?) 1=1,...,nm,
és
p=pq") .
Mint a 2. szakaszban lattuk, a szereplék optimaélis fogyasztdsa az ar mellett
indulékészletiiknek is fiiggvénye lesz, ebbél adédban az ar is a q” szétosztdstdl

fiiggben fog alakulni. Tranzakcids koltségek esetén a célfiiggvény optimalis
értékét ez alapjan

vi(a®) = wi(a(p(a®), ¢)) - p(a°) - [a:(p(a%), &) — &) — T(gs(p(d®), @7) — af)
adja, az R; nyereségfuggvények definicidja pedig
Ri(q®) = ui(ai(p(a®), ¢))—p(a®) [2: (p(a®), ¢)—¢f]—T(gi(p(a®), 47) —a)) + D .

A (V,-D) alkujdtékban

V =con ({v(q®) = (v1(a®),...,va(a®)) | D&} =7, ¢ >0})

a lehetséges kifizetések halmazdnak konvex burka.

Az aldbbi dllitds Stavins (1995) eredményének megfelelGje a készletelosz-
tdsi jatékban.
3.4 Allitas. Monoton tranzakcids koltségek esetén a készletelosztdsi jdtékban
eqy q° elosztds pontosan akkor utilitarista, ha ¢ = g teljesil minden i-re.

Bizonyitds. Pontosan ez biztositja, hogy (2.2) az ul(g;) = p optimumfeltételre
egyszeriisodjon. m|

A 3.4. allitds meglehetésen intuitiv. Monoton tranzakciés hatdrkoltségek
kévetkeztében egyéni és térsadalmi szemponthdl egyardnt koltségessé valik
a piacon valé részvétel. Minden egyes lezajlé tranzakcié erdforrdsok el-
pazarlésdval jér. A tdrsadalmi optimumot egy olyan elosztds biztositja, amely
mellett a jatékosoknak nem kell részt venniiik a piacon, hanem pusztén in-
duldkészletiik elfogyasztdsival egyensilyi helyzetbe juthatnak.
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Mikozben versenyzé esetben minden lehetséges elosztds utilitarista volt,
addig a 3.4. allitasbdél adéddan monoton tranzakcids koltségek esetén pon-
tosan egy utilitarista elosztdsunk lesz.® Az EG és a Nash elosztdsok egyér-
telmiisége ezzel szemben nem biztositott. Ez abbdl adddik, hogy nincs tébbé
egy-egyértelmi megfeleltetés az elosztdsok és az dltaluk megvaldsitott meg-
oldés kozott.

A tovédbbiakhoz sziikség lesz a Nash illetve az utilitarista elosztdsokat
Jjellemz6 kévetkezd két lemmaéra.

3.5 Lemma. Tranzakcids koltségek esetén a készetelosztdsi jdték Nash-
megolddsdt meghatdrozd feltételek a kovetkezbk:

dp 4= p+T(E) A
~-—= . . < -
dg; | R] R; Ry ... R, (3.6)
@ > 0 komplementaritdssal, i =1,... T
n
> =7, (3.7)
=1
ahol A a (8.7) korldthoz tartozdé Lagrange-szorzo.
Bizonyitds. Lasd A fliggelék. O

3.6 Lemma. Monoton tranzakcids kéltségek esetén T (t;) = T'(t,) Vi, k € N
pontosan akkor teljesil, ha az elosztds utilitarista.

Bizonyitds. Elégségesség. A 3.4. allitasbdl és a tranzakcids koltségfiiggvény
tulajdonsdgaibdl utilitarista elosztds esetén T"(¢;) = T'(0) = 0 minden i-re.
Szikségesség. Tegyiik fel, hogy T"(t;) = T'(tx) V4, k € N, mikdzben az el-
osztds nem utilitarista. Ekkor sziikségképpen létezik ¢, > 0 és t, < 0 is, de a
monoton tranzakcids koltségek definiciéjabdl ekkor T7(t,,) > 0 és T"(t,) < 0,
vagyis a tranzakciés hatdrkoltségek nem egyezhetnek meg, O

Az iménti lemmék segitségével megvizsgdlhatjuk, hogyan alakul a vizsglt
elosztdsok kapcesolata tranzakeids koltségek esetén.

3.7 Allitas. Monoton tranzakcids koltségek esetén az aldbbi két eset koziil
pontosan az eqyik teljesiil:
(a) Létezik egy és csakis egy utilitarista és EG Nash-elosztds.

(b) Egy adott elosztds vagy utilitarista, vagy EG, vagy Nash-elosztds, vagy
ezek egyike sem.

Bizonyitds. Megmutatom, hogy ha egy elosztds az llitdsban emlftett hirom
tipus kozill kettébe tartozik, akkor a harmadikba is tartozik.

9Az utilitarista elosztds egyértelm(l létezését a versenyzdi egyensily egyértelmii léte
biztositja.
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(1) Az utilitarista Nash-elosztds EG elosztds. Ekkor, mivel az utilitarista
elosztdsban minden indulékészlet szigorian pozitiv, (3.6) minden i-re egyen-
1éségre teljesiil. Az egyenletek a 3.4. llitds és a 3.6. lemma, értelmében a
kovetkezd alakra egyszeriisodnek:

(p+T)Ri-...  Rn

3 = R; Vi-re,

vagyis EG elosztdst kapunk.'?

(ii) Az utilitarista EG elosztds Nash-elosztds. qf = q9 és R; = Ry, Y(4, k)-
ra kielégiti (3.6)-ot.

(ili) Az EG Nash-elosztds utilitarista. (3.6)-ot ekkor kielégiti ¢f = 3
(amely mellett a 3.5. lemma szerint 77(¢;) = T"(t;) teljesill minden (j, k)
parra). O

Megjegyzés. Monoton tranzakcids koltségek esetén pontosan akkor létezik
egyenld nyereségeket biztosité Nash-elosztds, ha a ° utilitarista elosztdsndl
Vi, k indexpdrra

—¢j(g;(a®)) + D; = —ci(an(a®)) + Dy .

Hitra van még az dllandé tranzakcids koltségeket tartalmazé eset jellem-
zése, amit a kovetkezl egyszerll dllitdssal tehetink meg.

3.8 Allitas. A 3.2 és 3.9 dllitdsok dllandd tranzakcids koltségek esetén is
fennallnak.

Bizonyitds. Nyilvanvald. 0O

A fentiek értelmében a Nash elosztds versenyzo esetben tapasztalt kedvezd
tulajdonsdgai tranzakcids koltségek mellett csak specidlis esetekben érvénye-
siilnek. Egyrészt allandd tranzakcids koltségek esetén mindig teljesiil, hogy
a Nash-megoldds axiémédi EG elosztdst eredményeznek. Madsrészt mono-
ton koltségek mellett, ha a specidlis paraméter-egyiittes kovetkeztében az
utilitarista elosztds éppen egyenld nyereségeket ad, akkor ez egyben Nash
elosztds is. Altaldnos esetben azonban nem vérhatjuk, hogy a Nash elosztas
rendelkezzen az EG és az utilitarista elosztdsok vonzé tulajdonsdgaival is.
Ilyenkor valasztani kell a nyereségek egyenldsége, a Nash-megoldés stabilitasi
és igazsagossigl axiémali, és az utilitarista hatékonysag koézott. Valamennyi
szempont egylttes kielégitésére nincs lehetdség.

Készletelosztasi jaték armeghatarozd jatékossal

Végiil az drmeghatdrozé jatékost tartalmazé piacmodell esetén jellemzem a
készletelosztdsi jatékban vizsgdlt elosztdsokat. Tegyiik 6], miként a 2. sza-
kasz harmadik modelljében, hogy az 1-gyel indexelt jatékosnak hatalméban

10Mivel a Nash és az utilitarista elosztdsok egzisztencisja biztositott, ilyenkor EG elosztds
is biztosan létezik.



82 Ujhelyi Gergely

all drmeghatdrozéként viselkedni a piacon. Mint l4ttuk, elsérendfi feltétele

ilyenkor
(w1(qt) Zqz (G—Zqi(p) —Q?> =0, (3.8)
=2

ahol g;(p) a t6bbi jétékos (2.1) elsérendii feltételébt] adéds keresleti fiiggvény.
A mésodrendii feltételek teljesiilése esetén lokélisan létezik a p = p(q?) foly-
tonos és differencidlhatd, monoton névekvé fiiggvény.!! Az elsd idbszakban a
Jjatékosok most is egy alku soran osztjdk el maguk k6zott a § nagysdgi Sssz-
készletet, és most is D; nagységa kérral jar, ha nem sikertil megegyeznitk.
Armeghatarozo jatékos esetén a kovetkezd médon alakul a jatékosok nettd
nyeresége az alkubdl:

Ri(d®) = Ri}, &) = wiai(p(D))) — (D) l@i(p(a?)) — %] + D; . (3.9)
A Nash-megoldést az aldbbi lemméval jellemezhetjiik.

3.9 Lemma. Armeghatafrozé jatékos esetén o készletelosztdsi jdték Nash-
megolddsdt a kévetkezd feltételek hatdrozzdk meg.

" R
R(qN) = % < Ri(q?) q? > 0 komplementaritdssal,i = 2,...,n
(3.10)
n 0
P dp 9%~ p 0 "
e < > 0 komplementaritdssal 3.11
R df4& R ~R@) "7 g =

j=2

Y =7, (3.12)
=1

ahol X a (8.12) korldthoz tartozé Lagrange-szorzd.
Bizonyitds. Lasd B fiiggelék. ‘ O
A kovetkez6 sllitds Hahn (1984) eredményének felel meg.

3.10 Allitas. Armeghatafrozo’ Jjatékos mellett egy elosztds pontosan akkor
utilitarista, ha teljesil, hogy ¢¥ = qF.

Bizonyitds. Pontosan ez biztositja, hogy (2.3) u} = p alakiira egyszer{isddjén.
0

Miként az imént tranzakci6s koltségek esetén, Ggy most is igen intuitiv
eredményt kaptunk. Az drmeghatdrozd jatékos minden egyes piaci tranzak-
cidja tarsadalmi veszteséget okoz, hiszen haszndt maximalizélva, til alacsony
vagy tul magas drat fog kiszabni az egyes jészdgegységekért. A tdrsadalmi
optimumot az biztosithatja, ha az drmeghatdrozé jatékos egyensiilyban nem
vesz részt a piacon, hanem pusztdn indulkészlete elfogyasztdsdval jut op-
timélis helyzetbe. Beldthatd, hogy minél t4volabb esik a kritikus j4tékos

11(3.8)-bél 8p/8q? = [(uf —p) 3" q — S ()% Qqu] > 0, ha teljesiil a m4-
sodrendi feltétel.
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indulékészlete az egyensilyi fogyasztdstol, anndl messzebb keriiliink a térsa-
dalmi optimumtél, vagyis anndl nagyobb lesz a tarsadalmi haszonveszteség.

3.11 Allités. Tegyik fol, hogy az utilitarista elosztdsban minden induld-
készlet pozitiv. Ekkor drmeghatdrozd jdtékos esetén az aldbbi két eset koziil
pontosan az egyik teljesil:

(a) Létezik egy és csakis egy utilitarista és EG Nash-elosztds.

(b) Egy adott elosztds vagy utilitarista, vagy EG, vagy Nash elosztds, vagy
ezek egyike sem.

Bizonyitds. Ugyanigy jarunk el, mint a 3.7. 4llitds bizonyitdsdndl.

(i) Az utilitarista Nash-elosztds EG elosztds. Ekkor, mivel az utilitarista
elosztésban minden indulékészlet pozitiv, a (3.10) és (3.11) kifejezések egyen-
18ségre teljesiilnek. Az R; = R(q") i = 2,...,n egyenleteket behelyettesitve
(3.11)-be, és kihasznélva a 3.10 allitdst, kapjuk, hogy

pr__7
Ry R(@V)’

vagyis az elosztds valdban egyenld nyereségeket biztosit.

(ii) Az utilitarista EG elosztds Nash-elosztds. qf = q? és R; = Ry VY(j, k)-
ra kielégiti (3.10) és (3.11)-et.

(iii) A2 EG Nash-elosztds utilitarista. A (3.10) egyenleteket behelyette-
sitve (3.11)-be

dp ¢1 —qf _

dgi R(qN)
adédik. Mivel p/(q?) > 0 (14sd 11. 1ébjegyzet), a Nash-megoldasban ¢} = q?
sziikségképpen. a

Megjegyzés. Armeghatdrozo’ jdtékos esetén pontosan akkor létezik EG Nash-
elosztds, ha az utilitarista elosztds ¢¥ = qf komponenséhez létezik (a3, . ..,q°) |

>>¢? =7, amelyre

u1(g}) + D1 = uiai(p(a}))) — p(aDlas(p(a})) — X1+ Di i=2,...,n.

A 3.11 4ll{t4s szerint tehat akdrcsak monoton tranzakeiés koltségek esetén,
ugyanigy armeghatdrozé jatékos mellett is két eset lehetséges. Specidlis
helyzetben egyértelmiien létezik egy elosztds, amely mindhdrom éltalunk
vizsgalt elosztds vonzerejét egyesiti. Altaldban azonban ha kivélasztunk egy
elosztési szabalyt a harom koziil, ezzel egyittal le kell mondanunk a mésik
két szabély elényeirdl.

Ebben a szakaszban bevezettem a ,készletelosztdsi jatékot”, amely le-
hetévé tette kiilonbozé elosztdsi elvek vizsgilatdt a mesterséges piacokon.
A versenyzé, a tranzakcids koltségeket tartalmaz6, majd az drmeghatarozo
jétékossal zajlo jatékokat elemezve azt taldltam, hogy a vizsgalt elosztdsok
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tulajdonségai kiilénboznek & piac eltérd forgatékdnyveiben, Lattuk példdul,
hogy a Nash (illetve az EG) elosztds igen vonzé jellemzékkel bir versenyzé
piacon, 4m ezek csak specidlis helyzetben teljesiilnek tokéletlen piacok esetén.
Mindez a piac kialakitédsdnak két szakasza —az elosztas és a piac mitkédése—
kozti Osszefiiggésekre vildgit 14. A kdvetkezd részben megvizsgilom, hogyan
fiigg e két szakasztdl egy még kordbbi fazis: a szétosztandd dsszes mennyiség
meghatdrozdsa. MielStt azonban tovdbbmennénk, tekintsiink egy példdt az
eddigiek szemléltetésére.

Egy példa

Az elmondottak szemléltetésére tekintsiink egy kétszereplds szennyezési pia-
cot, ahol a q j6szdg a szennyezés (illetve az erre vonatkozé jog), a hasznossdg
pedig a szennyezéssel jard elhdritdsi koltségek ellentettie: ui(g;) = —eigs).
Legyenek ezek a kdltségfiiggvények kvadratikusak:

cile) = (@ —a)? i=1,2,

ahol a; pozitiv paraméter.1? Ekkor a szdmunkra relevéns fogyasztésok (szeny-
nyezések) a (0,a;) intervallumba esnek. Az i-dik jétékos feladata versenyzéi
placon
max —(g; — i) = pla: — 47) ,
a jatékosok szennyezésére és a g1 + qo = g-t biztosité piactisztité p drra
¢ =(ai—a;+9)/2 4,j=1,2%1#j
p=ay+ax—7
adddik. Ezek biztositjdk, hogy a g dsszmennyiség megvaldsitdsinak Ssszes
haszna maximdlis (Gsszkoltsége minimélis) legyen, méghozzs

c1(ql) + e2(g5) =1/2(a1 + a2 — )°
az induldkészletekté] fliggetleniil.
A jétékosok nettd nyereségfiiggvénye:
Ri(g)) = -1/4A~9)* ~ (A-(ai —0;+T—240)/2+D; i=1,2
(ahol A = a1 + ag). A készletelosztdsi jaték Nash-megolddsat (pozitiv in-
duldkészleteket feltételezve) a kovetkezd feladat adja:

max 2 (¢))Ro(q3)

1:92
kf f+ad=7,
a Nash elosztds innen
o @ —a;+qg D;—D
4@==mn 2(A—7q)

124; = q;, értelmezése pedig: a szabdlyozds hidnydban a jétékosok szdmara egyénileg
optimélis szennyezés.

ij=12 i#j.
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Egyszer( behelyettesitéssel ellenérizhets, hogy a Nash elosztas valoban egyen-
18 nettd nyereségeket biztosit a jatékosoknak.

Vezesstink most be egyszeril (monoton) tranzakeids koltségfiiggvényeket,
a kovetkezd médon:

Ti(t:) =1/2(q —af)® i=1,2.
Az i-edik jatékos feladata ekkor

max —(; — ai)” = p(gi - ) —1/2(q: — ¢9)?,

a jatékosok szennyezésére és a piactisztité p 4rra pedig
g =(ai—a;+¢+9/3 i=12i#j
p=a1+taz—7q

adédik. Lathats, hogy mig ebben a specidlis esetben a jogok egyensilyi dra
fiiggetlen az elosztdstdl,’® addig az optimalis szennyezéseket befolydsoljik
az induldkészletek. A szennyezéscsokkentés Osszes koltsége az elosztastdl
fiiggden (eltekintve maguktél a tranzakcids koltségektol)

er(qf) + ca(gs) = 1/9(—a2 — 201 + ¢§ +9)° +1/9(—a1 — 2a3 + ¢§ +7)° .
Ebben a modellben
@) =p=A4-7
és
a(p(d), @) = ai(@?) = Qe+ —A+7)/3 i=1,2,
ahonnan a jétékosok nettd nyereségfiiggvénye

o oy (20i-ai+@+7)? (A-9(ai—a; 20 +7)
Ri(q°) = Ri(¢g}) = 9 3

(05 —a; — 247 +7)"
18 ’
Az EQG elosztdst a kovetkez6 egyenletek hatdrozzdk meg:

Ri(?)=Ra(e)) 6 H+a=7.

Innen _
0 a; —a; +4q Dj — D;

%“=" 204 -7
Ebben a példédban az EG elosztds egyértelm, és megegyezik a tokéletes piac
EG closztésaval. Ugyanakkor az EG elosztds mellett ad6dd nettd nyereség
kiilénbozik a versenyzd esetben kapott eredménytol:

_Dit+Dy (A-7)® (Di—Dp)?
2 4 12(A—-79)2

ot 2 e

i =1,%i%#].

R

hatdrkoltség fliiggvényeinek egyiittes meredeksége megegyezik.
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Mint ldthatd, a nettd nyereségek kisebbek lesznek, mint versenyz6 esetben —
ahogyan ezt el is vartuk. Az utilitarista elosztdsban

¢ =a—(A-7)/2 i=12,
amely megegyezik a jétékosok versenyzé piacon kapott optimalis szennyezé-
seivel. A Nash-megoldds feltételei egy ¢f-ban harmadfoki egyenletet eredmé-
nyeznek — mint lattuk, tranzakcids kéltségek esetén a Nash-elosztés dltaldban
nem egyértelmii.

Tekintsiink egy szdmpélddt. Legyen § = 100, D; = 30, Dy = 40 és
a1 = 30. Ekkor ahhoz, hogy létezzen a modell feltételei szerint értelmes
EG elosztds (nem-negativ valtozk, R; > 0, ¢i(g) < 0), ag € (70.49, 81.83)
kell. A harom kiildnbozé elosztds mellett e paraméterek esetén adéds in-
duldkészleteket és nettd nyereségeket mutatidk a 9.2 — 9.9, dbrdk.

Mint az dbrdkbdl lathatd, bizonyos paraméter-értékek esetén nem létezik
Nash-elosztds (komplex indulSkészletek adédnak), és as névelésével egy idd
utdn az utilitarista elosztds is értelmetlenné valik (az elsé jatékos nyeresége
negativ lesz). Latszik tovdbbd, hogy ebben a példdban a 3.7. 4llitds (b)
része teljesiil: vizsgdlt elosztdsaink kozil semelyik kettd nem esik egybe.
Ha ilyenkor az EG elosztds mellett dontiink, ezzel lemondunk az utilitarista
hatékonysdgrél és a Nash-féle axiémakrél is. A nyereségek kozotti killonbség
nem elhanyagolhaté az egyes elosztdsok esetén, vagyis a jatékosok szem-
pontjébdl sem lényegtelen kérdés, hogy milyen elveket kivet majd az elosztés.

76
74 - Nash2 utilitarista2
72 A

70 A
68 -
66
64
62 4
]
Q2 50

40
fhn 38 A
36 1
34 -
32 4
30 A
28 4
26
24

70,6 71,8 73,0 74,2 754 766 77,8 79,0 80,2 814
a

3.2. dbra. Induldkészletek tranzakcids koltségek esetén
("Nashl” = q(IJ Nash-elosztds mellett, " Nash2” = qg Nash-elosztas mellett stb.)
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50
Nash2
40 -
utilitarista2

30
R4
Ra

20

utilitarista1
10
0 +rrrerreeT T T

a
3.3. 4bra. Nettd nyereségek tranzakciés koltségek esetén
("Nashl” = R; Nash-elosztéds mellett, "Nash2” = Rg Nash-eloszt4s mellett stb.)

4 Az 6sszmennyiség meghatarozasa

Az eddigiekben killsé adottsdgként kezeltem a G Gsszes mennyiséget. Mester-
séges piacok esetén azonban az egyik fontos kérdés éppen ennek a nagysiga.
Ebben a szakaszban ezért megvizsgdlom, hogyan hatérozza meg a q 0ssz-
mennyiséget egy tarsadalmi Gsszhasznot maximalizdlé térsadalmi tervezd a
hérom kiilénbozé piacmodell mellett. Ehhez felteszem, hogy egy 7 Ossz-
mennyiséget biztosité piac feldllitdsdnak koltsége d;(q) az i-dik jatékos szdmé-
ra, ahol d; kétszer folytonosan differencidlhaté, monoton névekvo, szigorian
konvex filggvény. A kdrnyezetszabdlyozds témakorében d; tipikusan a kor-
nyezetszennyezés kovetkeztében a jatékosokat éré kir, egy mezdgazdasigi
kvétarendszernél pl. a nagyobb kindlat okozta dresdkkenésbél szdrmazd profit-
kiesés.

A tarsadalmilag kivanatos Osszmennyiség versenyzoi
piacon

Mint azt a 2. szakaszban lattuk, versenyzd piacon a jatékosok egyénileg op-
timalis fogyasztésit a p ar filggvényében ¢;(p) alakban kaptuk. Ha most
kihasznaljuk a

Z ai(p) =7

egyenletet, igy a megfeleld mésodrendt feltételek teljesiilése esetén lokélisan
létezik a piactisztité drat a g Osszmennyiség fiiggvényében meghatarozé (3)
folytonos és differencidlhaté fiiggvény. Ezek alapjén az {j modellben a jaté-
kosok hasznosségat az Gsszmennyiség fliggvényében igy irhatjuk:

Us(q) = wi(a) — di(@)
ahol ¢f = ¢i(p(q)) -

A térsadalmi tervezd feladata ezutdn a kdvetkezé:

max > [uilas(p(@)) ~ (@) -

(4.1)
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A minimum sziikséges és elégséges feltétele!*

X i) 2 4@)] ~0. (42)

=1

Kihasznalva, hogy a szennyezési piacon egyensilyban u}(q;) = p teljesiil Vi-re,
tovédbbd 3 ¢;(p) =7, kapjuk, hogy

Zd;(a):p:u;(qj) i=1,...,n. (4.3)

A (4.3) kifejezés bal oldaldn az i-edik jitékos egységnyi fogyasztds-noveke-
désének tarsadalmi hatérkoltsége, mig a jobb oldalon ennek hatdrhaszna, 4ll.
Az optimélis § Osszmennyiség kiegyenliti a tdrsadalmi hatdrkoltségeket és
hatdrhasznokat. A piactisztitéd p 4r megegyezik mindkettével. A tdrsadalmi
optimum meghatdrozdsaban sehol nem jitszik szerepet a jogok elosztésa.
Mint lattuk, versenyz6i piacon az elosztds nem befolydsolja a piac kimenetét,
ezért ilyenkor az optimdlis Gsszmennyiség tetszbleges elosztasi szabély esetén
ugyanaz lesz. Fz nem méds, mint a hires Coase-tétel:

4.1 Allitas (Coase, 1963). (a) Az Gsszes szennyezés optimdlis meghatdrozd-
sdt kovetden a szennyezési jogok tokéletes versenyzdi piaca implementdlja a
tdrsadalmi optimumot.

(b) Az dsszmennyiség optimuma fiiggetlen az elosztdsi szabdlytdl.

A 4.1. 4llités értelmében, ha versenyzd piacra szdmitunk, egymdstdl fiig-
getleniil kezelhett az Gsszmennyiség meghatdrozdsa és annak szétosztdsa. A
kovetkezd szakaszokban megvizsgslom, hogy vajon ez az eredmény tékéletlen
piacok esetén is éll-e.

A tarsadalmilag kivdnatos 6sszmennyiség tranzakcids
koltségek esetén

Ebben a szakaszban megvizsgdlom a térsadalmilag kivanatos Gsszmennyi-
séget, amennyiben a jétékosok tranzakciés koltségekkel szembesiilnek a pia-
con. Megmutatom, hogy az optimalis dsszmennyiség 4ltaldban nem fiiggetlen
az ezt kovetben megval6suld elosztdsi szabdlytél. Mindenekelstt tegyiik fel,
hogy létezik egy folytonos és differencidlhaté &ltalanos elosztés-fiiggvény,
(@) = [2(@), - .-, 42(7)] alakban, amely adott Ssszmennyiséghez megadja az
egyes jatékosok részesedését, egy rogzitett elosztdsi szabély szerint. Idézzitk
fel ezek utdn a tranzakcids koltségek mellett zajlé készletelosztési jatékot.
Mint lattuk, az optimalis fogyasztdsok az ar mellett az indulkészletektdl is
fiiggtek, ¢f = ¢;(p,q?), mig az 4r nem csupédn az Gsszes j6észdg, hanem az
elosztés fiiggvénye volt: p = p(q®,§). Ezek alapjén a (4.1) hasznosség most

“Feltessziik, hogy 0 < g < 3 g¥, ahol w}(¢*) =0 Vi-re.
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a kovetkezd alakot olti:
Us(@) = uilq]) —T(qf — q?) — di(q)
ahol ¢ = Q@)
p=p(d",7)
g = qi(p,a?) .

A térsadalmi haszonmaximumot ennek megfelelden a kovetkezo feladat meg-

olddsa adja:
Z[ ¢ — ) — di(@)
_0

9°(7)
p=p(a",9)
q; ZQi(paqi) 1=1,...,n.
Az elsbrendd feltétel 0 < g < > q* esetén:

»QI

< i 4gi dqi dgp
Z[di‘_iq__a_T_q_a_Ti_dg(q) =0. (4.4)

i=1
Kihasznélva, hogy a jitékosok egyéni optimuméban (2.2) szerint

g =
dg; 3Qi_p’

és atrendezve, (4.4) az aldbbi egyenletre egyszertsodik:

Zd’ Z i dql =p(d°,7) . (4.5)

A 7 sszmennyiség novelésekor tranzakcids koltségek esetén is taldlkozunk a
versenyz6 esetben tapasztalt hatdsokkal: a ) d; tagon keresztil jelentkezd
koltséggel és az dron keresztill jelentkezd haszonnal. Megjelenik azonban egy
Uj hatds is: az Osszmennyiség hat a tranzakcids kéltségekre, méghozzd az
elosztdsi szabalytdl fiiggéen. Ha az adott szabély mellett a megnévekedett
7 tjraosztiséval novekszik a kezdOkészletek és a qf egyensilyi fogyasztésok
kézti tévolsdg, akkor a tranzakcids koltségek emelkedni fognak. Ha ez a
tévolsag csokken, vagyis az Osszmennyiség novelése csokkenti a piaci tranzak-
ciék volumenét, ezéltal a tranzakcids koltségek is csokkenni fognak. Minthogy
ezek a hatdsok az elosztdsi szabalytdl fiiggnek, az optimélis Gsszmennyiség
meghatdrozdsa tranzakciés koltségek esetén dltaldban nem lehet fiiggetlen az
elosztasi szabdlytol.

Piactervezési szempontbdl érdeklédésre tarthatnak szdmot azok a specidlis
esetek, amikor az optimdlis § nem véltozik az elosztas fiiggvényében, vagy
esetleg a piac mitkodési feltételeitdl is fliggetlen. Ha nem ismerjiikk pon-
tosan a kialakulé piac jellegzetességeit, sokat nyerhetlink azzal, ha egy téves
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varakozés (pl. a tranzakcids koltségek jellegére vonatkozdan) nem rontja el a
folyamat legelején meghatédrozott Osszmennyiség optimalis voltdt. Az aldbbi
allitas két ilyen esetre mutat ré.

4.2 Allitds. Tranzakcids koltségek mellett az optimdlis osszmennyiség pon-
tosan akkor egyezik meg a versenyzdi optimummal, ha az aldbbi feltételek
kozil legaldbb az egyik teljesiil:

(a) az elosztds utilitarista;

(b) dllanddak a tranzakcids koltségek.

Bizonyitds. Kihasznaljuk a (2.2) egyenstilyi feltételeket, amikbdl
p—ui(e]) = -T'(¢; — &) = 0T(q} — ¢)/0q; .
Ezt behelyettesitve (4.5)-be a kovetkezdt kapjuk:
k13
du;
> dm-3 2
=1 i=1

Osszehasonlitva (4.3)-mal, a két optimalis Gsszmennyiség egyenldségének fel-

tétele, hogy
du% qz 7, / *
Z Uj(Qj)
=1 dqz
teljesiiljon Vj € N-re. (2.2) szerint ez pontosan akkor &ll fenn, ha

T'(q;—q0)=T"(q} —q%) Yu,veN,

aminek a 3.6. lemma értelmében szitkséges és elégséges feltétele, hogy (a) és
(b) kéziil legaldbb az egyik teljesiiljon. O

Ha versenyzé piacot varva hatéroztuk meg a tirsadalmilag kivanatos Gssz-
mennyiséget, az csak akkor marad optimalis tranzakcids koltségek folbukka-
nasa esetén, ha ezek a koltségek dllanddak és/vagy az elosztds utilitarista
volt. Ellenkez6 esetben § mar nem biztositja a jélét-maximumot.

A tarsadalmilag kivdnatos 6sszmennyiség armeghatérozé
Jjatékos esetén

Most megvizsgdlom, hogyan hatérozodik meg a tdrsadalmilag optimdlis Sssz-
mennyiség, amennyiben ismert, hogy az egyik jatékos drmeghatirozéként
fog viselkedni a piacon. Megmutatom, hogy a versenyzé esettel ellentétben
altaldban itt sem lesz kdzombds a jogok elosztésa.

Az 1. szakasz harmadik modelljében az 1-gyel indexelt jatékosnak hatal-
méban &ll megvélasztani a szdmdra optimdlis piactisztité drat, amely igy a
p = p(q?,9) alakban frhaté. Az ér az Gsszmennyiségen kivill az els jatékos
induldkészletétdl is fiigg. Az i = 2,...,n jatékosok egyensiilyi szennyezését
ezek utdn a ¢f = ¢;(p(¢?,7)) médon kaptuk, mig az elss jdtékosra a

5+ al) =7 (46)

=2
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feltételbél qf = q1(p(¢?,7),7) adddott. A térsadalmi feladat ezek utdn a
kovetkezé alakba irhaté:

me > [uslad) - @)

k.f o’=q"@)

p=p(d,9)
¢ =qp) 1=2,...,n
g =qapq),

ahol q°(7) ismét egy tetszdleges egyértelmil elosztdst jelol. Az els6rendd
feltétel

du(g7) [Oq1 , O dp dui(g)) dgidp <~ -
= E — E a:(q) . 4.
dq1 8— (9]? d‘— q dp d_ ~ 1,(q) ( 7)

Kihasznalva a (2.1) egyensilyi feltételeket, valamint hogy (4.6)-b6l 0g1 /07 =
1 adddik, (4.7) a k6vetkez6 alakban irhaté:

duy (‘h dg; dp - /(=
9 d,
aa, Xxmw Z;@)

Az drmeghatérozé jatékos (2.3) optimumfeltételének segitségével tovabb egy-
szerlsithetiink: (
duy(qt) /
. (a1 fh Zd (4.8)
Armeghaté.rozé jétékos esetén a g Osszmennyiség egységnyi novelésének
térsadalmi koltsége itt is a > d; tagon keresztiil jelentkezik, és a haszon itt
is a jdtékosok magasabb hasznossdgaiban Olt testet. Ez az esetleges haszon
egyfeldl az elsé jatékos egyensiilyi fogyasztdsira gyakorolt kozvetlen, masrészt
a valamennyi jatékos fogyasztdsira gyakorolt kozvetett, az dron keresztiil je-
lentkez6 hatdsként adédik. A tdrsadalmi optimum feltétele az igy értelmezett
hatarkoltség és hatdrhaszon (4.8) éltal elSirt egyenldsége. Egyéltalan nem
biztos azonban, hogy az 6sszmennyiség novekedése esetén az egyensilyi fo-
gyasztasok valéban névekedni fognak, novelve ezaltal a hasznossdgokat. Az
egyenstlyi fogyasztisok természetesen az ar fiiggvényében alakulnak, amelyet
viszont az elsd jatékos induldkészlete hatdroz meg. Minden olyan elosztds
esetén, amikor a ndvekvs dsszmennyiség az elsd jatékos induldkészletének
névekedését vonja maga utdn, novelve ezdltal az egyensilyi drat, a tobbi
jatékos egyensilyi fogyasztdsa csokkeni fog, ami csdkkenti haszossigukat.
Ebbél adédéan az elosztési szabdly drmeghatdrozd jatékos esetén is dontd
befolyassal lesz az optimalis Osszmennyiségre. Akdrcsak az imént tranzak-
ciés koltségek esetén, most is érdekes megvizsgalni, eléfordulhat-e, hogy a
tokéletes verseny esetén adddé dsszmennyiség tOkéletlen piacon is optimélis
marad. (4.8)-bdl addédik a kovetkezd Allités.
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4.3 Allitas. Armeghatdrozo’ jdtékos esetén az optimdlis dsszmennyiség pon-
tosan akkor egyezik meg a versenyzdi opltimummal, ha az aldbbi feltételek
kozil legaldbb az egyik teljestl.

(a) az elosztds utilitarista;

(b) teljestil, hogy

= ZFq . (4.9)

Bizonyitds. Az optimaélis 6sszmennyiség (4.3) szerint pontosan akkor a ver-
senyz6i optimum, ha (4.8)-ban

dp
— N == R
(ql ql)dq 0

A szorzat elsd tagja pontosan (a) esetén zérus. Beldthaté ezen kiviil, (14sd C
fiiggelék), hogy dp/dg = 0 < (4.9) fonnall. o

Hasonlitsunk &ssze példdul egy versenyzd és egy drmeghatdrozé esetet,
amelyekben a kritikus jatékos elharitdsi hasznossiga linedris. A 4.3 (b)
allitas szerint ekkor annak feltétele, hogy a versenyz esetben kapott optimélis
Osszmennyiség valamely (nem utilitarista) elosztds esetén optimélis maradjon
az drmeghatdrozé esetben is, az, hogy > - , dg?/dg = 0 teljesiiljon. Ez azt je-
lenti, hogy az adott elosztasi szabdlynak az optimélis g-nél az 6sszmennyiség
teljes névekményét az 1. jdtékosra kell osztania (dg?/dg = 1). A t6bbi jatékos
kozott csak a mar kordbban is ndluk 16v6 készletek oszthatdk tjra.

Ebben a részben az Gsszmennyiség endogén meghatdrozisival bévitettem
a korabbi modellt. A tokéletes és a tokéletlen piacokat elemezve azt taldltam,
hogy az optimélis Gsszmennyiség meghatdrozasa altaldban fiigg az elosztési
szabdlytdl és a piac jellemz6itdl. Mig tokéletes verseny esetén a kivdnatos
osszmennyiség minden elosztds estén ugyanakkora, addig ez tékéletlen pi-
acokon 4ltaldban nem teljesiil. Elmozdulva tovdbbd a versenyzd piac fel-
tevésétol, az optimalis 6sszmennyiség csak utilitarista elosztds, vagy specidlis
fiiggvényformak mellett marad véltozatlan. Mindezek szemléltetésére szolgsl
az alabbi példa.

Egy példa

Korabbi példankat kib&vitve vdlasszunk kvadratikus d;(q) karfiiggvényeket a
kovetkezd mddon:
di(g) =b3"/2 i=12,

ahol b; pozitiv paraméter. Versenyzd esetben ekkor az optimélis § Ossz-
mennyiséget a kovetkezé feladat megolddsaként kapjuk

min Y[ o(a) + (0] = i 5 [(?)2 + g

b
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ahonnan

A
-~ B+1
(B = by + bo) az elosztastdl fiiggetlenil.

Tokéletlen piacon az elmondottak alapjdn dltaldban més optimadlis Gssz-
mennyiségek adddnak. Tekintsiik példaul a tranzakcids koltségek esetét, és
vélasszuk a paramétereket a 3. szakasz példdjihoz hasonldéan, valamint legyen
B =bi+by=0,1. A 4.1. tdbldzat szemlélteti az EG, az utilitarista és a Nash
elosztds esetén adddé tarsadalmilag optimalis Osszes szennyezést. A verseny-
z6 eset optimdlis Osszmennyiségei a 4.2. dllitdasnak megfeleléen pontosan a
kozépsé oszlop értékei.

q

as EG utilitarista Nash

71 91,8183 91,8182 91,7419
73 93,6365 93,6364 93,5662
75 95,4546 95,4545 95,3910
77 | 97,2728 97,2727 | 97,2160
79 99,0909 99,0909 99,0352
81 | 100,9090 100,9091 | 100,8625

4.1. tdbldzat. Optimalis 8sszmennyiség tranzakcids koltségek esetén

Mivel az utilitarista és a mdsik két vizsgdlt elosztds kozti {6 kiilonbség
abbdl fakad, hogy az utébbiak figyelembe veszik a D; kdrok kiilénbségeit, és
példdnkban ez a kiilldnbség viszonylag kicsi (40 — 30 = 10), az optimalis
q értékek nagyon kozel esnek egymdshoz. A 4.1. dbre mutatja az egyes
elosztdasok mellett a szennyezési piac révén elérhetd maximalis tdrsadalmi
nyereséget, vagyis a

2
Dy + Dy —min 3 [ei(ef) +T(qf — af) + di(@)]

=1

értékeket. Az utilitarista elosztds mellett kapott nyereségek egyuttal a ver-
senyzd esetben, tetszleges elosztds mellett elérhett tdrsadalmi nyereségeket
adjék.

utilitarista

- =
[oc] N (@]
. . L

nH

tarsadalmi nyereség

o

71 73 75 77 79 81

2

4.1, dbra. Maximélis tdrsadalmi nyereségek tokéletes verseny, illetve tranzakcids
koltségek esetén (A versenyzd eset nyereségeit az utilitarista elosztds értékei adjik)
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5 Alkalmazas: szennyezési jogok nemzetkozi
kereskedelme

A leirtak segitségével médunk nyilik értékelni a nemzetkdzi kdrnyezetszabs-
lyozas intézményeinek néhdny jellemzdjét. Az 1992-ben a New York-i ENSZ
taldlkozén elfogadott Klimavéltozasi Keretegyezmény jegyében zajlé nemzet-
kozi kornyezetszabdlyozds a kovetkezd médon jellemezhetd., Az egyezmény
célja ,,az liveghdzhatdsi gdzok koncentrciéjanak stabilizdldsa az atmoszfé-
raban egy olyan szinten, amely még nem képez veszélyes emberi beavatkozést
a klimarendszerbe” (UNFCCC, 1992). Ennek érdekében a targyalépartnerek
elfogadtak egy, a globlis szinten elérni kivdnt szennyezéscstkkentésre vonat-
koz6 ajénlést, vagyis meghatdrozték az Osszes szennyezést (7). E ,,szennyezési
jogok” szétosztésdra (q°) 1997-ben a kiotéi térgyaldson (kooperativ kdrnye-
zetben) kerilt sor.

Az elosztassal kapcsolatban legtdbbet hangoztatott elv mindig is a mél-
tanyossdg volt: a szabdlyozdsnak e szerint ,,az eréfeszitések és kotelezettség-
vallaldsok kiegyensulyozott és méltdnyos megosztdsén kell alapulnia” (UNEP,
1995, p. 71, idézi Bierman, 1999), és a terhek egyenld elosztdsét (equitable
burden-sharing) kell szem el8tt tartania (Téth, 1999). Az tin. Kiotéi Jegyzé-
konyv rendelkezik egy nemzetkdzi szennyezési piac kialakitdsardl is, amelynek
a részleteit azonban kés6bbi egyeztetések tdrgydvd teszi — ezek az egyezteté-
sek ma is tartanak.

Hogyan értékelhetjiik a nemzetkdzi kornyezetszabdlyozdsnak ezt a folya-
matat? Eldszor is, amennyiben versenyz6 szennyezési piac kialakuldsa vérha-
t6, szamos pozitivumot tudunk kiemelni. Barhogyan is osztottdk el Kiotéban
az orszagok egyméds kozott a szennyezési jogokat, a targyaldsokat megelézden
meghatdrozott dsszmennyiség ilyenkor minden elosztds mellett optim4lis ma-
rad. Tovdbbd, ha a jogok elosztésénak méltdnyossdga az itt definidlt egyenld
nyereségeket jelentette, akkor ez egyittal kielégiti Nash vonzé axiémait is.
Sajnos azonban ezek a megéllapitdsok dltaldban érvényiiket vesztik, ha a
szennyezési piacon nem tokéletes verseny érvényesiil majd. Mint l4ttuk, ilyen-
kor az osszmennyiség optimaélis volta az elosztdsi szabalyon miilik, péld4ul
egy versenyzd piacot feltételezve megéllapitott, majd az EG szabély alapjdn
szétosztott Osszmennyiség nem lesz optimélis tokéletlen piacokon. R4addsul
az egyenld nyereségeket biztosité elosztds sem a Nash-axiémsknak, sem az
utilitarista kritériumnak nem tesz eleget.

Mivel a Kiotéi Jegyz8konyv csupdn altaldnos irdnyelveket tartalmaz a
szennyezési piacra vonatkozdan, feltehetSleg mind a globdlisan kivdnatos
osszes szennyezéscsOkkentés meghatdrozdsa, mind pedig az elhdritdsi kotele-
zettségek szétosztdsa anélkiil tortént, hogy ismertek lettek volna a kialakuld
piac miikodési feltételei, becslések sziilettek volna a varhaté tranzakciés kolt-
ségekrdl stb. Nehéz tehat elképzelni, hogy a kiotdi egyezményben rogzitett
elvek és mennyiségek valéban a kivént eredményre vezessenek. Eredményeink
szerint ez egyediil utilitarista elosztds esetén lenne biztositva, azonban vildgos,
hogy a jelenlegi nemzetkdzi kornyezetpolitikdban az utilitarista elosztdsban
testet olt6 koltséghatékonysdg hittérbe szorul az igazsigossig kilonbozd
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megkozelitéseivel és a politikai megvaldsithatdsdg szempontjaival szemben
(Nordhaus - Boyer, 1998).

6 f)sszefoglalés

A dolgozatban a versenyzd és a tokéletlen cserepiacok hagyomdnyos modell-
jeit kibGvitettem az induldkészletek kooperativ alkufolyamat sordn torténd
elosztdsaval, és az Gsszmennyiség endogén meghatarozdsival. A kiildnbozd
piacmodellek esetén jellemeztem harom fontos készletelosztdsi szabilyt, az
utilitarista, a Nash-, és az egyenl® nyereségeket biztosité elosztdst. Megvizs-
galtam tovdbbé az optimdlis Gsszmennyiség meghatdrozdsit ezeken a piaco-
kon. F§ eredményeim a kovetkezdk voltak.

1. Az elosztds elvei és a piac jellemz8i nem kezelhetdk egymdstdl figget-
lenil. Az adott elvek szerint torténd elosztds mds eredményre vezet attdl
fiiggden, hogy milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik majd az elosztds nyomdn
kialakulé piac. Megforditva, ha adott elosztisi elveket érvényesitetve jott
létre a jogok elosztdsa valamilyen piaci forgatékonyv mellett, ezek az elvek
mér nem érvényesek t6bbé, ha megviltoznak a piac miikodési feltételei. Lat-
tuk, hogy mig tokéletes piacon minden elosztds utilitarista (3.1 4llitds), addig
tranzakcids koltségek vagy drmeghatédrozd jatékos esetén a koltséghatékony-
sag csak specidlis elosztdsok mellett teljesiil (3.4 és 3.10 &llitds). Megmu-
tattam, hogy versenyzdi piacon a Nash elosztds igen vonzé tulajdonsigok-
kal bir, nevezetesen egyenld (vagy ,legegyenlébb”) nyereségeket biztosit a
jétékosoknak (3.3 4llitds). Tokéletlen piacokon ez azonban csak specidlis
koltségfiiggvények és fenyegetési pontok esetén teljesiil (3.7 és 3.11 4llitds).

2. A tdrsadalmilag kivinatos sszmennyiség nem hatdrozhatd meg az
elosztasi szabdly és a piac jellemz3itdl fiiggetlendil. A tdrsadalmi Gsszhaszon
maximalizdldsa altaldban més Osszmennyiséget kivan attdl fliggben, hogy
melyik piaci forgatékonyv valésul meg, és hogy milyen szabéaly szerint fogjak
szétosztani az adott Osszkészletet. Ebbdl adéddan egy adott piacra, adott
elosztési szabaly figyelembevételével meghatdrozott 6sszmennyiség nem lesz
optimadlis, amennyiben mdédosulnak a piac jellemzéi, vagy a jétékosok mds
elosztdsi elvekre térnek 4t. Lattuk, hogy tokéletes piacon, vagy llandé tran-
zakcids koltségek esetén az optimdlis 6sszmennyiség minden elosztds esetén
ugyanakkora (4.1 és 4.2 (b) 4llitds). T6kéletlen piacon azonban az optimélis
Osszmennyiség csak utilitarista elosztds, vagy specidlis fliggvényformédk és
paraméterek mellett egyezik meg a versenyz6 piacnéal kapott dsszmennyiséggel
(4.2 és 4.3 4llitds). Az eredmények segitségével értékelhettitk a nemzetkozi
szennyezési piaccal kapcsolatban felvetett elveket, és a Kiotdi Jegyzdkonyv
néhdny rendelkezését.

Az elmondottak kiterjesztésének egy kézenfekvd mddja mds tipusi elosz-
tasok figyelembe vétele a készletelosztasi jatékban. A kooperativ alku-elmélet
sok egyéb megoldést targyal, és ezek axiomatizédldsa is elérehaladott. A fontos
kérdés itt az, vajon melyik megoldds-koncepci6 elveit részesitsik elényben,
illetve melyik irja le jobban az adott helyzetben (pl. a klimavaltozdsi tar-
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gyaldsokon) kovetett szempontokat. Egy elméleti és gyakorlati szempontbdl
egyarant izgalmas kiterjesztési lehetéséget jelent, ha bevezetjiik a termelést is
a piac modelljeibe. Végiil a piac dbrazoldséndl figyelembe lehet venni szdmos
tovabbi forgatékonyvet, amelyek dontéen befolydsolhatjsk az elosztésok és az
optimdlis 0sszmennyiség tulajdonségait. Két, az irodalomban megtaldlhaté
Jelolt lehet a rendelkezésre 8116 készletnél magasabb fogyasztds lehetésége
(a szabélyok &thighatdséga) és az ehhez kapcsolédé biintetés figyelembe
vétele (Malik, 1990), valamint a vizsgdlt jészag piacdnak kélesdnhatdsa més
termékpiacokkal, és a tokéletlen termékpiacok kdvetkezményei (Sartzetakis,
1997).

Figgelékek

A fliggelék, A 3.5 lemma bizonyitdsa.
A jaték Nash-megolddsét az aldbbi optimumfeladat adja.

e, HRL(q
k.f. Zq? =7

=1
@>0 i=1,...,n.
Az els6rendii feltételek (A-val jelélve a pozitiv Lagrange-szorzét)

ZHR

1=1 k#j

9 > 0 komplementaritassal, i = 1,...,n, (Al)

és "
Z % =7. (A.2)
i=1

Az (A.1) alatti els6rendii feltételeket leosztva Ry -...- R,-nel és dtrendezve
ezt irhatjuk:
"\ 1 dR; A

; R dQU, Rl RV'L .
(A.3) egyszerlisitéséhez kihasznéljuk, hogy a burkolégdrbe-tétel szerint

dR; _OR; dp L OB OR; _
dg? ~ Op dgf ' 9P

(A.3)

d -
dfﬁ)(‘lz @) +p+T(q—q)) Vire (A4)

és
dR- 8R dp _dp .,

(A.4)-et és (A.5)—6t behelyettes1tve (A.3)-ba és dtrendezve adédik (3.6). O
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B fiiggelék. A 8.9 lemma bizonyitdsa.
A jaték Nash-megolddsat az alabbi feladat optimuma adja:

max H Rl(ql ] q7,

q%,.45

k.f. Z @ =7q
=1

@d>0 i=1,...,n

Az elsbrendd feltételek 1 = 2,...,n-re a kdvetkezdk:
H Ri(@?,d)p—A<0 ¢ >0 komplementaritéssal . (B.1)
J#i

Innen, R; - ...  Ry-nel leosztva és dtrendezve adédik (3.10).

Az elsbrendii feltétel i = 1-re
dR;

Z 20 H Ry, — A <0 ¢?> 0 komplementaritéssal . (B.2)
g=1 11 ketj

(B.2)-t leosztva Ry - ... Ry-nel kapjuk, hogy

" dR; 1 A p
—— < e . B.3
= dq? R; " Ri-...-R, R(qo) ( )

(B.3) egyszeriisitéséhez kihaszniljuk, hogy a burkoldgorbe tétel értelmében
@ _ 8R1 dq1 8R1 dp 8R1 _ 8R1

_ aq EB - =p, B.4
A " B dd " Op df ' g 9 ' &2
ési=2,...,mre
dR; OR; dg; 81?4) _ORidp _ dp
= =—(q — . B.5
dg) (3% dp ' 8p ) dd  Op dgd (@ )dq (B:5)

(B.4)-et és (B.5)-0t behelyettesitve (B.3)-ba, és dtrendezve adddik (3.11). O

C fiiggelék. dp/dg =0 < (4.9) teljesil.
Elészor is vegyiik észre, hogy
dp _8p  9p dg}
d§ 6‘ d‘?l dqg -’
Jeloljiik Z-vel az drmeghatdrozé jatékos (2.3) hatdrhaszndnak p szerinti de-

rivéltjat (ez a mdsodrend(i feltétel értelmében negativ). Ekkor (2.3)-bél
adédnak a kovetkeztk:

(C.1)

Op _ 14+u(e]) Yip 4i(p)

oq Z
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b, A
o 7~
Ezt kihaszndlva, (C.1) szerint
1 *x n / 0
dp _ o o 1Huile) Do al) _ 1dg (c2)
dq Z Z dg

Hasznéljuk most fel, hogy ¢i(p) = 1/u}(¢;) (18sd a 3. ldbjegyzetet) és hogy
dq?/dg=1—3"",dg)/dg. (C.2)-ben Z-vel egyszerlisitve, és behelyettesitve
ad6dik (4.9). 0
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ENDOWMENT GAME AND OPTIMAL TOTAL QUANTITY IN ARTIFICIAL
MARKETS

The paper deals with two key issues related to the creation of artificial markets:
determining the total quantity of the market good, and the initial allocation of
these goods among the participants. Various market structures are considered, and
the “Endowment Game” allows for allocation principles different from efficiency
to be examined. I show that the characteristics of these principles vary with the
market structure. Total quantity is chosen by a social planner. I show that the
optimal total quantity varies with market structure and the allocation principle.
The results have implications for the international emission trading system.






