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Zusammenfassung: Ein Ubertragungsprinzip erlaubt es, die Bewegungs-
vorgange des Flaggenraumes, welche spharische Bahnen besitzen, volistandig
zu Klassifizieren und zu beschreiben. Dabel werden nicht nur jene Bewe-
gungsvorginge betrachtet, welche alle Punkte auf einer spharischen Bahn
fithren, sondern auch jene, welche nur gewissen Punkten sphirische Bahnen
zuweisen. Die Fragestellung fiir den euklidischen Fall ist etwa gegen Ende des
19. Jahrhunderts in Frankreich aufgetreten, wurde aber nie vollstandig gelost.
Das hier verwendete Ubertragungsprinzip, das in J. Lang [12] vorgestellt
wurde, erlaubt es nun erstmals, diese Fragen - im Fall der zweifach isotropen

Geometrie - erschopfend zu beantworten.

In J. Lang [12] wurde ein Ubertragungsprinzip beschrieben, das

es erlaubt, die Bewegungsvorgange des Flaggenraumes mit sphérischen
Bahnen systematisch und in zweckméfiger Form zu behandeln. Die Ur-
spriinge dieser Vorgangsweise gehen auf E. Borel [1] und R. Bricard [2],
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[3] zuriick, welche gemeinsam mit E. Duporcq [8] diese Fragestellungen
- fiir den euklidischen dreidimensionalen Raum - aufgeworfen haben.
Eine Verallgemeinerung dieses Ubertragungsprmmps wird Inhalt von
H. Vogler [22] (in Vorbereitung) sein. In der Geometrie des Flaggen-
raumes (zweifach isotropen Raumes) liegen Resultate von O. Réschel
[16] vor: Alle C*- Bricard-zwanglaufe des Flaggenraumes - das sind
Jene mit durchwegs sphdrischen Bahnen - werden beschrieben; auch die
C*- Darboux-zwanglaufe - das sind j jene mit durchwegs ebenen Bahnen
- sind dort angefiihrt.

In der vorliegenden Arbeit sollen nun alle vierparametrigen Bewe-
gungsvorgange, die sphérische Bahnen besitzen, vollstindig beschrieben
werden; es gelingt, Normalformen anzugeben und die Invarianten fiir
jeden einzelnen Fall zu ermitteln. Die Ebenen des Rastraymes betrach-
ten wir als Sonderfille von Sphiren, sodaB auch der Fa,ll“\ebener Bah-
nen miteingeschlossen ist. Es sei besonders darauf hin §w1esen dafl
fir die folgenden Untersuchungen keinerles Dzﬁ”erenzzerbqtkeztsvomus-
setzungen notwendig sind.

Die Geometrie des Flaggenraumes beschaftigt sich mit jenen Ei-
genschaften des dreidimensionalen affinen Raumes R?, die beziiglich der
Gruppe

T=zx+4a /
(1) GP ! g=bzt+y+ec a,bc,de, f ER
Z=dr+tey+z+f !

invariant sind!. Diese Transformationen nennt man Bewegungen des
Flaggenraumes. Sie lassen das Tripel (F,u, ¢), bestehend aus dem Fern-
punkt F' der z-Achse (absoluter Punkt), der Ferngeraden u der yz-Ebene
(absolute Gerade) und der Fernebene ¢ (absolute Ebene) fest. Eine
Parameterdarstellung eines k-parametrigen Bewegungsvorganges ¢ auf
einem Parametergebiet G C R* hat die Gestalt

(2) (:G— G

mit (tl, . tk) —}C(tl,.. tk) (a(tl, tk) -‘7f(tl7 tk)) Eine
Sphére @ des Flaggenraumes ist definiert durch eine Glelchung der Form

(3) A2?+2Bz+2Cy+2Dz+E=0 AB,C,D EER.

Fir A = 0 erhalten wir die Ebenen, die wir hier als Sonderfille der

!Siehe hiezu H. Brauner [4], [5], [6] und das Standardwerk H. Sachs [18].
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Sphiren betrachten werden. Fir A # 0 sind die Spharen Zylinderfla-
chen zweiter Ordnung, deren Fernscheitel U auf der absoluten Geraden
u liegt. Er ist durch die Koordinaten

(4) U...(0:0:D:-C)
gegeben. Fiir D =0ist U = F), also der absolute Punkt. @ nennt man
dann Punktgrenzkugel. Die Tatsache, daB ein Punkt Py ...(zo/yo/20)
aus A auf einer Sphére & (siehe (3)) gefithrt wird, driickt sich in einer
Gleichung :
a? A+

+c¢ 2C+

+ € ZDy0+

+ f 2D+

+ Azl 4+2Bzo+2Cy+2Dn+E = 0

aus, wobei das Absolutglied Az2 + 2Bz + 2Cyo + 2Dzo + E, falls der
0

Bewegungsvorgang durch id (ng)) geht, verschwindet (siehe hiezu J.
Lang [12]). Die Bedingung (5) ist also eine Gleichung der Form

(6) ngf 1+ Vi +w ¥y +wsYs +wiYy + wsYs +we¥s = 0.

Es handelt sich dabei um ein Polynom in den Variablen Y1,Y3,Ys,
Yy, Ys, Vs, fiir das die Funktionen a, b,c,d, e, f eine Nullstelle (identisch
in den Parameterwerten (t1,...,tx) € G) liefern.

Die Polynome des Typs

6
(7) V———{onf—{—Zinilwg, ws,ER}.
=1

bilden einen siebendimensionalen Vektorraum iiber dem Korper R.

Wir bilden aus dem siebendimensionalen Vektorraum V den pro-
jektiven Raum P(V) der Dimension 6 und nennen diesen Raum P(V')
im folgenden Bedingungsraum. Seine Punkte sind die eindimensionalen
Unterraume von V. Der Einfacheit halber identifizieren wir jede Be-
dingung (6) mit dem von ihr bestimmten Punkt des Bedingungsraumes
P(V).

Erfillt (a,b,¢c,d, e, f) fir alle Parameterwerte t1,...,tx € G die
Gleichung L; der Form (6) und auch noch eine weitere Gleichung Lo
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derselben Gestalt, so erfiillt (a,b,c,d, e, f) auch jede Linearkombination
LiA1 + Ly);. Die Menge aller Bedingungen der Form (6), welche von
einem Bewegungsvorgang ( ... (a,b,c,d, e, f) erfillt werden, ist also
ein ganzer linearer Unterraum U von V, die Menge aller zugehdrigen
Punkte des projektiven Raumes P(V) ist ein projektiver Teilraum T =
P(U) € P(V). Dabei zeigt sich, daf genau jene Polynome aus V,
welche der Bedingung

(8) watwg — w3wy =0

genligen, auch wirklich Sphirenbedingungen sind. Aus dem Polynom
(6) kann man den Punkt Py(zq/yo/ z) des Gangraumes und seine Bahn-
sphére @ (3) mit Hilfe von

- A. =g
' B YW1 _ wows wy  wy
- —7 - Ty =—— = — \ .
9 M Wy  ws
( ) C __w3 Wws A
D) Yo =— !
w e
6
D =—
2

erhalten?. Die Bedingung (8) ist die Gleichung einer Hyperfliche 2.
Ordnung im Bedingungsraum. Wir nennen digse Hyperfliche im fol-
genden © C P(V). Wie in J. Lang [12] ausgefiihrt, ist die Geometrie

des Bedingungsraumes durch die Transformationsgruppe
'

((Wo = wo
W) = wy+twz + taws
W2 = wy —1aw3 + tewy — toteg
(10) Gs(P(V)) ... { B3 = wy+tews
Wy = wy — twg
Ws = ws —tpwy + (tatp — to)ws
W = weg

bestimmt: Bedingungen, welche auseinander durch eine Transformation
(10) hervorgehen, gehdren zu konjugierten Bewegungsvorgéngen.

2Die Werte z und E sind unwesentlich: Mit jedem Punkt Py ... (zo/y0/=0),
der eine sphirische Bahn H(F,) durchliuft, wird auch jeder Punkt F(zo/yo /Zo) eine
sphérische Bahn H(P;) durchlaufen, die sich von H(Py) nur durch eine Translation
in z-Richtung um den Betrag 7y — zg unterscheidet.
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Um zu einem Unterraum T C P(V) den zugehorigen maximalen
Bewegungsvorgang (siehe J. Lang [12]) ¢ zu ermitteln, ersetzen wir die
quadratischen Polynome L; € U in den Variablen Yi,...,Ys, welche U
aufspannen und die Gestalt

6
(11) Li .. 0§72+ wiy;
=1

besitzen, durch die Polynome

6 6 4
(12) Ei ... 0%+ wiY =Y iy
j=1 =0
in Variablen Yp,Y1,...,Ys und erginzen dieses lineare, homogene Gle-
ichungssystem durch die quadratische Gleichung

(13) Yy~ Y72 =0.

(13) erlaubt es, in der allgemeinen Lésung des Systems (12) einen der
Parameter zu elimineren (siehe J. Lang {12]).

Die Untersuchung der r-dimensionalen Unterrdume des Bedin-
gungsraumes P(V) fithrt dabei (siehe [12]) auf (5 — r)-parametrige Be-
wegungsvorgange. Die Suche nach den vierparametrigen Bewegungs-
vorgingen fithrt dabei auf die Untersuchung der Geraden von P(V).

1. Klassifikation der eindimensionalen Unterraume

Von den eindimensionalen Unterrdumen des Bedingungsraumes
P(V) sind nur jene von Interesse, welche zur Ganze auf der Hyperflache
O liegen, da sie auf eine einparametrige Menge von Spharenbedingungen
fithren; ein Unterraum T, der nicht Teilmenge von O ist, liefert im
allgemeinen héchstens zwei Sphérenbedingungen.

Wir werden in diesem Abschnitt die eindimensionalen Unterraume
des Bedingungsraumes, die zur Ganze in der Hyperfliche O liegen,
vollstandig beziiglich der Gruppe (10) klassifizieren. Zu jeder Klasse
werden wir eine Normalform angeben und daraus eine Normalform
des maximalen Bewegungsvorganges errechnen, der zu diesem Bedin-
gungsraum T gehort. Schliefilich werden wir die Punkte des Gang-
raumes, zu denen Bedingungen X € T gehoren, angeben und die
zugehorigen Bahnsphéren beschreiben. Unmittelbar aus der Normal-
form von T werden wir die Invarianten des zugehorigen maximalen
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Bewegungsvorganges erhalten; die gecmetrische Deutung solcher In-
varianten anhand des Bewegungsvorgarses wird die Betrachtungen ab-
schlieflen. Auf diese Weise werden wir alle vierparametrigen Bewe-
gungsvorgange mit sphérischen Bahner erhalten.

Aus (10) erkennen wir unmiztelbar, daf8 die Hyperebenen

Hy ... wg =0, Hs ... wg=0

invariant sind. Dasselbe gilt dann auch fiir den Schnittraum Wys =
=HyNH 6-

Wir wollen nun die eindimensioralen Unterriume im einzelnen
betrachten. In den folgenden Abschnitzen sei T also eine Gerade, die
ganz in O liegt. '

i
-~ .

1.1 FALL 1: T trifft den Unterraum Wyg nicht. f\
- . E

Es gibt genau einen Punkt G = 7N Hy und ‘genmi\; einen Punkt
K =T n Hg. Diese Punkte seien i
(14)  G...(0:y1:y2:y3: 4 vs: 1)s K. . (Liki:6g k3 ket k5:0)
Wegen kg = 0 sind auch &3, x4 beziiglich der Gruppe (10) invariant.
Wir unterscheiden nun folgende Falle:
Fall 1a: k4 #0. Die Koordinaten (14) konnen durch geeignete
Wahl® von t4,t5,tc, ta, t. vermbge (10) in die Form
G...(0:0:99:0:0:0:1), K ...il:k1: kot ki g # 0:0:0)
gebracht werden. Beriicksichtigt man, daf die Koordinaten aller Punk-
te X € T der Gleichung (8) geniigen missen, so erhalt man noch:
(15) Y2 = 0, Ro = O._ kg = 0.
Die Verbindungsgerade GK = T cer Punkte
(16) G...(0:0:0:0:0:0: 1), I (1iky:0:0: 54 55 0:0:0)
hat die Darstellung

17 X(p1, p2) = (po: proky:0:0: porg: 0 g ). A
Wir gehen wie in J. Lang [12], Abschnitt 2 beschrieben vor und erhalten
schlieflich zum System

3 = = k& = 25 — —T1fatyaks = 22
Durchta_%,tb_é—,tc__x?_,td— e fe = i—:—;kannman

die angegebene Form erreichen.
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Yo +ri¥1 +£4Yy =0

(18) Y=o

und zur quadratischen Gleichung (13) die Losung
2 -—tz - Kltl
(19) (%yﬂ;%,h,ﬂ,%)lfﬁ): <t17t11t27t37ﬁ_“,t4,0> .
4

Das ergibt einen vierparametrigen Bewegungsvorgang der Gestalt

—f:IE—*—tl
(20) Y=y +iaz+13 kg £0.
12+ Kyt
PR kL SR
Kq

Die Invarianten im Fall 1a sind £q,%4. Die Punkte des Gangraumes,
welchen eine sphérische Bahn zugewiesen wird, erhalt man aus (9) durch

L2
(21) 230(/1171112) = 54;‘7 yo(/ll,#z) =0.
1

Sie erfiillen eine isotrope, nicht vollisotrope Ebene. Die zugehérigen
Bahnsphéren haben die Gestalt

(22)  @(p1,p2) - papas” + (mapaky — pira)z + plz + E =0,
wobei F € R ist. Thre Fernscheitel stimmen iiberein, d. h. es handelt
sich geméf J. Lang [12], Satz 6 um den Typ A. Die Radien sind wegen
R = = = —3 gegeben durch

(23) R(#hﬂz):—;—l-
H2

Der gemeinsame Fernscheitel U der Sphéren ist fiir die angegebene Nor-
malform (20) durch U...({0:0:1:0) gegeben. Es gibt eine vollisotrope
Gerade h, deren Punkte auf ebenen Bahnen gefithrt werden (fiir die
Normalform (20) sind das die Punkte P ... p;:pus = 1:0 der z-Achse;
ihre Bahnebene wird durch z = const. beschrieben). Den Abstand eines
Punktes P(u;, #2) des Gangraumes aus (21) von dieser ausgezeichneten

Geraden A bezeichnen wir mit
Kqllz
6(p1, p2) = -
H1

Das Produkt aus 61, ¢2) und dem Radius R(uy, p2) = — 4= der zu-

gehorigen Bahnsphére ist unabhingig von (g1, g2) und ergibt eine In-
variante des Bewegungsvorganges (:
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(24) 6(p1y p2 ) R(p1, p2) = —%.

Wir erhalten somit den

Satz 1. Der Fall 1a ist dadurch charakterisiert, daff die Punkte einer
isotropen, aber nicht vollisotropen Ebene v des Gangraumes auf konzen-
trischen Sphdren gefihrt werden, welche keine Punktgrenzkugeln sind;
daber entsprechen Punkten auf verschiedenen vollisotropen Geraden in
v Bahnkugeln mit verschiedenen Radien.

Es gibt genau eine vollisotrope Gerade h C v, deren Punkte in
(nichtisotropen, zueinander parallelen) Ebenen laufen, welche durch den
gemewnsamen Fernscheitel der Bahnsphiren der Punkte P € v\h gehen.
Eine geometrische Deutung von xy ist gegeben durch: .

® Das Produkt aus dem Abstand cines Punktes P € v.des Gangrau-

mes von der Geraden h mit dem Radius der zﬁlgehérigen Bahn-

- sphare, hingt nicht von der Wahl des Punktes P € v ab und ist

eine Invariante von (, namlich gleich —%&¢. ‘X

Jeder Bewegungsvorgang des Typs la, der die Invarianten K1, K4 auf-
weist, ist zur Normalform (20) konjugiert.

Fall1b: ky = 0, k3 # 0. Wir kénnen durch geeignete Wahl von
ta,th,1c, g, te vermoge (10) aus (14) die Gestalt? :

(25) G...(0:0:0:0:0:0:1), K., (1:0:0: 3 5 0:0: k5: 0).
Die gesuchte Normalform hat die Gestalt

E:’L‘-}—t]
2 -
(26) ?zy-f-le?—é]—wi K3 # 0.
K3 ’

=z 4ty + 13y

Die Punkte des Gangraumes, welche eine spharische Bahn besitzen,
bilden eine vollisotrope Ebene v, welche in der Normalform (26) durch

- . M2
(27) zo(p1,p2) = 0, Yo(p1, p2) = ks — .
Hroy
gegeben ist. Die zugehdrigen Bahnsphiren s
“Mit Hilfe von (10) erhvalten wir bel {; = %‘;-‘ t, = ~:—::J;, te = %{‘?1 tg =
%ﬁﬂ, te = —-%g— unmittelbar v; = y4 = 94 = 95 = &1 = 0. Da alle Punkte

von T nach Voraussetzung die Bedingung (8) erfiillen, gilt dann noch 2 = &4 = 0.
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(28) D(pi,pa) ... /.L2Z2+#2I{3y+/LIZ+E:O, EeR.

sind nicht konzentrisch. Thre Fernscheitel sind fiir die Normalform (26)
gegeben durch

(29) Upa,pe) ... (0:0: pr1: —Kaps).

Es handelt sich um den Typ B (siehe J. Lang [12], Satz 6), die Ra-
dien der Bahnspharen sind gegeben durch (23). Die Punkte einer voll-
isotropen Geraden h werden auf ebenen Bahnen gefiihrt; die Bahnebe-
nen sind zueinander parallel. Wenn wir den Ersatzabstand eines Punk-
tes P(u1, u2) € v des Gangraumes aus (27) von dieser ausgezeichneten
Geraden h mit

K5[ig
§(py, 1e) =
(1, 1) i
bezeichnen, so erkennen wir unmittelbar:
e ,
(30) 6(u1, p2) - R(p1, pe) = _70-

Das ist eine geometrische Deutung der Invariante ks, welche der Deu-
tung (24) im Fall 1a entspricht.

Bezeichnen wir mit a(y;, t2) den Winkel zwischen der Richtung
des Fernscheitels U(u1, u2) aus (29) und der ausgezeichneten Bahnebe-
nenstellung, welche zur Geraden h gehért, so errechnet man
(31) alpa, p2) - R, pa) = -K;s
was eine Deutung fiir die Invariante x5 des Bewegungsvorgangs liefert.
Es gilt also der
Satz 2. Im Fall 1b werden die Punkte einer vollisotropen Ebene v
des Gangraumes auf (nichtkonzentrischen) Sphiren gefihri; dabei wer-
den Punkten auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v Bahnsphiren
mit verschiedenen Radien zugewiesen. Es gibt genaw eine vollisotrope
Gerade h C v, deren Punkte in (nichtisotropen, zueinander paralle-
len) Ebenen laufen. Es gibt zwei Invarianten K3, K5, welche folgende
geometrische Deutung zulassen:

® Das Produkt aus dem Ersatzabstand eines Punkies P des Gang-
raumes von der Geraden h mit dem Radius der zugehérigen Bahn-
sphdre, hangt nicht von der Wahl des Punktes P € v ab und ist

eine Invariante von (, namlich genau -5

o Das Produkt des Winkels zwischen dem Fernscheitel einer Bahn-
sphare (1, po) und der ausgezeichneten Bahnebenenstellung mit
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dem Radius Rpy, pa) dieser Bahnsphare ist unabhingig von der

Wahl des Punktes p € v und betragt wegen (30) und (31) genau

— 53

S

Jeder Bewegung.svorgang des Typs 1b, der die Invarianten K3, K5 auf-
weist, ist zur Normalform (26) konjugiert,

Bei k3 = 4, = £ = 0 ist auch «s invariant beziiglich (10). Wir
betrachten also:

Falllc: gy = e =0,65 £0. Wir kénnen durch geeignete Wah]
VoI ig, By, ¢, tq, t, vermoége (10) erreichen®:

(32) G...(O:O:O:O:O:O:l), If...(l:/i]:O:O:O:fsszO)

.

und erhalten schliefllich die Normalform

i

- f::l,‘*f—tl

Y= 173 i
(3) ITVThTG s

o t2
§:z+t4z+_’*l1\+1y ,
K5

D=

“Tanl

Die Punkte des Gangraumes, welche sphérische Bahnen haben, bilden
eine vollisotrope Ebene ¥, welche in der Normalform (33) durch (27)
dargestellt werden kann. Die zugehdrigen Bahnsphiren

(34) B(u1,ps) ... ,L£2$2+/12I\71.'12+/112+E=O, EeR.

sind konzentrisch. Thre Fernscheitel sind fiir die Normalform (33) ge-
geben durch U/ . . (0:0:1:0). Es handelt sich zugleich um Typ A und
Typ B (siehe J. Lang [12], Satz 6), die Radien der Bahnsphiren kénnen
auch hier in der Form (23) angeschrieben werden.

Die Punkte einer vollisotropen Geraden h, welche in der Normal-
form (26) durch Th = yn = 0 beschrieben wird, werden auf ebenen
Bahnen gefihrt; die Bahnebenen sind zueinander parallel. Der Er-
satzabstand eineg Punlktes Plur,pa) € v von dieser ausgezeichneten
Geraden 4 ist 6(p1, pp) = -'% Es gilt auch hier die Beziehung (30).
Satz 3. Im Fyl lc werden die Punkte einer 'uolli.sotrope'\n Ebene v des
Gangraumes auf konzentrischen, Sphéren gefuhrt; dabei werden, Punk-
ten auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v Bahnsphiren mit yer-
schiedenen Radien zugewiesen. Es gibt genau eine vollisotrope Gerade

SEs ergibt sich bei ty = :_;7451, e = %2, g = — 7a
M =7 =79 =9 =0 M Hilfe der Bedingung (8) erkennt man dann noch:
Y2 =0, ko = 0.

T1ttsva
1

te = —13 yorapst
6
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h C v, deren Punkte in (nichtisotropen, zueinander parallelen) Ebenen
loufen. Es gilt:
o Das Produkt aus dem Ersatzabstand eines Punktes P des Gang-
raumes von der Geraden h mit dem Radius der zugehdrigen Bahn-
sphare, hingt nicht von der Wahl des Punkies P e v ab und ist
eine Invariante von ¢, namlich L.
Jeder Bewegungsvorgang des Typs 1c, der die Invarianten K1,&5 auf-
wezst, 15t zur Normalform (33) konjugiert.

Fall 1d: k3 = k4 = k5 = 0. Dieser Fall Lefert nur eine voll-
isotrope Gerade von Punkten mit spharischen Bahnen und ist deshalb
nicht von Interesse.

1.2 FALL 2: T trifft Wog, liegt aber nicht in Hy oder Hg.

Sei T = GK mit G ¢ Hy,Hsund K =Tn Wos. Wir haben also
die Verbindungsgerade von Punkten

(35) G...(1:71:72:73:74:75:76#O), K...(0:51:ﬁ2253:fi4zf;510)

zu betrachten. Da x = 0 ist, sind x3 und K4 Invariant gegeniiber (10).
Wir unterscheiden:

Fall 2a: kg # 0. Dann ist wegen (8) aber k3 = 0. Wir kénnen
mit Hilfe von (10) und (8) jedenfalls®

(36) G...(1:0:0:0:0: 0: 5  0), K ... (0:£1:0:0:1:0:0)

erreichen und erhalten schlieflich die Normalform

52_:13+f1
- © T=ytta it
(3() .2 75#0.
Z=z— T+ ty — -

Y6

Die Punkte des Gangraumes mit sphirischen Bahnen liegen in einer
isotropen, aber nicht vollisotropen Ebene v

$Der Punkt K ist ein ausgezeichneter Punkt auf T, der Punkt G hingegen ist
willkiirlich auf T gewihlt. Setzt man statt (35) allgemein G...(1:v; + AR1:ys +
AR Y3 +ARg Yo+ ARyt s+ Ans: 76 # 0), so ergibt sich das oben angegebene Resultat
(36). Man erhilt diese Normalform dann mit Hilfe von (10) bei t, = i'_';—s’ﬁ, ty = ks,
te = __‘\":_Yiz-ﬁ‘i g = _:uiv\'i]+-\ﬂ'x&5+“r'ms’ le = Aatyang—vyery

6 T8
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(38) zo(p, pa) = “'ML, yo(p1,pa) =0.
Y6l

Die zugehdrigen Bahnsphéren sind von der Gestalt

K 1
(39) (1, p2) ... prz” +p2<—1——’;—>$+u1%z+E=0
6

.4

mit E € R. Alle Bahnsphiren haben denselben Fernscheitel U € u und
zugleich denselben Radius
T

(40) R = 7 -
Je zwei dieser Bahnsphéren sind schiebungsgleich. Betrachtet man
den Abstand g(P, P) zweier Punkte aus v und den Betrag.n(P, P) des
Schiebvektors,.der zu den beiden Bahnspharen gehort, 50 bestatigt man
leicht: ’ ‘
Y1 1
4 27
Dieses Verhaltnis hangt also nicht von der Wahl der beiden Punkte ab
und liefert zusammen mit (40) eine Deutung fiir die Invariante x;. Wir
erhalten also:

(41) n(P,P): q(P,P) =

Satz 4. Im Fall 2a haben die Punkie einer isotropen, aber nicht voll-
isotropen Ebene v des Gangraumes spharische Bahnen; dabei sind die
Bahnsphédren konzentrisch und haben denselben Radius, sind also schie-
bungsgleich. Die Invarianten sind ky,7vs. —I& tritt als gemeinsamer
Radius der Bahnsphiren auf. Das Verhaltms zwischen dem Abstand
zweier Punkte aus v und der Spanne des Vektors der Translation, die
die beiden Bahnsphéiren ineinander tberfihrt, ist eine Invariante (41).
Jeder Bewegungsvorgang des Typs 2a, der die Invarianten ki,vs auf-
weist, ist zur Normalform (37) konjugiert. _
Fall2b: k4 =0, k3 #0. Wir kénnen mit Hilfe von (10) und (8)
schiefilich”
(42) G...(1:0:0:0:0: 0: y¢ #£ 0), I‘(...(O:O:O:l:‘O: £s5:0)
\

d
3

erreichen. Es ergibt sich eine Normalform der Gestalt

"Wie in Fall 2a liefert der Ansatz G...(1:y + A&1:v2 + Akazya 4 Akaiys +
ARrg:iys + Aks:iys # 0) wegen (8) die Normalform fir die Verbindungsgerade T =
Ar5+5 g = i 6 e it £ 10 B AL

vs ! Vs

GK. Hier verwenden wir {1, = :77?;, te = —R1, 4 =
te = —FA 4 v3vs.

1
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T =2 + tl
y=1y + tax — K t4
(43) ’ PR
7=z +t3z + T4y — 1
Y6
Die Punkte mit sphérischen Bahnen liegen in einer vollisotropen Ebene
K
(44) v zo(pr,pe) =0, yo(p1sp2) = s
H17s

Die zugehdrigen Bahnsphiren sind von der Gestalt

(45) D(p1, p2) - ﬂ]$2+’12y+/11’)’62+E:0, EeR.
Sie haben durchwegs denselben Radius

(46) R:-%.

<

Die Fernscheitel dieser Bahnspharen sind gegeben durch
(47) U ... (0:0: —p1ys: H2)-

Man erkennt, daf3 der Frsatzabstand (P, P) zweier Punkte aus v und
der Ersatzwinkel a(P, P) zwischen den Fernscheiteln der zugehorigen
Bahnsphéren zueinander proportional sind: Thr Verhaltnis hangt nicht
von der Wahl der beiden Punkte ab und ist genau die Invariante

(48) #P,P) : a(P,P) = fs.

Also gilt:
Satz 5. Fall 2b liegt genau dann vor, wenn die Punkte einer voll-
isotropen Ebene v des Gangraumes sphérische Bahnen durchlaufen und
wenn dabei alle Punkte von v kongruente Bahnspharen mit verschiede-
nen Fernscheiteln besitzen. Die Invarianien Ks,Ys kann man geo—
metrisch charakierisieren:
o —1& tritt als gemeinsamer Rodius der Bohnsphiren auf.
o Das Verhdlinis zwischen dem Ersatzabstand zweier Punkie aus v
und dem Ersatzwinkel, den die Fernscheitel der zugehorigen Bahn-
sphiren bestimmen, 1st die Invariante k5 (48).
Jeder Bewegungsvorgang des Typs 2b, der die Invarianten Ks,vs ouf-
weist, 18t zur Normalform (43) konjugiert.

Ist k3 = k4 = 0, 50 ist xs invariant beziiglich (10). Wir setzen
also:

Fall 2¢: k3 = ke = 0, k5 # 0. Wir konnen mit Hilfe von (10)
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und (8) fiir die Spurpunkte G, K erreichen®:
(49) G...(1:0:0:0:0:0: 45 # 0), K...(0:£1:0:0:0:1:0).
Es ergibt sich schlieflich eine Normalform der Gestalt

f:.’t-l—tl
Y=y+itz+1;

(50) A 2 76 # 0.
E:z—l—t4a:—~tlfc1y+—1-

Y6
Die Punkte mit sphérischen Bahnen liegen in einer vollisotropen Ebene
v, die ebenso wie in (44) beschrieben werden kann. Die zugehorigen
Bahnsphéren sind konzentrisch und von der Gestalt .

(51) q)(m,pg)"...mzum%Hm?HE:’o, , EcR.

Sie haben durchwegs denselben Radius R = I und'sind;}“folglich kon-
gruent. Also: X
Satz 6. Fall 2¢c liegt genau dann vor, wenn die Punkie einer voll-
isotropen Ebene v des Gangraumes spharische Bahnen durchloufen und
wenn dabei Punkte auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v kon-
gruente und konzentrische Bahnsphiren besitzen. Jeder Bewegungsvor-
gang des Typs 2c, der die Invarianten k; und Y6 a’ufweist, 18t zur Nor-
malform (50) konjugiert.

Der Fall k3 = k4 = k5 = 0 fithrt auf eine einzige vollisotrope
Gerade, deren Punkte spharische Bahnen durchlaufen und ist deshalb
nicht interessant.

1.3 FALL 3: T liegt in der Hyperebene Ho.‘

In diesem Fall haben wir mit ebenen Bahnen zu rechnen. Sei

T=GK mit G € Hy\ Wys und K = T N Wys. Wir setzen
(52) G...(OZ’)’]’)’ZZ")’gl’)’qZ’)’sIl), K...(Ozﬁl:ﬁz:&3:n$:ﬁs:0)

Wegen x¢ = 0 sind auch hier &3, x4 invariant gegen{iber\(lo). Wir
unterscheiden: :

8Hier erhalten wir, wenn wir so wie in Fall 2a oder Fall 2b vorgehen, bei

tg = %‘6", e = ’\%Z‘i, ty = —%, te = —irlg- mit Hilfe von (8) die angegebene
Normalform.
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Fall 3a: k4 # 0.  Wir kénnen mit Hilfe von (10) und (8) jeden-
falls®

(33) G...(0:0:0:0:0:0:1), K...(0:£1:0:0:1:0:0)
erreichen’® und erhalten die Normalform

T=z+t
(54) Y=y+iz+1;3

Z=z— K1tz + t4y.

Die Punkte des Gangraumes, welchen sphérische (hier: ebene) Bahnen
zugewiesewn werden, erhilt man in

2

(55) zo(p1, p2) = o yo(p1, p2) = 0.
1

Sie erfiillen eine isotrope, nicht vollisotrope Ebene. Die zugehdrigen
Bahnspharen sind die Ebenen

(56) @(/Jlnu'z) e M2R1T +,ulz +E = Oa E € R»

welche ein Ebenenbiindel mit dem Scheitel U bilden!!. Es besteht eine
Projektivitat zwischen dem Parallelstrahlbiischel vollisotroper Geraden
in v und dem Biischel U(z) der zugehorigen Bahnebenenferngeraden.
Ist A der Abstand zwischen zwei Punkten aus v und o der Winkel
zwischen ihren Bahnebenen, so bestétigt man durch Rechnung:

(57) o= —xy.

Dieses Verhéltnis hingt also nicht von der Wahl der beiden Punkte ab
und liefert eine Deutung fiir die Invariante 1. Also gilt:

Satz 7. Im Full 3a durchlaufen die Punkte einer wsotropen, aber nicht
vollisotropen Ebene v des Gangraumes ebene Bohnen; dabes entsprechen
Punkten auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v nichiparallele
Bahnebenen, welche aber einen festen Fernpunkt U auf der absoluten
Geraden u gemeinsam haben. Das Verhilinis zwischen dem Winkel
zweier Bahnebenen und dem Abstand der zugehorigen Punkte im Gan-
graum ist konstant, und zwar gleich —r,. Jeder Bewegungsvorgang des

9Der Punkt K ist ein ausgezeichneter Punkt auf 7', der Punkt G hingegen ist
willklirlich auf T gewahlt. In der Rechnung setzen wir fiir G statt (52) allgeniein
G...(0:y +Akyiyn + ARa:ys + Arz:yg + Akgiys + Axs: 1) und versuchen, durch
geeignete Wahl von X zu spezialisieren.

OWir setzen k4 = 1 und in (10) ta = A4y, ty = ks, 1o = Aks + s,
td = =71 + A1 + Anghs 4+ yaRs, fe = —Ak3 + v3. Wegen (8) ergibt sich dann (53).

' Man vergleiclie hiezu I. Vogler {21].
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Typs 3a, der die Invariante k1 aufweist, 15t zur Normalform (54) kon-
Jugtert. )
Fall 3b: k4 = O k3 #0. (10) und (8) liefern'?

(58) .-(0:0:0:0:0:0:1), K...(0:0:0:1:0: 65: 0).
Wir erhalten schliefllich

=.’IZ—|—t1
(59) Y=y +12Z — Ksls
E:2+t3.’l}+t4y

als Normalform. Die Punkte des Gangraumes, welchen eine spharische
Bahn zugewiesen wird, liegen in einer vollisotropen Ebene
KsH2

(60) zo(p,p2) =0, yolpi,pe) = Ty
die Bahnebenen sind durch \é:\
(61) (pa,p2) «-- poy+mz+E=0, EGR

gegeben. Alle Bahnebenen haben einen Fernpunkt U gemelnsam der
aber nicht auf der absoluten Geraden liegt. Es besteht auch hier eine
Projektivitit zwischen dem Parallelstrahlbiischel vollisotroper Geraden
in v und dem Biischel U(u) der zugehdrigen Bahnebenenferngeraden.
Ist ¢ der Abstand zwischen zwei Punkten aus vund o der Winkel zwi-
schen ihren Bahnebenen, so gilt:
(62) a:t=—1:ks
und somit:
Satz. Im Fall 3b werden die Punkte einer vollzsotropen Ebene v des
Gangraumes ouf ebenen Bahnen gefihrt; dabei entsprechen Punkien
auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v tichtparallele Bahnebe-
nen, welche aber einen festen Fernpunkt U ¢ u gemeinsam haben. Das
Verhilinis zwischen dem Winkel zweier Bahnebenen und dem Ersatz-
abstand der zugehirigen Punkte im Gangraum ist konstant, und zwar
gleich ———1;. Jeder Bewegungsvorgang des Typs 3b, der die Invariante
Ky aufweist, ist zur Normalform (59) konjugiert. \

Fall 3c: k3 = kg = 0. Nur bei k5 # 0 erhaiten wir einen
interessanten Fall. Man kann!® 3

12Wir setzen k3 = 1 und in (10) dann t, = —&1, & = ¥4, te = —H1,
tg = —71 + K173, te = —A — v3. Aus (8) ergibt sich (58). i
13Wir setzen ks = 1 und erhalten mit Hilfe von (10} und (8) bei t, = 22,

5

te = A5, g = —y1 — A1 — tyys, te = —v3 die Gestalt (63).
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(63) G...(0:0:0:0:0:0:1), K .. . (0:%3:0:0:0:1: 0).
erreichen und erhalt schlieBlich als Normalform
T=zx41
(64) T=y+ttrtt
Z=z+ sz —tiryy
Die Punkte des Gangraumes mit sphérischer Bahn liegen in einer voll-
isotropen Ebene
4 52 ‘

(65) - fE()(,LLl,/.LQ):O., yO(,u'la,LLZ) = 1 3
1

die Bahnebenen sind durch
(66) @(p1,42) ... Kipaz + 2+ E =0, EeR.

gegeben. Alle Bahnebenen haben einen Fernpunkt U (auf der abso-
luten Geraden) gemeinsam. Die einzige Invariante x; kann man ebenso
wie im Fall 3b deuten, wenn man als Winkel zweier Bahnebenen den
Ersatzwinkel o wahlt:

(67) ot = —HK.

Es gilt: »
Satz 9. Der Fall 3c ist dadurch charakterisiert, daf die Punkte einer
vollisotropen Ebene v des Gangraumes ebene Bahnen durchlaufen. Das
Verhdltnis zwischen dem Winkel zweier Bahnebenen und dem Ersatz-
abstand der zugehdrigen Punkte im Gangraum ist konstant, und zwar
gleich —rq. Jeder Bewegungsvorgang des Typs 3c, der die Invariante
K1 aufweist, ist zur Normalform (64) konjugiert.

1.4 FALL 4: T liegt in der Hyperebene H;.

Dieser Fall schliefit die Betrachtung eindimensionaler Unterraume
von P(V) ab. Den Fall, da8 T in Wys = Hy N Hg liegt, schlieBen wir
aus; er ist nicht von Interesse, da alle Punkte auf isotropen Ebenen wan-
dern und der Grundrifzwanglauf ein Kreuzschiebergetriebe ist (siehe O.
Roschel [14]). Wir haben mit Bahnen auf Punktgrenzkugeln zu rechnen.
Gemaf J. Lang [12], Satz 2, werden mit jeder Sphirenbedingung dieses
Typs alle Punkte einer vollisotropen Ebene ebenfalls auf Punktgrenz-
kugeln gefiihrt. Wir konnen den Unterraum T als Verbindungsgerade
T = GK mit G € Hg \ Wy, IV € Wy darstellen. Der Ansatz
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(68)  G...(L:y192:93:74:75: 0), K ... (0:51: Kot K3t k4t k52 0)
liefert wegen J. Lang [12], Satz 2, nur bei Vi =T5 = g = K5 = 0 ein
nichttriviales Resultat. x3 ist wegen #¢ = 0 eine Invariante beziiglich
(10). Es ergibt sich:

Full 4a: k3 # 0. Wir konnen vermdge (69) 51 = ko = 0 errei-
chen. Es ergibt sich!*
(69) G...(1:1:72:0:0:0: 0), K ...(0:0:0:1:0:0: 0).
Die verbleibenden Invarianten -, v, liefern® bei v #0, k1 = 1 einen
Bewegungsvorgang der Gestalt :

f=$+t1
t; + 12 :
(70) . gey-nath, Yo, # 0.0
- 72 I T
o Z=z4 1t —tay +ia . &\

Fall 4b: k3 = 0. Wenn wir den trivialen Fall éuﬁer acht lassen,
in dem nur die Punkte einer vollisotropen Ebene auf sé‘hiebungsgleichen
Punktgrenzkugeln gefiihrt werden, so kénnen wir 3 # 0, ko # 0 setzen;
sei also k3 = 1. Vermdge (10) erreichen wirl®

(71) G...(1:0:0:73:0:0: 0), K ... (0:£1:1:0:0:0:0).
Die Invarianten 73, x; liefern den Bewegungs%organg

f‘—‘.‘l)—l—tl
2 !

- t )
(72) T=y—ritiz— - = 3 #0.
Y3

Z=z4 bz 1ty +iy

Die Bewegungsvorgénge aus Fall 4a und Fall 4b sind die einzigen
Bricardbewegungsvorginge, welche zu eindimensionalen Bedingungs-
r’aumen gehoren. Es handelt sich bei (70) und (72) um die Normal-
formen jener Bricardschen Bewegungsvorginge, die in O. Réschel [16],
Satz 1, als der Typ I angefithrt sind. Es gilt also:

M Wir haben hier den Punkt K als den Schnittpunkt mit )W'gﬁ ausgezeichnet,
wahrend G willktrlich auf T gewahlt wurde. Wir setzen G(N;-'Yi + Ag;...) und
erhalten bei A = —y3 und ¢, = ks, £, = —&; das Resultat (69)."

18Im Fall v = 0 werden nur die Punkte einer einzigen vollisotropen Ebene
auf Punktgrenzkugeln gefihrt. Diéser Fall ist nicht von Interesse.

8¢, = ’\yﬁz, i = —ﬁ-}yﬁl- liefert (71). Eine Spezialisierung von A bringt
keine weitere Veraeinfachung. *
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Satz 10. Die einzigen vierparametrigen Bricardbewegungen haben die
Normalformen (70) und (72).

(a) Im Fall 4a werden alle Punkte des Gangraumes auf Punkt-
grenzkugeln gefihrt, die Punkte einer vollisotropen Ebene v sogar auf
wsotropen Ebenen (die wir als Grenzfille von Punktgrenzkugeln betra-
chien). Bezeichnet § den Abstand ewnes Punktes von dieser Ebene v
und R den Radius der ihm zugehorigen Bahnsphire, so gult:

(73) | §-R=-2

Besitzen zwei Bewegungsvorginge des Typs 4a dieselben Invarianten
71,72, S0 sind sie zueinander konjugiert.

(b) Im Fall 4b werden alle Punkte des Gangraumes auf kongru-
enten Punkigrenzkugeln gefihrt. Die Invariante v3 bestimmt den Ra-
dius der Bahnkugeln: R = —1¢. Die andere Invariante k1 ldft fol-
gende Deutung zu: Sind Py, Py zwei Punkte des Gangraumes mit dem
wotropen Abstand 6(P1, Py) = PPy, so sind die zugehorigen Bahnsphi-
ren @1, @y schiebungsgleich. Fir den Betrag v(®1,®2) eines Schiebvek-
tors, der @1 in By Gberfihrt, gilt

(74) 25(P1,P2) + v(<I>1, @2) = K1.

Besttzen zwes Bewegungsvorgange des Typs 4b dieselben Invarianten
V3. K1, s0.sitnd sie zueinander konjugiert.
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Abstract: The equivalence of various definitions of the S-asymptotic and of
the quasiasymptotic are proved. The use of them are given in the comments

after the main theorems.

1. Introduction

In the last twenty years many aspects of the asymptotic behaviour
of distributions have been elaborated and used. Between them the im-
portant are the quasiasymptotic and the S-asymptotic which play a
special role in investigations of the asymptotic behaviour of generalized
functions’ integral transforms. The quasiasymptotic has been elabo-
rated in [12] and for the S-asymptotic it is done 1n [6]. In the both
cited books and in the references given there, one can find applications
of these notions. For the application of the quasiasymptotic expansion
we refer to [6], [12] and [13].
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Our aim is to give several equivalent definitions for these two
notions of the asymptotic behaviour of distributions. They are useful in
many different cases. We shall point out some of them in the comments
of Theorems 1 and 3.

All the results of the paper are given in the one-dimensional case.
They can be proved also in the many - dimensional case by using a
cone I' instead of the interval [0,00), but the assertions in this case
have more complicated forms.

2. Notation

D' is the space of Schwartz distributions S, is the space of tem-
pered distributions with support in [a,00), a € R; 'S[Ioioo) .= 84. The
Laplace transform of T € S ! is defined by ‘ﬂ\

T(z) = LIT|(z) =(T(t), '), 2eR+ iRy - (R'*’f: (0,00)).

The class of distributions fa, o € R, belonging toi S’ , is defined
by:

(&)1 /I'(a), a>0,
7 ), @a<0,a+m>0,neN,

(2~1) fcv(t) = {

where 6(t) =1, ¢ > 0; 6(t) = 0, t < 0. We denote: f(-m) — fm * f,
m € R (* is the sign of convolution); f_, = §(™ n €N, f; = §. There
holds fo * f5 = fotp, a,8 €R. Let an, n € N, be positive numbers
such that ap, — 0, n — oo, and let
5n€C°°,supp5nC[—an,ozn], bn 20, /5n(z)dm:1, n€N.
Then, the sequence {6,} is called a é-sequence ([1], p. 75). If p € D,
then §, * ¢ —  in D; hence {6n * ©; n € N} is a bounded set in D.
In the sequel, we shall use the class of slowly varying functions.

A function L € L}, is a slowly varying one if L(z) > 0, z*\ > 0, and if
(2.2) uli_'n;lo LL((Zt)) =1, foreveryt >0. %

We know ([9], Chapter 1.5) that if Ly(z) = o0, z — oo and Ly, L, are
slowly varying functions, then L; o L, is slowly varying one, as well.
Hence, forz ¢ R

\
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. L{z + h) . L(tnut)

2. ! = —— 7 -
(23)  Jlim L(h) ~ wtoo L(lnw) — 1
If z belongs to a compact set, then the limit (2.3) is uniform in z (9],
Chapter 1.2).

t>0,z>—cc.

3. S-asymptotic in D’

The S-asymptotic of distributions has been appeared as a useful

notion in the theory of generalized functions and its applications [6].
We shall repeat the definition of it:
Definition 1. Let T belong to D' (to S') and c(h), h > hy be a
positive measurable function. It is said that T has the S-asymptotic at
infinity related to ¢, with the limit g#0in D' (in §') if for every ¢ €
€ED(eS) )

(3.1) Jim ( % #(2)) = (9(2), p(2)) .

We shall write in shbrt_ T ~cg, h— oo, in D (in S"). Since
(32)  (T*)(h) = (T(z +h),d(z)), heR, $(z) = ¢(-z),

the S-asymptotic can be defined in an equivalent form: If for every
# €D (¢ € S) there exists Cy € R such that

(3.3) hlim (T:(# = Cy, where Cy # 0 for some ¢ € D.

Relation (3.1) implies (3.3) in a trivial way. By the equality of the weak
and the strong sequential convergence in D', (3.3) implies (3.1).
We know ([6], p. 85) that ¢ and g from Def. 1 have the form:
c(h) = exp(ah)L(exp k), h > ho, g(z)= Mexp(az), z¢€ R,
where M and a belong to R, M £ 0.
Theorem 1. Let T € D' and c(h) = exp(ah)L(exph), h > hy. The
following conditions are equivalent:
(a)
L T(.+h)
h—co C(h)

(b) For every ¢ € D,

=Mexp(a.), n D', M#0.
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lim ——————(T *9)(.+ 1)

Jim (k) — Mgexp(a.) in D',

where
My :.M/ e“té(t)dt, MF#0.
R

(c) For a é-sequence {6,} there ezists a sequence {My,} from R, such
that My, — M # 0, n — oo, and

lim Mih_) = M, exp(a.),

(3.4) h—co c(h)
in D', uniformly for n € N.

(d) There are functions Fi, i =.0,....,n, which are qontinuous on
(a,0), a € R, stch that for everyi=0,...,n, * i :
. Fi(z +h) o
iexplaz), h—oco,;
exp{ah)L{exp i) — ciexplaz) - 3

W
n . H
uniformly for z € (a,b), a < b < oo, Y.ciat = M £ 0, and the
=0 . ]

restriction of T on (a,00) is of the form T = > D’Fz

1=0
(e) For a §-sequence {6,}, /
lim M =pn, n€N, where p, 7#0 for some n,
oA
and for every ¢ € D, '
(T + ¢)(R)
sup
kzlo C(h)

Proof. (a) = (b). Using the properties of confrolution, for every v € D
we have

. (T *¢)(z+h) _ o JT(@4h)
i, (g vte) = i (S eike)
(3.5) = (Me®,( #)(z)) = M((e* * ¢)(z),b(z)) 2

=M / e p(t)dt(exp(az), p(z)) . !
R R
(b) = (a). This can be derived as a consequence of Th. XXIII in

[8], Ch. VI, but we shall give a direct proof which is more elementary.
It is proved in [7] that any ¢ € D, can be written in the form ¢ =
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=1 x4 oy * 01, where 1);, and 0i,1=1,2,... k, are from D.
This implies

lim <T(:(\:)h),¢(z)> -

h—o0
k ~
: (T *i)(z + h)
(3.6) = Jim 5 °( T b)) =

=1

k
=D My (e, 6:(z))
i=1

Since in D’ the weak and the strong sequential convergence are equal,
there exists a ¢ € D' such that lim:t (3.6) is equal to (9,¢). But we
know that g has the form g(z) = Meo® z ¢ R, M #0.

(a) = (c). Let {6,} be a é-sequence. For any ¢ € D, {6.%d; n ¢
€ N} is a bounded set in D. We have

(T *8)(z+h)
hl-l-»n; < c(h) ’¢($)> =
3.7 . /T(z+h) .
&0 = fim (T G 9e)) =

= (Me®® (8, + ¢)(z)) = (Mne®® | ¢(x)) .

By using the equivalence of the strong and the weak sequential conver-
gences in D', it follows that relation (3.7) implies (3.4) and (c).
~(c) = (a). Let ¢ € D and

an,h=<%£;+m,¢(a:)> :W, neN, A>0.

We have Gn,h = Qn, b — oo, uniformly for n € N, where
an = My(exp(az),d(z)), n € N,

On — q = M(exp(ae:z:),c/)(:z:)), n — oo.
Also anp — ap, n — 00, where q; = (T(C?;sh) ,#0(z)), b > 0. This
implies ap — a, b — oo, what is in fact (a).

(d) = (a). If two distributions Ty and T; are equal on some
interval (@, ) and 7y has the S-asymptotic related to ¢ with the limit
g, then the same holds for T3, as well. Hence, we can take T — 0 on
(—o0,a). Fora g € D, suppyp C K and h large enough, we have
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z+h
<exp(1;(lz)z_(e>2p h) ’SO(I)> -

= ] M—_ o2\ dr —
‘;; K exp(ah)L(h)( 1)'e™(z)d

— Z alei(e®® yo(z)), h — oo.
=0

(a) = (d). This follows from the structural theorem (see [10]),
but we can give a direct proof. Since T has the S-asymptotic related to
c(h) = exp(ah)L(exp h), h > 0, the set {T(H_h) ; h 2> 0} is bounded

c(h)
in D'. For every ¢ € D, { Lth) oo 7h >0} is a bounded set of
: ¥ ' Tty FP

regularizeds of distributions ([8], I, Ch. VI, §4). Let ué dénote by Q
an open neighbourhood of zero in R which is relatively Xcompact and
denote its closure by K. The proof of Th. XXII, Ch. VI, 3n [8], implies
that there exists m € N such that the linear mappings i
T(.+h)
(@)~ ~s

are equicontinuous mappings of DF x DF into 'C?: p)- Since

F(z,h) = (%w*@ &=
_ (Txa*p)(z+h)
B c(h) ’
it follows that F(.,%) is a continuous function for every h > 0. Also
we have that the family {F(.,h);h > 0}, is uniformly bounded on

the interval [a,b]. Dgq is a dense subset of DF. The set of functions

{T&J’:)h) *Pxrg,h > 0} converges in L7y for 4,6 € Dg. Now, we

*axf, h>0,

zeR,) A>0,

use the Banach-Steinhaus Theorem to prove that for every o, € D,

T&:)h) *a*xfl — Cy gexp(a.), h — oo, in L(a,p)- Now, by using relation
(VI, 6: 23) in [8], we have \
DiF(yE + vE + T)(z) — 2D%* (7 E + £ » T)(z)+,
HE*€E+T)z) = T(z), z€R, )

where E is a solution of D4 E = §, ((I1, 3; 19) in (8]); 7€ € Dq and k is

large enough so that vE ¢ Dg. In this case m = 4k, By = yExyE«T.

Eok=—29E+6+T; By =€+ ¢+ T, E; =0, i # 4k, 2k,0. Thus, (d) is
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proved.
(a) = (e). It is trivial. _
(e) = (a). First, we shall prove that the set G = {6n(.+2z),n €
€ N,z € R} is dense in D. Suppose that T € D' and
(T,6n(.+2)) =(T#8,)(—2) =0, n €N, zeR.
Then for any ¢ € D, (T * é,,,) = 0 and
(T,p) = lim (T,6n %) = lim (T %6,,0) =0.

This implieé that T = 0 and hence, the set G is dense in D. The
Banach-Steinhaus Theorem and (b) imply (a). ¢

Comments for Theorem 1. 1. The following statement
implies (a) but it is not equivalent to (a):

(f) For a 6 sequence {§,} there is a sequence M, from R, such
that M,, = M # 0, n — co, and

lim M-}Mn’ nEN,
h—oo C(h) .

" where the limit is uniform for n € N. :
Let us prove that (f) = (c) which is equivalent to (a). For every"

compact set ' C R we have

(T*6a)(z+h)  (T+6.)(z+h)c(z+h)
c(h) - clz+h)  c(h)

uniformly for z € K, because of C(:(j;)h ) exp(az), h — oo, uniformly

—»Mnexp(azv), h — oo,

for z € I (see [6], p.82). Now, we shall prove that (a) does not imply
(f). Assume H € C° N £! but is not bounded on R; this function has
the S-asymptotic equal to zero related to 1 ([6], p. 104). For T we take
14 H(¢). Then,

JHm (14 H) = 6,)(h) = Jm (1+ H(t +h), 6n(1)) = (1,8.(8)) = 1.
We have
Jim [(1+ H) + 6a)(h) = 14+ H(h),

but the function 1 + H(k) has no limit at all, when kA — oco.
2. We proved in [5] that the conditions of Th. 1 are equivalent to the
following ones: ]

(8) The set {f(.+ h)/c(h); h € R} is bounded in D' and for some
6 € D, for which F(pe=)(€) = LIG|(~€ +ia) £0, £ € R,
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i (= )/elh) =M [ g(etar, 1 0,

where for F($) we used in [5] Jpe T  B(t)dt.

We shall illustrate the usefulness of (g) by an example. Let P(z) =
= ) a;iz' be a polynomial such that P(—z+ia) #0,z € R. We say

i=0
that a sclution of a differential equation P(D)U = F is c-bounded if
the set {U(. + k)/c(h); h € R} is a bounded subset in D'. Assertion
(g) implies: If F has the S-asymptotic related to ¢, then any c-bounded
solution has also the S-usymptotic related to c. Let us show that. We
choose ¢ € D such that Lig](—z + ia) # 0,2 € R. For ¢ = P(D)¢ we
have L[)(—z +ia) #0, z € R and : .
(U *9)(F)/c(h) = (P(DYU) * $)(h)/c(h), + h >ho > 0.

By () the assertion follows. ) k\
Note that the given example can be easily transferedito the many-
dimensional case which is in fact more interesting. i

3. Many properties of distributions and subspaces of distributions in
Schwartz’s theory can be derived from the corresponding regularizeds.
An application of (b) is given in the next example. For the proof that
every T € D',,, 1 < p < oo has the S-asymptotic zero related to ¢ = 1,
we use the known fact that f = (T'+ ) € LP fof every v € D. Taex,
for ¢ € D, suppy C [—a, a] we have

ath

I
(et BN < _sp lo(@] [ 7@l =0, b .
—aLz<a ok

In the sequential approach to the theory of distributions, a distribution
T'is defined by the class [T * 6] which corresponds to the fundamental
sequence {T * §,}, where {6,} is a &-sequence ([1], p- 79). To define
the S-asymptotic of a distribution in this approach, we can use (c) and
(e) from Th. 1.

4. For the Abelian and Tauberian type theorems for integral transforms
of distributions, the assertion (d) of Th. 1. may be uséful (see, for
example, [5] and [11]). B

4. The quasiasymptotic at

This notion is introduced by Zavialov and intensively studied by
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DrozZinov, Vladimirov and Zavialov; see the monograph [12] and ref-
erences there. By using it, the quoted authors have obtained com-
prehensive results in investigations of the Laplace transform and in
applications in the quantum field theory. For the use of this notion in
investigations of the Stieltjes transform we refer to [6].

Definition 2. It is said that T € 8/, has the quasiasymptotic (quasi
asymptotic behaviour) at infinity related to some positive measurable
function c(k), k > ko if there exists g € D', g # 0 such that for every

¢ €D,
Ji (2 ) =

Let us recall some properties of the quasiasymptotic behaviourof a T €
S . The existence of the limit in Def. 2 implies that this limit also exists
in §' and that g(z) = Cfaq1(z), z € R, C # 0 and (k) = k*L(k),
k > kg. The most important result concerning the quasiasymptotic
behaviour is the following Tauberian theorem of Drozzinov and Zavialov
for the Laplace transform:

Theorem 2. [2]. Let T € S., c(k) = k®L(k), k > ko. The following
statements are equivalent:

. T(kzx
0 ®
(i) (A) 11m C(l/y)T(zy) C, C #0; (B) there ezist D >0, m € N
and rg > O such that

T(re'?)| <

— Cfar k00 in §,C#£0;

, O0<r<r, 0<p<T.

C(l/ )
In the next theorem we give several equivalent statements but for

TeS,.

Theorem 3. Let T € S,, a € R and c(k) = k*L(k), k > ko. The

following statements are equivalent:

sin™

. T(k.) . ,
— = D 0
(a‘) kliII;o C(k) Cfa'+1 2 in ) c #
(b) lim ﬂ%g—b—) = Cfar1, in &', forsome beER; C#£0
(c) (A) hm c(l/y)T(xy) = M # 0; (B) there ezist Dy > 0, m € Ny

and g > 0 such that
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T ~ : D1
———T(re'¥)| < < 0 .
c(1/r) (re T sin™p’ der=r, ss
(d) For every ¢ € D,
) T %
khrn (Tk;@ = Mg foy1, in D'; where My £ 0 for some p€eD.

(€) There exists ¢o € D with the property ¢o(0) # 0 such that

. T % k. ’ . ,
kll»rﬂlog—ch?lg))u:]w‘ﬁ“f“""l’ in D, My, #0.

(f) For a 6-sequence {6n there is @ C # 0 such that

(T % 6,)(k.)

him T =Cfat1, m D', and uniformly for« n € N.
e(k .

k— oo

Proof. (a) = (b). We start with the relation “ {\

< T(kz + b) T(kz) B\ v b
—_— =({—= - = € D.
( (k) 9(2)) = FOIRACEY: ) v

The set {¢(. — %), m > 1} is bounded in D. By using the equivalence
of the weak and strong sequential convergences in D' and the fact that
¢<——{—)—)¢, k— oo, in/'D,

we have
= <Cfa+l ,¢>, peD.

By Th. 3 in [12], p. 60, this limit holds also for pES.

(b) = (a). We have to repeat (a) = (b) but starting from the
relation

T(kz) T(ku + b) b

{ o(F) 8(=)) = o(F) ’¢<u+ k> ), ¢€D. 0
Remark. If T € S}, then T(. +a) € Sy = 8. This implies: If T € &',
then there ezists an m € Ny such that T has the quasiasymp)otic related
to k™™~ L(k) with the limit 6™, k — co. This statement has been
proved for T' € &' N S, (see [6], p. 32). .

(b) = (c). Since T(.+a) € S’ and satisfies (i) of Th. 2, it satisfies
(ii), as well. The Laplace transform of T(. + a) is e™** L[T]; hence (A)
and (B) in Th. 2 (ii) imply (A) and (B) in (c).
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(c) = (a). If (c) is true for a T € S, it is true for T(. + a) € S,
and it implies Th. 2 (i) for T'(. + a); hence (a) is true for T.

(c)=>(d). ForaT € S, we have T* ¢ € S}, b € R. We shall
show that T * ¢ satisfies (c¢). Then, it will follow that 7' * ¢ satisfies (a)
and that T' satisﬁes (d). First, we have

Jim, s Twi)d(iy) = lim b TH0) = My,

Moreover, there exist Dy > 0, m € No and rg > 0 such that

Ty e <
re'? Jmax b(re?’ Ds
- c(l/r)T( ) ;<<ro 9 )| = sin™

(d) = (e). Let ¢; € D for which My, # (0) in (d). If 4:(0) # 0,
then we take ¢g = ¢y. If dzl(()) = 0, we take ¢y = @1+ ¢2 where ¢5 is an
arbitrary element from D with the properties ¢(0) 0 and My, = 0.

(e) = (a). The assumptions in (e) imply (a) and consequently (c)
for f* ¢’0- Now we have )

(zy)qSQ(zy) = hm

Taking care of the property qSo(O) # 0 we have
'DI

! ?
sin™

T(re“’”)

C(1/ )
where 0 < r <1, 0 < ¢ < 7 for appropriate ry, D' and m'. This gives
(c) for T and consequently (a).

(a) = (f). Let ¢ € D and n € N. Then

<@—§gﬂ,¢< ) = g (@ a6 (7)) =
= w5 (7@ (B re (3)) @) =

- z(%(:r(kz) , E/ §n(—1)d (:1: _ —> d).

The set
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{/6n(—t)q5 ($ _ %) dt; mne N}
R

is bounded in D because of the properties of {§,}. We have

<%{”)) ,m/a,,(—t)qs (x - %) dt) -

- <Cfu+l , (/ 5n(*y)dy) ¢> = <Cfa+1 705> y k— o,
R

uniformly for n € N. This limit is a consequence of the inequality

| -f(%f’i),qs(z))—((ifaﬂ,&)[si{
ST L oYy
<c(k) J ( k) >

= <‘Cfa+1(?)am/5n(‘t)¢ <z - %) "dt> + |

7

—

Tamn

+ <C’fo,+1(:c),/6n(—t)¢ (T - %) dt>’— (Cfasr 8}
R

(f) = (e). Since [ $,(z) =1, n € N, we can find an ng such
that gmo (0) # 0. This implies that (e) holds. ¢ -

Comments for Theorem 3. Similar comments as for the S-
asymptotic, hold for the quasiasymptotic, as well. Moreover, the use
of the quasiasymptotic is more powerfull (see [12], [13], [6]). Note only
that the results given in [12] for the convolution equations‘-\of elements
from S also hold for elements of St

f
s
v
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Abstract: We show that the properties of uniform, proximal and topological
connectedness of a relator (generalized uniformity) can be characterized in

terms of the well-chainedness of some of its natural symmetrizations.

1. Introduction

In [8] , Mréwka and Pervin proved that a uniformity is uniformly
(proximally) connected if and only if it is well-chained.

Moreover, in [5], Levine proved that a uniformity 2/ on X is well-
chained if and only if X? is the only equivalence in U

Now, as some natural extensions of the above results, we prove
that a relator (i.e., a generalized uniformity) R is uniformly, resp. prox-
imally connected if and only if the relators RVR ™! (R ® R™!) resp.
RV R (R oR™?) are well-chained. Moreover, a relator R on X is
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uniformly, proximally and topologically connected if and only if X? is
the only equivalence in, R*, R#¥ and ’fQ, respectively.

The necessary prerequisites concerning zelators, which are pos-
sibly unfamiliar to the reader, are briefly laid out in the next three
preparatory sections.

2. A few basic facts on relators

If R is a nonvoid family of reflexive relations on a set X, then R
1s called a relator on X, and the pair (R) = (X, R) is called a relator
space [10].

If A and B are sets and z is a point in a relator space X (R), then
we write . .
() B € Intr(A) (B € Clg(A))if R(B) C 4 (R(B)E\OA # 0) for

some (all) R € R; B
(ii) z € intp (z € clr(4)) if {z} € Intg(4) ({z} € Clhg(A)).

If R is a relator on X , then the relators

'R*:{S'CXQ:EJRE'R:RCS},
R#* = {S c X2 :VACX:-HRE'R:B(A)CS(A)}

and / :
7“1:{scX2:vch;ziReR:R(m)CS(z)}
are called the uniform, prozimal and topological refinements of R, re-
spectively. ' _ :

Namely, for instance, R# and R are the largest relators on X
such that Int p# = Ints and int # = int g, respectively.

Finally, if R is a relator, then the relator 2=! — {R7':ReR}
is called the inverse of R, and the relators

RVR™*={RUR™!: ReR}(RORI={RoR™!: ReR})
and .
RVRT={RUS™:R,5eR} (RoR™'={RoS™1:R,5€eR))
are called the strong and proper union (composition) symmetrizations
of R, respectively.

3. Proximally and topologically open sets -

Definition 3.1. A subset A of a relator space X(R) is called
(i) prozimally open (closed) if A € Int(A) (X \A¢ Clg(4));
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(ii) topologically open (closed) if A C int=(A) (clr(4) C A);
(ili) prozimally (topologically) clopen if it is both proximally (topolog-
ically) closed and open.
Remark 3.2. It is easy to see that a proximally open (closed) set is
topologically open (closed). Moreover, a set is proximally (topologi-
cally) closed if and only if its complement is proximally (topologically)
open.
Definition 3.3. A relator R on X, or a relator space X(R), is called
prozimally symmetricif R~ C R#¥.
Remark 3.4. In [12], it has been proved that a relator R is proximally
symmetric if and only if the relation Clg is symmetric. Hence, it is
clear that a subset of a proximally symmetric relator space is proximally
closed if and only if its complement is proximally closed.
Therefore, as an immediate consequence of the second assertions
of Remarks 3.2 and 3.4, we can also state
Proposition 3.5. 4 subset of a prozimally symmetric relator space is
prozimally open (closed) if it is prozimally clopen.

4. Connected and well-chained relators

Definition 4.1. A relator R on a set X is called connected (well-
chained) if

APU(X\A) ¢R <X2: GR”)

forall # A C X (R € R). Moreover, R is called uniformly, prozimally
and topologically connected (well-chained) if the relators R*, R# and
7R are connected (well-chained), respectively.

The appropriateness of these unusual definitions and the validity
of the next fundamental theorems have been established in [2] and [3].
Theorem 4.2. A relator R on X is prozimally (topologically) connected
if no proper nonvoid subset of X(R) is prozimally (topologically) clopen.
Remark 4.3. In [2], it has also been proved that a uniformly directed
relator is proximally connected if and only if it is uniformly connected.
Theorem 4.4. A relator R on X is well-chained (topologically well-
chained) if and only if no proper nonvoid subset of X(R) is prozimally
(topologically) open.
Remark 4.5. Hence, it is easy to infer that a relator is well-chained if
and only if it is uniformly (proximally) weil-chained.
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From Th. 4.2 and 4.4, by Prop. 3.5, it is clear that we also have
Theorem 4.6. 4 prozimally symmetric relator i well-chained if and
only if it is prozimally connected.

Remark 4.7. By Th. 4.9 and 4.4, it is also clear that a well-chained
(topologically well-chained) relator is always proximally (topologically)
connected.

5. Well-chainedness characterizations of uniform
connectedness

To easily gét the main result of this section, we need only prove
Proposition 5.1, IfR is a relator on X and A ¢ X, then the following
assertions are equivalent: 7 . N o

() Ba= 420 (X \ 4)f € 7", b
(ii) Aisa prozimally open subsct of X(RVR™1) (Xx( ¢ O R1)).
Proof. If (i) holds, then there exists an R € R such ,ﬁhat R C E,4.
Hence, since E,4 is an equivalence on X such that Eq(A) = A, it is
clear that - . .
(RURT')(A)CA and (Ro R™1)A) c A.
Therefore, (ii) also holds. ;
Conversely, if (ii) holds, then there exists api B € R'such that

(RURTY)(A)c A ((Ro R™)(4) c 4).
Hence (since R and R~! are reflexive), it is clear that R(A) C A and
R™Y(A) C A. Moreover, it is easy to see that tHe latter inclusion implies
that R(X\ 4) c X \ A. Therefore, we obviously have R C Ey4, and
thus (i) also holds. ¢ , :
Remark 5.2. Because of Prop. 3.5, we may write “proximally clopen”
in place of “proximally open” in the above proposition.

Now, as an immediate consequence of Def. 4.1, Th. 4.4 and Prop.
9.1, we can also state
Theorem 5.3. If R is ¢ relator on X, then the following assertions
are equivalent:

(i) R is uniformly connected; A
(ii) RVR™1 (R @ R™1) is well-chained. p ‘

Hence, because of the equalities (RD)* =7RY, where Oe {*,#, A},
it is clear that we also have
Corolary 5.4. 4 relator R s uniformly, prozimally, resp. topologically
connected if and only if the relators
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R'V(R)™,  RFV(R#¥) resp. RV(R)™?
(RTO R, R*¥0(R*)™!, resp. RO (R)™)
are well-chained.

Remark 5.5. Because of Th. 4.6, we may write “proximally connected”
in place of “well-chained” in the above assertions.

6. An application of Theorem 5.3

In [3], as an analogue of Levine’s [5, Th. 2.2], we have also proved

Theorem 6.1. If R is a relator on X, then the following assertions
are equivalent: . :

(1) R is well-chained;
(i1) X? is the only preorder in R*.

Hence, because of the equalities (RP)* = RY, where [I € {#, 1}
and Remark 4.5, it is clear that we also have
Corolary 6.2. A relator R on X is well-chained (iopologically well-
chained) if and only if X* is the only preorder in R# (7?,)

~ Moreover, from Th. 6.1, by using Th. 5.3, we can also easily derive
Theorem 6.3. If R is a relator on X, then the following assertions
are equivalent: .

(1) R is uniformly connected;

(i1) X2 is the only equivalence in R*.
Proof. If (i) holds, then by Cor. 5.4, R*V(R*)~! is well-chained.
Therefore, by Th. 6.1, X? is the only preorder in (R*V(R*)~1)*. More-
over, if E' is an equivalence in R*, then since E = EUE™!, Eis a pre-
order in R*V(R*)™!. Therefore, by the above observation, £ = X2.
Consequently, (ii) also holds.

To prove the converse implication, note that if A C X, then E4 =
= A? U (X \ 4)% is an equivalence on X. Therefore, if (ii) holds, then
E4 € R” implies E4 = X?,ie, A= 0 or 4 = X. Consequently, ®)
also holds. ¢

From Th. 6.3, because of the equalities ('RD)* =RY, where O €
€ {#, A}, it is clear that we also have
Corolary 6.4. A relator R is prozimally (topologically) connected if
and only if X* is the only equivalence in R¥ (RR).
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7. Well-chainedness characterizations of proximal
connectedness ’

As an analogue of Prop 5.1, we can also prove
Proposition 7.1. If R is a relator on X and A C X, then the following
assertions are equivalent:
(i) A is a prozimaliy clopen subset of X(R);
(ii) Aisa prozimally open subset of X(RVR™) (X(Ro =1)).
Proof. If (i) holds, then there exist R,S € R such that R(A) Cc 4

and S(X'\ 4) c X\ A. Moreover, the latter inclusion implies that
S7HA) c A. Hence, it is clear that i

(RU 5'_1)(A) = R(A)U S_I(A) C*A
and

oL

: (RoSTI)NA) =R(S™1(A) c 4.
Therefore, (ii) also holds. ;
Conversely, if (i) holds, then there exist R,S € R such that
(RUSTH(A)CA ((RoS™M)(A) C A).
Hence (since R and S are reflexive), it is clear that R(A) C A and
S7YA4) c A. Moreover, the latter inclusion impl}es that S(X \ 4) C
C X \ A. Therefore, (i) also holds. 0

Remark 7.2. Because of Prop. 3.5, we may again write “proximally
clopen” in place of “proximally open” in the above proposition.

T

Now, as an immediate consequence of Th. 4.2. and 4.4 and Prop.
7.1, we can also state

Theorem 7.3. If R is q relator on X, then the following assertions
are equivalent:

(i) R s prozimally connected;
(i) RVR™! (Ro R~ is well-chained.

Hence, because of the equalities (RE)#* = RY, where 0 € {#, A},
it is clear that we also have \
Corolary 7.4. A relator R is prozimally, resp. topologica.ll‘:}/ connected
if the relators R# v (R#)™1, resp. RV (R)~? (R# o (R#)-1, resp.
Ro(R)™1) are well-chained.

Remark 7.5. Because of Th. 4.6, we may again write “proximally
connected” in place of “well-chained” in the above assertions.
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8. An application of Theorem 7.3

The advantage of the relator RV R™! over RVR ™! lies mainly in
the next
Proposition 8.1. If R is a relator on X and O € {*,#}, then

(RVR™HE = REn(RY)L,
Proof. It is easy to see that
(RvS8T=R"nsY,
whenever S is also a relator on X. Moreover, in [12], it has been proved
that
(R—I)D — (RD)—I
is also true. ¢
Remark 8.2. Hence, because of the equalities (RP)Y = RY, it is clear
that
(R v (RO)™)F = (RVRT)™ = (RTn(RT)T)7,

whenever O € {*,#}.

Now, by using the first parts of Remark 4.5 and Prop. 8.1, from
Th. 7.3 we can also easily get '
Theorem 8.3. If R is a relator on X, then the following assertions
are equivalent:
(1) R 1s prozimally connected;
(i) R*N(R*)™! is well-chained.

Hence, because of the equalities (RP)# = RY and (RP)* = RY,
where O € {#, A}, it is clear that we also have
Corolary 8.4. A relator R is prozimally (topologically) connected if
and only if the relator R#* N (R#*)™1 (RN (R)™1) is well-chained.
Remark 8.5. Because of Th. 4.6, we may again write “proximally
connected” in place of “well-chained” in the above assertions.

9. A few supplementary notes

Note 9.1. Analogously to Prop. 5.1 and 7.1, we can also prove that a
subset A of a relator space X(R) is proximally open if and only if the
Davis-Pervin relation Ry = A2U(X \ 4) X X belongs to R*. Therefore,
as an important addition to Th. 6.1, we can also state that a relator R
on X is well-chained if and only if X2 is the only Davis-Pervin relation

in R*.
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Note 9.2. In addition to Prop. 5.1 and 9.7, 1t is also worth mentioning
that
ROR™TIC(RVR™)* and RoR™'cC(RVR- ).

But, despite this and Prop. 5.1 and 5.7, the corresponding rela-
tors need not even have the same topologically open sets. Namely, for
instance, if X = {1,2,3} and R, S C X? such that

R(1) = {1}, R(2) = {2, 3}, R(3) = {2, 3},
SW=Xx, s@={2}, 53)=/{3},
then R = {R, S} is a relator on X such that
TRO’R_“I =Trop-1 = {@7 {1}: {2a3}7 X} ’

Trvp-1 = Tryp-1 = {07 {1}1 {13 2}’ {17 3}’ {2, 3}1 X}

Note 9.3. In.a continuation of [12], the second. author proved that
a relator,(tof)ological relator) R is weakly symmetrid, if and only if
the relator R N (R)~! (R o (R)™) is topologically ed';}‘livalent to R.
Therefore, as an important addition to Cors. 8.4 and 734, we can also
state that a weakly symmetric relator (weakly symmetric topological
relator) R is topologically connected if and only if the relator 7%0(7%)_1
(Ro (R)™1) is topologically connected.

To feel the importance of the above statements, note that if R
is a relator on X, then R N (R)~! (R o (R)=Y§*) is the family of all
semi-neighbourhood (neighbourhoods) of the diagonal of X2.

but

!
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Abstract: We consider extremal problems for schlicht conformal mappings
of multiply connected domains. The functionals are of geometric type as
simple distances. We also give some open problems.

1. Aufgabenstellung

Im Anschlufl an [6] werden hier Extremalprobleme fiir schlichte
konforme Abbildungen betrachtet, bei denen die F unktionale geometri-
sche Gréssen sind, wie z.B. gewdhnliche Abstinde (Extremalprobleme
verwandter Tendenz 2.B. in [3], [4], [7]). Zur besseren Einordnung und
Ubersicht und zum Anschluf an die vorangehenden Mitteilungen [6]
holen wir zunachst etwas weiter aus und stellen auch einige ungeloste
Probleme dar.*

*Uber vorliegende Thematik hielt der Autor am 11. 12. 1990 einen Vortrag
an der TU Berlin.
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Es sei ® 5 0o ein Gebiet der komplexen z-Ebene mit den Rand-
komponenten R, . .. R, R, ... Ry (k,€> 1) sowie Styeee 3 Sm (m >
2 0), wobei letztere fehlen kénnen (dann m = 0). Betrachtet wird die
Klasse der in Umgebung von z = oo durch

(1) f@ =24 2454

hydrodynamisch normierten schlichten konformen Abbildungen w =
= f(z) von &. Jeder Abbildung werden die Funktionale

(@) a(f) = min|f(z) - £, A(f) = max|f(z) - f(z")|
zugeordnet, wobei z die Vereinigung von Ry,... R durchlauft, =" die
Vereinigung von R/, ... , Ry
Problem I. Man bestimme diejenigen Abbildungen f(z) mit
®3) ~78) a(f) s max,  b) U(F) — min. i
Eine allgemeine Lésung hierfiir ist nicht in Sicht, séébs’c nicht fir
den schon in [6a] formulierten und auf H. Grétzsth zuiickgehenden
Spezialfall k = ¢ = I, m = 0. Ca. 1969 susserte U. Pirliim Gesprach
die Vermutung, daf fiir diesen Spezialfall bei einer Extremalabbildung
f(R1) und f(R!) zu einem gewissen Punkt w* konzentrische Kreisho.
genschlitze sind, die im gleichen Winkelraum mit Scheite] in w* liegen,
dabei die Endpunkte der Kreisbogenschlitze auf den Randstrahlen.
Dagegen ist die Losung der dualen Extremal robleme

a(f) — min, A(f) — max

leicht sofort aus Resultaten von H. Grétazsch (vgl, [2], Th. 6.6 und 6.8)zu -

folgern: Man betrachte dieses Extremalproblem fiir alle Kombinationen
Ry, R (d.h. in (2) durchlaufe z nur ein festes Ry, 2z’ nur ein festes RY).
Allerdings ist die Lésung des Extremalproblems (3) im einfachsten
nichttrivialen Spezialfalle bekannt: k= £ =1, m = 0 und eine Rand-
komponente, z.B. R}, punktférmig. Nach K. Léwner [10] ist im Ex-
tremalfalle dann f(R;) ein zu f(R}) konzentrischer Kreisbogenschlitz.
Im anschliefenden Falle (von D. Gaier August 1988 als Problem
brieflich formuliert) £ =1, & > 1, R} punktformig, ergibt sich in einigen
Fillen von Gebieten & nach (62] die Lésung zum Extrerna,lp{oblem (3)
so. Wenn z.B. dann die sich nach [6a] einstellende Losung f(z) des
Extremalproblems ;

(4) 52}%} [f(z) - F(R})| = max

die Eigenschaft hat, dal f(R,),... s J(Ri) zu f(R!) einen nicht kleine-
ren Abstand haben als f(R:1) (=Kreisbogen), dann ist dieses f(z) auch
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Losung von Problem I a). Grob und allgemeiner gesprochen ergibt
sich also in diesem Falle £ = 1 und R} = punktformig die Losung zu
Problem I a) (entsprechendes bei Problem I b)), wenn eine der Rand-
komponenten Ry, ... , Ry “deutlich niher” zum Punkt R} liegt, als die
{ibrigen (das laft sich natiirlich mit allgemeinen Verzerrungssatzen zu
einer hinreichenden a priori-Bedingung fir & prazisieren).

Wenn andererseits ® die punktférmige Randkomponente R} und
auBerdem nur die Randkomponenten Ri,... , Rx besitzt (k>2,=1,
m = 0) und bei der hydrodynamisch normierten schlichten konformen
Abbildung f*(z), bei der f*(Ri),--- , f*(Rx) zu f*(R}) konzentrische
Kreisbogenschlitze werden, deren Radien zufallig gleich sind, dann ist
dieses f*(z) Extremalfunktion zu Problem I a) und I b). Das ergibt
sich wie iiblich durch Anwendung des Argumentprinzips auf
MICEEEN

f*(z) = f+(By)’
wenn f(z) eine Vergleichsabbildung ist.

Durch einen Grenziibergang, bei dem Rj,... , R}, ins unendlich
Ferne geschoben werden, ergibt sich aus Problem I folgendes Extremal-
problem das wir nun hinfiirder genauer (allerdings auch nur in Spezial-
fillen) studieren wollen.

Das Gebiet ® 3 oo besitze jetzt also nur die Randkomponenten
Ri,...,Ri (k> 1)und S1,...,5m (m 2 0). Betrachtet wird wieder
die Klasse der hydrodynamisch normierten schlichten konformen Ab-
bildungen w = f(z) von ®. Jeder Abbildung werden die Funktionale
(5) b(f) = minRe f(z), B(f) = maxNe f(z)
zugeordnet, wobei z die Vereinigung von Ry, ..., Rk durchléuft.
Problem II. Man bestimme diejenigen Abbildungen f(z) mit
(6) ) b(f) = max, ) B(f) = min.

Wir beschrinken uns auf Problem II a), da II b) offenbar aqui-
valent ist. Die Losung von Problem II a) ist fir k = 1 in [6b] geo-

metrisch-funktionentheoretisch angegeben (und natiirlich speziell fur
punktférmiges Ry schon nach H.Grétzsch bekannt — vgl. [2], Th. 6.12)

1

und ergibt sich fir k > 2 in einigen Fillen von Gebieten ® nach [6b] so.

Wenn z.B. die sich nach [6b] einstellende Losung f (z) zum Extremal-
problem

(M) felﬁi Re f(z) — max

die Eigenschaft hat, dafl f(R1),-..,f(Rg) einen nicht kleineren mi-




50 R. Kihnau

nimalen Realteil haben als f(R;) (= zur imaginiren Achse parallele
Strecke), dann ist dieses f(z) auch Lésung von Problem II a). Grob
und allgemeiner gesprochen ergibt sich also in diesemn Falle die Losung
zu Problem II a), wenn eine der Randkomponenten R;...., Ry deut-
lich “weiter links” liegt als die Ubrigen (das 1aBt sich wieder mit all-
gemeinen Verzerrungssitzen zu einer hinreichenden a priori-Bedingung
fir & prazisieren).

Wenn andererseits m = 0 ist und bei der hydrodynamisch nor-
mierten schlichten konformen Parallelschlitzabbildung f**(z) von @,
bei der f**(Ry),..., f**(Ri) zur imagindren Achse parallele Strecke
werden, diese Strecken zufillig alle auf der gleichen Parallelen zur ima-
ginaren Achse liegen, dann ist dieses f** (z) Extremalfunktion zu Pro-
blem II a) (und II b)). Das ergibt sich wieder durch eine Anwendung

—

des Argumentprinzips auf

f(z) = £7*(2), oo
wenn f(z) eine Vergleichsabbildung ist.

In dieser Mitteilung soll nun Problem II a) behandelt werden
fur den Fall k = 2, m > 0, wobei B; und Ry punktférmig sind und
Jetzt z; und z; genannt seien. Natiirlich seien nicht alle S1y-ev 3 Sm
punktformig. Sei also jetzt ® > 0o berandet von S15-++,Sm und den
punktformigen Randkomponenten z1, zz. Dann haben wir'also das
Problem II*. Unter allen hydrodynamisch normierten schlichten kon-
formen Abbildungen f(z) von & bestimme man diejenigen mit
(8) 6(f) = min(Rew;s,Rewy) — max,
wenn wy = f(z1), we = f(29) gesetzt wird.

Unser Ziel ist der
Satz. a) Problem II* besitzt mindestens eine Losung. Beijeder Losung
w = fi(z) sind die Bildrandkomponenten Fe(51)s- -« fu(Sm) Schlitze
auf der Schar der Trajektorien eines quadratischen Differentials der

Form
9 W — wp 2

(9) w)dw* = e o) wz)du . |
Daber ist entweder (Fall 1) wo gleich w; oder wsy, oder es éilt (Fall 2)
Rew, = Rewy mit einem gewissen wy, welches evil. = oo #st, in welch
letzterem Fulle der Zihler in (9) sinngemif durch eine Konstante £ 0
2u ersetzen ist.

b) Bei mindestens einer Lisung von Problem II* liegt dariiber hin-
aus wo auf der offenen Verbindungsstrecke von wy und wy (im Falle 2).
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Im Falle 1 liegt also eine Parabelschlitzabbildung vor, da dann
durch die Trajektorien von (9) konfokale Parabeln definiert werden,
deren gemeinsame Brennachse in Richtung der negativ reellen Achse
zeigt und z.B. fir wy = w; in w; startet. Der ﬂbergang von hier zum
Falle 2 findet offenbar dann statt, wenn fir diese Parabelschlitzabbil-
dung ws gleichen Realteil wie w; hat (das ist dann zu Fall 1 und zu
Fall 2 zu rechnen).

Falls & = {|z| > 1}, wenn wir es also mit der Abbildungsklasse
¥ zu tun haben, lassen sich nach [6], §3 im Prinzip die Extremalabbil-
dungen bestimmen, was sich aber im Falle 2 kompliziert gestaltet, da
unbekannte Parameter die Lésung gewisser Gleichungen erheischen. Im
Falle 1 ist das kein Problem und bekannt (vgl. [1], 8. 129 oder [2], S. 97),
so dafl insbesondere zu festem z; diejenigen z, charakterisiert werden
konnen, fiir die genannter Ubergang von Fall 1 zu Fall 2 stattfindet.

Der Beweis dieses Satzes kann nach dem gleichen Schema wie
in [6] erfolgen. Zuerst 18st man ein “hoher normiertes” Extremalpro-
blem durch Bereitstellung der erforderlichen Schlitzabbildungen mit der
Koebeschen Kontinuitdtsmethode und fithrt den zugehorigen Extremal-
beweis mit der Grétzschschen Flachenstreifenmethode (bzw. Methode
der extremalen Linge). AnschlieBend erfolgt durch eine Zusatzvaria-
tion: eine Ausscheidung spezieller derartiger Abbildungen. Wir zichen
es allerdings hier vor, die erforderlichen Schlitzabbildungen so bereit-
zustellen, daB wir das genannte hoher normierte Extremalproblem mit
der Variationsmethode direkt behandeln, wobei — das ist hier entschei-
dend — die héhere Normierung durch die schon in [11] angewandte
Methode des Straffunktionals erzwungen wird. Die genannte Zusatz-
variation benutzt in eigentiimlicher Weise quasikonforme Abbildungen.
Und zwar werden lokale Abénderungen von quasikonformen Abbildun-
gen derart erzeugt, daff auf dem Rande von Kreisscheiben die Werte
fest bleiben. Derartige quasikonforme Abbildungen mit festen Rand-
werten wurden zuerst von O. Teichmiiller betrachtet [13] und spater
umfassend von K. Strebel u.a. [12].

2. Beweis des Satzes

a) Falls fiir eine — natdirlich aus Kompaktheitsgriinden in bekann-
ter Schlufiweise existierende — Extremalfunktion f+(2) zu Problem II*
die Bilder w; und w, verschiedenen Realteil bekommen, muf} im Satz
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von §1 der Fall 1 vorliegen. Uberdies gibt es dann nur diese eine Fx-
tremalfunktion. Wenn némlich z.B. Rew, > Re wy ist, dann muf f.(z)
eine Pa.rabelschlitzabbildung sein, bei der S},...,S5, in Schlitze auf
der Schar der zu w; konfokalen Parabeln Ubergehen, deren gemein-
same Brennachse der von w; startende Strahl in Richtung der negativ
reellen Achse ist. Andernfalls ergabe sich sofort nach einem klassischen
Resultate von H. Grétzsch (vel [2], Th. 6.12) ein Widerspruch zur
Eigenschaft von fi(2).

b) Sei nun hinfiirder TRe w1 = Rew, fur die Extremalfunktion
fe(2), 0.E.d.A. dazu Jmw; < Jmw,. Die Extremalfunktion f+(2)
ist dann auch Extremalfunktion in der Teilklasse der hydrodynamisch
normierten f(z) mit der Nebenbedingung .

(10) D%ff(zl) =Re f(z), Imf(z)< jm"‘f(zz);'
Durch die ganz-lineare Substitution ) {i\
2w — B

(11) W= 20 = (Wt w) 3
Wg — un !

mit 00 — 00, w; — —i, wy — 47 entstehen aus den hydrodyaamisch

normierten Abbildungen f(z) mit (10) schlichte konforme Abbildungen
(12) .

% , ‘
Fle)= Azt Ao+ 2 4 miva =2y gl _wrtw
z Wy — Wy Wy — Wy

von & mit der neuen Normierung ‘
(13) F(oo) =0, F(z)=—1, F(z)=%i, A_;1>0,
und umgekehrt gibt jedes F(z) mit dieser Normierung (13) durch hy-
drodynamische Umnormierung Anla8 zu einem f(2) mit (10).
Aus dem Extremalproblem
(14) Re f(z1) = Re f(22) — max
mit der Lésung f.(z) wird {iber diese Entsprechung das Extremalpro-
blem
(15) Re(Ao/A_1) — min
mit der Ldsung Fi(z), die iiber die obige Substitution f, (:)\ entspricht.
Zur Behandlung dieses Extremalproblems (15) bietet sich wie in
[6] folgende 1. Lésungsvariante an. Es wird nimlich zundchst noch
zusatzlich A_; (bzw. wy —w, ) fest vorgegeben (innerhalb des sich nach
H. Grétzsch — vgl. [2], Th. 6.6 und 6.8 — ergebenden abgeschlossenen
Intervalles) und das Extremalproblem unter dieser hoheren Normierung

3
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gelost. Dazu werden zuerst Schlitzabbildungen beziiglich des quadrati-
schen Differentials der Gestalt (9) mit Hilfe der Koebeschen Konti-
nuitatsmethode bereit gestellt und deren Extremaleigenschaft mit der
Grotzschschen Flachenstreifenmethode bzw. heute auch unmittelbar
mit dem General Coefficient Theorem von J. A. Jenkins [2] bewiesen.
In der entstehenden einparametrigen Abbildungsschar (Parameter ist
dieses fixierte A_;) muf} sich die von uns gesuchte Extremalabbildung
befinden, und diese wird dann durch eine Zusatzvariation (diese wird
unten tatsichlich verwendet) ausgesondern.

c) Da sich der Kontinuitdtsbeweis in diesem Falle jedoch etwas
komplizierter gestaltet, zichen wir folgende 2. Lésungsvariante mit der
Variationsmethode vor. Und zwar wird wieder zunachst zusatzlich A_;
bei den durch (13) normierten F'(z) der Entwicklung (12) bzw. wy — w;
bei den urspriinglichen f(z) festgehalten: F.(z) bzw. f.(z) muB sich
ja bei einem geeigneten Wert A_; bzw. wy — w; als Losung unseres
Extremalproblems auch bei dieser hoheren Normierung einstellen. Das
dann entstehende Problem kann man mit der in {11] dargestellten Form
der Methode des Straffunktionals behandeln.* Falls man mit den f(z)
arbeitet (bei den Fi(z) miifite man die Uberlegungen in [11] noch auf
die dreipunktige Normierung (13) umschreiben), nimmt man z.B. das
folgende zu maximierende Funktional (vgl. (15) und (12)) mit dem
hinzugefiigten (zweiten) Strafterm

(16) Re[f(z1) + f(z2)] — m - |f(21) — f(22) — const|?

(m =natirliche Zahl, anschlieBend m — oo0). Man kann bei der Be-
trachtung zusitzlich eine Homotopieklasse flir die Abbildungen vorge-
ben (falls bei den betrachteten Abbildungen mehrere entstehen). Und
zwar kann man wie iblich (schon in den Arbeiten von H. Grétzsch)
eine Homotopieklasse dadurch definieren, dafl man das Bild einer fe-
sten Kurve von z = oo iiber z; nach z; betrachtet, wobei diese Kurve
in z = oo 2z.B. In Richtung der positiv reellen Achse einlduft. Eine
Homotopieklasse entsteht bei denjenigen Abbildungen, bei denen diese
Kurvenbilder durch =+i ineinander stetig deformierbar sind in der in
+:¢ punktierten Ebene, unter Beibéhaltung der Richtung in oo. Bei
den Variationen, die ja lokaler Natur sind, bleibt man in der jeweiligen
Homotopieklasse.

*Herrn H. Renelt danke ich herzlich fiir diesbeziigliche Hinweise und Diskus-
sionen.
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Das Ergebnis dieser Variationsbetrachtung: In jeder Homotopie-
klasse ist mindestens eine Extremalabbildung w = f«(2z) Schlitzabbil-
dung beziiglich des quadratischen Differentials der Gestalt

Aw + p 2
Dabei sind A und  gewisse Konstanten, ) > 0, p komplex, p +£ 0 fiir
A =0. (Mehr als “mindestens eine” gibt die Methode des Straffunk-
tionals zunichst nicht her.) Insbesondere gibt es also in Jeder Homo-
topieklasse eine solche Schlitzabbildung beziiglich dieses quadratischen
Differentials. Diese Schlitzabbildung gibt vermoge der Substitution (11)
Anlafl zu einer Schlitzabbildung W = Fi(z) beziiglich des quadrati-
schen Differentials o :
L AW + u* 2 : ;

d) Jetzt wenden wir zusitalich entscheidend die Flichenstreifen-
methode bzw. Methode der extremalen Linge, z.B. in Forth des General
Coefficient Theorem von J. A. Jenkins [2] an. Danach ist Fy(z), etwa
entwickelt in der Form von :

‘ A*
(19) F,,(z):Af_lz—I-A;—l-Tl—!—... , Af_l >0,_

unter allen durch (12) entwickelten F(z) mit ﬁ)”{/jertem Ay = Ax,
in der gleichen Homotopieklasse sogar diejenige eindeutig bestimmite
Abbildung von ® mit minimalem Wert fiir e Ao.

Zur Anwendung von [2] noch diese Bemerkung. Falls ) # 0 ist,
dann (auBer wenn die Zahlernullstelle in (18) i order —; ist, wo dann
alles klar ist nach H. Grétzsch — vgl. [2], Th. 6.12) hat (18) in 47 und
—t einfache Pole, in W = oo einen Pol 3. Ordnung (und zusitzlich eine
einfache Nullstelle), und [2] zeigt die Behauptung. Falls \ = 0 ist, dann
haben wir in W = 0o einen Doppelpol (und die einfache Nullstelle ist
verschwunden), und auch schon nach einem Resultate von H. Grotzsch
(vel. [2], Th. 6.15 nach linearer Transformation) ist Fy(z) bei Vorgabe
des betreffenden Wertes fiir A_; (und der Homotopieklasse)\iiberhaupt
einzige mégliche Abbildung. .

Insbesondere ist durch diese zusatzliche Anwendung des General
Coefficient Theorem jetzt also jede Extremalfunktion bei Weglassung
der Homotopiebedingung zu fixiertem wy — w; und also auch unsere
angenommene Losung f.(z) von Extremalproblem II* eine Schlitzab.
bildung beziiglich eines quadratischen Differentials der Gestalt (17).
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Damit ist Teil a) des Satzes von §1 bewiesen.

e) Um nun entsprechend Teil b) des Satzes von §1 nachzuweisen,
daf} fiir mindestens eine Extremalfunktion sogar noch genauer wg die
angegebene Lage hat, nehmen wir eine weitere Variationsbetrachtung
zu Hilfe.

Dazu miissen wir etwas weiter ausholen und nehmen quasikon-
forme Abbildungen zu Hilfe. Es sei &; bzw. R, eine zu z; bzw. z
konzentrische feste Kreisscheibe. Beide Kreisscheiben werden so klein
gewahlt, daB sic punktfremd sind und vollsténdig in ® liegen. Wenn
wir dann in Problem II* statt durchweg konformer Abbildungen allge-
meiner stetige Abbildungen von & betrachten, die in &, und K, jetzt
Q-quasikonform (@ > 1, zundchst fest) sind, im Rest von & wieder
konform und hydrodynamisch normiert, wollen wir von Problem IIf
sprechen.

Entscheidend ist nun, da} die Aussage a) des Satzes von §1 und
der zugehorige Beweis (entsprechend dem Bisherigen in diesem Para-
graphen) sinngemaf giiltig bleibt (vgl. [8], Fuinote auf 5.2), wenn man
jetzt Problem II7, betrachtet. Im Teil a) des Satzes von §1 tritt dann
noch die Aussage hinzu, daB bei jeder Losung w = fuq(z) des Ex-
tremalproblems in £; oder &, gelegene infinitesimale Kreise iibergehen
in infinitesimale Ellipsen des Achsenverhaltnisses (), wobei die grofien
Achsen auf dem durch 9(w) dw? > 0 definierten Richtungsfeld liegen.

f) Nun kommt der entscheidende '

‘Hilfssatz. Es ist unmdoglich, daf bei einer Losung feq(z) von Problem
P in wy oder wy ein einfacher Pol beim quadratischen Differential (10)
vorliegt und cine Trojektorie dort so endet, daff in dem Endpunkt die
Neigung gegen die positiv reelle Achse # m ist.

Beweis (von ahnlicher Tendenz, wie in anderem Zusammenhange
in [9] angedeutet). In [13] ist das Verschicbungsproblem gelost, den
genauen Wertebereich von ¢(0) in der Klasse aller (-quasikonformen
Abbildungen g(¢) der Einheitskreisscheibe |¢| < 1 auf sich unter Fest-
haltung aller Punkte des Randes |¢| = 1 zu bestimmen. Dieser Werte-
bereich ist eine gewisse zu O konzentrische Kreisscheibe, und der Punkt
P maximalen Realteils wird von genau einer Abbildung g*(z) angenom-
men, bei der infinitesimale Kreise in infinitesimale Ellipsen des Achsen-
verhiltnisses ( iibergehen, wobei die grofien Achsen dieser Ellipsen auf
einer gewissen Kurvenschar & der g*-Ebene liegen. Zu 6 gehort eine
horizontale Strecke mit rechtem Endpunkt P. Es ist & topologisch
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aquivalent einer Schar konfokaler Parabeln innerhalb einer zum Brenn-
punkt konzentrischen Kreisscheibe. Und es gibt eine schlichte konforme
Abbildung mit P — O der Einheitskreisscheibe der g*-Ebene, bei der
G in ein von einer geschlossenen Jordankurve %8 berandetes Gebiet 5 O
tbergeht und G eine Bildschar bekommt, die auf einer Schar zu O kon-
fokaler Parabeln liegt. (Konkret: B ist nach [13] eine zu O konfokale
Ellipse, was hier aber nicht benutzt wird.)

Daneben gibt es eine schlichte konforme Abbildung des Inneren

von B mit O — wj, so daB die Bilder genannter Parabeln (bzw.
der Bégen innerhalb 98) auf den Trajektorien des f+o beschreibenden
quadratischen Differentials (9) liegen, falls dieses in w; einen einfachen
Pol hat (das Analoge gilt bei w;). Dabei gehe B in B’ iiber. Durch
Zusammensetzung erhalten wir eine schlichte konforme Abbildung des
Inneren von %' auf das Innere des Einheitskreises der :}g*—Ebene mit
wy — P, wobei die Schar der Trajektorien innerhalb fB‘[,‘\‘in die Schar
G ubergeht. Eine lokale Abinderung (nimlich innerhall} %’) bei der
Losung f.g(z) von Problem II*Q, bei der wieder eine zuldssige Abbil-
dung fi.q(2) entsteht (die also insbesondere wieder (-quasikonform
ist innerhalb &), induziert eine Abinderung der Abbildung g*({) bei
Festhaltung der Punkte des Einheitskreises [¢| = 1 unter Wahrung der -

Q-Quasikonformitat, und umgekehrt. p
Nach diesen umfangreichen Vorbereitungen’ist die Behauptung

des Hilfssatzes evident. Da es Abénderungen (genannter Art) von ¢g*(()
gibt, bei denen statt P ein beliebiger Punkt ,auf dem durch P ver-
laufenden und zu O konzentrischen Kreis erscheint, gibt es zuldssige

Abénderungen f,.q der Extremalabbildung f.o von Problem Ilg, bei =

denen statt w; ein Punkt auf einer Kurve erscheint, die zur in w, enden-
den Trajektorie in w; orthogonal ist. Wenn der Hilfssatz falsch wire,
gibe es also jedenfalls auch zulissige Abanderungen von f.q(z), deren
Dilatation z.Tl. < Q ist und bei denen statt w; ein Punkt mit groflerem
Realteil erscheint. Das ist ein Widerspruch, weil diese Abanderung also
auch Extremalfunktion von Problem I, ware, die aber nicht die oben
schon bewiesene Gestalt hat, ndmlich nicht in &; durchweg die Dilata-
tion Q besitzt, ' |

g) Nach dem eben unter f ) Bewiesenen ist nun also bei einer Ex-
tremalfunktion zu Problem II§ sicher im quadratischen Differential (17)
A # 0 (bei A = 0 endet in mindestens einem der beiden Punkte w; und
ws die zugehdrige Trajektorie unter einer Neigung # 7), und bei dem
dann also in der Gestalt (9) endlichen wy muB gelten: Entweder ist wo
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einer der Punkte w;, wy oder (bei also wy # w; und wq # wsy) es gilt

(20) S0 wd 2TW o

w1 — Wy Wy — un
Das folgt unter Benutzung des Hilfssatzes von f) durch lokale Betrach-
tung der Trajektorien des quadratischen Differentials in Umgebung von
w1 bzw. wy. (20) zieht nach sich, dal wy auf der offenen Verbindungs-
strecke von w; und w, liegt.

h) Damit gilt nun fir jede Extremalfunktion zu Problem IT3: Die
Bildrandkomponenten werden durch 9(w) dw? > 0 mit dem quadrati-
schen Differential (9) mit einem gewissen (endlichen) wy beschrieben.
Es ist entweder wq gleich w; oder w,, oder es gilt Rew; = Rew,, wobel
wo auf der offenen Verbindungsstrecke von w; und w, liegt. Dabei
liegt Konformitdt vor aufler in £; und £, wo die Extremalfunktion Q-
quasikonform ist und die grofien Achsen der infinitesimalen Bildellipsen
durch 9(w) dw? > 0 beschrieben werden.

1} Nachdem wir nun zu jedem @ > 1 eine Extremalfunktion feo(2)
von in h) beschriebener Bauart zu Problem Il gefunden haben, be-
trachten wir jetzt den Grenziibergang Q \, 1. Bei sinkendem @ sinken
auch die zugehdrigen Funktionale b(f.q). Fiir eine geeignete Folge von
Q-Werten mit Q \, 1 ergibt sich aus einschligigen Kompaktheitssitzen
die im bekannten Sinne gleichmissige Konvergenz der zugehorigen
f+q(z). wobei die Grenzfunktion f.(z) eine normierte rein konforme
Abbildung sein muf, bei der Schlitze beim Bildgebiet erscheinen, die
durch OQ(w) dw? > 0 mit einem quadratischen Differential der Gestalt
(9) beschrieben werden, mit wy wie in h) besagt. Es ist f«(2) dazu Ex-
tremalfunktion zu Problem II*, da andernfalls eine zulissige konforme
Vergleichsabbildung f.. mit grofierem Funktional b( f..) existieren wiir-
de. Und f,. hétte auch ein groBeres Funktional als gewisse f.q, was
nicht angeht, da f.. zuldssige Abbildung bei Extremalproblem II5 ist.

Damit haben wir in Gestalt von f«(2) eine Extremalfunktion zu
Problem II* gefunden, wie in Teil b) des Satzes von §1 beschrieben.
Der Satz ist nun vollstandig bewiesen. ¢

Bemerkung. Durch den Grenziibergang im Beweisteil i) entsteht lei-
der nicht die schérfere Aussage im Satz von §1, daB bei jeder Extremal-
funktion zu Problem IT* der Punkt wy auf der Verbindungsstrecke
von w; und wy liegt, falls Rew; = Rews. An der Richtigkeit dieser
scharferen Aussage ist aber wohl nicht zu zweifeln.
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Abstract: This paper contains a thorough investigation of the compositions
of relations defined by Bandler and Kohout. It is shown that these composi-
tions bear some shortcomings and improved definitions are suggested. Similar
ideas are used to define new images of a set under a relation. Possible rela-
tionships among these images and among the compositions are investigated.
An extensive overview of the properties, such as monotonicity and interac-
tion with union and intersection, of the images and the compositions is given.

Finally, the associativity properties of the compositions are examined.

1. Introduction

In 1980 W. Bandler and L. Kohout [1] introduced several new
compositions of relations, called products in their terminology, based
on the notions of aftersets and foresets of relations. They immediately

*Research Assistant of the N.F.S.R. (Belgium)



60 B. De Baets, E. Kerre

extended these compositions to fuzzy relations using fuzzy implication
operators [2]. Bandler and Kohout claim that fuzzy relational composi-
tions constitute a tool for the analysis and synthesis of complex natural
and artificial systems. The List of application areas is appealing, inclu-
ding medical diagnosis (3] and information retrieval systems [4,5]. Their
definitions have been generally accepted and have even become common
property in fuzzy set theory.

An attempt to apply Bandler and Kohout’s ideas on the con-
cept of direct image of a set under a relation brought to light that the
definitions of their compositions bear some shortcomings [6]. These be-
come even more important when one considers the fuzzy counterparts
of these definitions. The purpose of this paper is to provide more acciu-
rate versions of these compositions of relations and to, give an extensive

overview of their relevant properties.

B

2. Preliminary definitions A

A relation R from a universe X to a universe ¥ is a subset of

XA xY,ie. RC X X¥. The formula (z,y) € R is abbreviated as zRy,
and one says that z is in relation R with Y. ,; .
Definition 2.1. The afterset zR of € X and the foreset Ry of
Y €Y are defined as

zR = {y | =Ry}

Ry = {z | zRy}.
Definition 2.2. The domain dom(R) and the range rng(R) of R are
defined as )

!

dom(R) = {z | zR # 0}
mg(R) = {y | Ry # 0}.

Definition 2.3. The converse relation RT of R is the relation from
Y to X defined by \
yRTz & zRy. ‘ '
The complement co R of R is the relation from X to Y defintd by
' z(co R)y < —(zRy). .

Notice that dom(RT) = mg(R), rng(RT) = dom(R) and co(RT) =
= (coR)T.



Bandler-Kohout compositions 61

Consider an arbitrary family (R;)ier of relations from X to Y
indexed by I.
Definition 2.4. The union U R; of the family (R;)ier is the relation
from X to Y defined by iel

z( U Ri)y & (Fi € I)(zRiy).
iel
The intersection ﬂ R; of the family (R;)ier is the relation from X to
Y defined by iel

a:( N Ri)y & (Vi € I)(zRiy).
i€l
All of these operations can be expressed in terms of after- and foresets
in the following way [9].
Properties 2.1.

1. zR=RTz
Ry=yRT
2. z(co R) = co(zR)

(co R}y = co(Ry)

( U R;)y= U Ry
iel iel

4 m(ﬂ Ri) = ﬂ zR;
i€l iel

(m Ri)y = ﬂ Ry
iel iel

3. Images of a set under a relation

3.1. Definition

Consider a relation R from X to ¥ and a subset A of X. The classical
definition of the direct image of the set A under the relation R is given
as follows

R(4) ={y | (3= € A)(zRy)}-

The direct image R(4) is the set of those elements of V" that are in
relation RT with at least one element of A. The intention of this sub-
section is to refine the direct image R(A) in order to distinguish those
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elements of ¥ that are in relation R” with all elements of A and those
elements of ¥ that are in relation RT with elements of A only. This
refinement is achieved in the following definition.

Definition 3.1. (Images of a set under a relation)

R(A) = {y | AN Ry # 0}
R(A)={y |0 C AC Ry}
R(A)={y |0 CRyC A}
R°(A)={y |0 C A= Ry}.

This definition provides four different images of a set under a relation. It
is obvious that the first definition coincides with the classical definition
of the direct image of a set under a relation. The second image R(A)
is called the. subdirect image of A under R, while the third image R”(A)
is called the superdirect image of A under R. The fourt}é image R°(A)
is called the square image of A under R. 1

For a non-empty set A, the subdirect image R%(A)'¢an be written
as

R*(A) = {y | (Vs € A)(=Ry)}.

This explains why the direct and subdirect image: are called ezistential
and universal compositions by Izumi, Tanaka afd Asai [8]. They are
also called upper and lower images by Dubois and Prade [7].

Remark 3.1.

e The non-emptiness condition § C A in!the definition of RY(A)
seems superfluous at first sight and could be evaded by restricting
the definition to a non-empty set A. Without the condition § C A
it would follow that R*(0) = Y, which is unacceptable. Neither
Izumi, Tanaka and Asai nor Dubois and Prade have observed the
necessity of this non-emptiness condition.

e The non-emptiness condition § C Ry in the definition of R”(4)
has stronger consequences. Without the condition § C Ry it would
follow that co(rng(R?)) € R*(A), which is unacceptable again. The
condition § C Ry ensures that R”(A) contains those elements of ¥
that are in relation R7 with elements of A only and that actually
do so.

e The non-emptiness conditions imply that all images are contained
in rog(R) and that the images of the empty set under a relation
all yield the empty set.

An equivalent way of defining the new images is the following
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RY(A) =R(A)n{y | A C Ry}
R*(A) =R(4)n{y | Ry C A}
R°(A) =R(A)n{y| A= Ry}.

These definitions interpret the non-emptiness conditions in a different
way. Adopting these alternative definitions unnecessarily complicates
the proofs of the properties of the new images. The condition y € R(A)
not only implies the non-emptiness of A and Ry but also a certain
overlap. This overlap is afterwards tested in a stricter way by the
conditions of inclusion or equality in the second components of the
above intersections.
Example 3.1. The images of a set under a relation can be illustrated
on an example from medical diagnosis. Consider a set of patients X
and a set of symptoms Y. Let R be the relation from X to Y defined
by
zRy & patient x shows symptom y.
Let A be the non-empty set of female patients in the population X,
then the iwiages of A under R are given by
¢ R(A) is the set of symptoms shown by at least one female patient,
o RI(A) is the set of symptoms shown by all female patients, ‘
o R"(A) is the set of symptoms shown by at least one female patient
and not by any male patient,
e R°(A) is the set of symptoms shown by all female patients and not
by any male patient.
A close examination of the relationships between the images and
the properties of the images is discussed in the following subsections.
A few of these relationships and properties can also be found in [7,8].

3.2. Relationships between the images

3.2.1. Containment. A first series of properties concerns the refining
nature of the images.
Properties 3.1. (Containment)

R°(A) =R(4) N R°(A4)
R°(A) CR(4) C R(4)
R°(A) CR°(4) C R(4).

3.2.2. Relationships. This paragraph investigates among other
things how the determination of a subdirect or a superdirect image
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can be converted into the determination of a classical direct image.
These properties not merely have an aesthetical character but also a
functional one. As will become clear, they assist in discovering and
proving new properties. The new Images can be expressed in terms of
the direct image in the following way.

Properties 3.2.

R%(4) = co((co R)(A)) if A# D
R*(A) = co(R(co A)) N rng(R)
R°(A4) = co((co R)(A)) N co(R(co A)) of AF 0.
Proof. As an example, the third equality is proven.
Y € co((co R)(A)) N co(R(co A)) . .
- - < (AN(coR)y #B) A ﬂ('coAj‘» Ry # 0)
- & ANco(Ry) =0 A coAﬂRy—,:‘@
&0CACRy A RyCa4 X
S 0CcA=Ry
Sy €eER(A). ¢
The following relationships express the direct il;/i'age in terms of the

subdirect or the superdirect image.
Properties 3.3.

R(4) = cof(co R)*(4)) A0
R(A) = co(R%(co A)) Nrng(R).
Proof. The second equality can be proven as follows.
Yy € co(R*(co 4)) N rng(R) .
@ (CRyCcod) A Ry#£10
& (~(0 C Ry) V ~(Ry Ccod)) A Ry #£10
& (Ry=0V ~(Ry CcoAd)) A Ry#10

& =(Ry C co 4) \
< (Jz € Ry)(z € A) \
S ANRy#0

SyeR4).
Other interesting relationships are these existing between the subdirect
and the superdirect image.
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Properties 3.4.
R(A) = (co R)”(co A) U co(rng(co R)) ifA#£0D
R*(A) = (co R)*(co A) Nrng(R) ifco A #£0.

Proof. As an example, the first equality is proven.
y € (co R)*(co A) U co(rng(co R))

&0 C(coR)yCcoA V =((coR)y # )
& (0 C co(Ry) A co(Ry) CcoA) V co(Ry) =0
SRyCX ANBCACRy) V Ry=X
S PCACRy
&y € RY(A). O

To conclude this paragraph, the following property for the square image

is mentioned.
Property 3.5.

(coR)°(co A) = R°(A) if A# 0 and co A # 0.
Proof.
y € (co R)°(co A)
Sb0CcccwA=(coR)ye b CcoAd A coA = co(Ry)
ScA#EDNA=Rys 0 CACRy & ye R(A). O
3.2.3. Expressions in terms of aftersets. Using properties 3.2
expressing the new images in terms of the direct image, definitions 3.1

can be written in the following elegant way.
Properties 3.6. (Expressions in terms of aftersets)

R(4)= ] =R
TE€A

RY(A)= () 2R ifA#D
z€EA

R°(4) = ﬂ co(zR) Nrng(R)
z€co A

RO(A) = ( N a:R) n( N co(a:R)) ifA£D.

z€EA TEc0 A

Proof. As an example, the second equality is proven.
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R%(A) = co((co R)(A)) =co ( U z(co R)) =co ( U co(rR))
zE€EA TEA

= ﬂ co(co(zR)) = ﬂ TR, §

€A TEA

3.3. Monotonicity

In this subsection the relationship is investigated between the images
of a subset of a set and the images of this latter set under a given
relation. The same investigation is carried out for the images of a given
set under a subrelation of a relation and under this latter relation. This
investigation leads to the following results. :

Properties 3.7, (Monotonicity)

Az = R(Al)g R(Jéz)

Ay = RQ(AQ) C Rq(’:fh)

Ay = RD(Al) C RDCAQ)

R2 = Rl(A) QRQ(A)
1< Ry =R <1(!1) ngq(A)

(rng(Rl) = rng(Rz) A Rl QRQ) =$R2>(A) Q Rl l>(..A) -

7
Proof. Only the proof of the last property is mentioned.

yERZD(A)(i)0CR2y§A=>@CRlyQAJ@yERl"(A). 0

e
NININININ

Remark 3.2. From the proof of the last property it actually follows
that the condition rng(Ry) C rng(R;) has to be, added. Since the
condition R; C R, already implies that mng(R1) C rng(R,) it is obvious
that immediately the condition rng(R;) = rng(R;) can be used.

3.4. Interaction with union and intersection

Consider a relation R from X to ¥ and an arbitrary non-empty
family (Ai)ier of sets in X.
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Properties 3.8. (Interaction with union)

R( U A,-) = | R(4:)

i€l i€l
R“(U A,-) =(RY4:) i (Vi€ I)(Ai#0)
icl i€l
B (J4) 2R,
e iel
Proofs.
LoyerR(Ja) e (Ja)nRy#0e JAinRy) £0 i
iel el ief :
& (JieI)AinRy #0) & ye | JR(A)
icl
2. y¢ R“(Uxﬂli) s 0hc (U.4i) C Ry & (VieI)(0 C A; C Ry)
i€l el
SyE ﬂ RY(4;)
el

3. ye|JR(A)e@Gie0CcRyCA)=0cCRyC| A
el <:>y eRD(UA1> B 0 iel
i€l
Without the condition (Vi € I)(A; # 0) one can deduce the following
interaction of the subdirect image with union.

Property 3.9.
ME ) < B (U 4) U Re(40).
el i€l i€l
Proof.
ye[|RY(A:) & (VieN®CACRy)=0c| 4 SRy
e wyeR(|J4) = (3 e O CRy) 3
€] |

syel| JRU(4). ¢

iel
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Properties 3.10. (Interaction with intersection)

R(ﬂ Ai> () R(4:)

ie] el
B () 2 JRYA)  if ()i £0
i€l el el
R"(ﬂAi) =N R 4.
i€l icl )

The same investigation is carried out for the relationship between the
images of a given set under the union and the intersection of an arbitrary
family of relations and the union and the intersection of the images of
that given set under each of these relations. o

Consider &n arbitrary non-empty family (R;)je; of.relations from
X toY and aset 4 in X. \
Properties 3.11. (Interaction with union)

(UR)@ ={Jra) .

o I

iel el A
(Ur) @2z
iel el ]
Nro@ e (UR) @ el w.
i€l I el

Properties 3.12. (Interaction with intersection)

(N &) < N aia)

i€l icl
(N7) @=Nrw
el el
(N&)2UR @ i (wer)((ry20).
iel iel el

4. Compositions of relations

4.1. Introduction

As already mentioned in the introduction, this paper has been inspired
by the results of Bandler and Kohout [1] concerning compositions of
relations.
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Consider a relation R from X to Y and a relation S from Y to Z.
The classical definition of the composition of the relations R and $ is
given as follows

Ro S ={(z,2) | Gy € Y)(zRy AySz)}.
The composition R o S is a relation from X to Z, consisting of those
couples (z, z) for which there exists at least one element of Y that is in
relation RT with z and that is in relation S with 2. The relation Ro S

is read as R before S or R followed by S. This definition can be written
in terms of after- and foresets in the following way

Ro S ={(z,2z) |zRN Sz # 0}.
Bandler and Kohout have introduced the following new compositions.
Definition 4.1. (Bandler-Kohout compositions)

R api S = {(m,z) ‘ R Q SZ}
Row S = {(z,2)| Sz CzR}
Roy S = {(z,2) | zR = S5z}.

These compositions are called products by Bandler and Kohout, more
specifically round product o, subproduct <z, superproduct bpr and square
product op.. The subproduct and superproduct are also called triangu-
lar products.

It is clear that definitions 3.1 of the new images have been in-
spired by definitions 4.1. It is surprising that the definitions of Bandler
and Kohout do not mention any non-emptiness condition. This is a
regrettable shortcoming. One easily verifies that

co(dom(R)) X Z C R apr S
X x co(rng(S)) € Ry S

The first expression means that z is in relation Rayi S with all elements
of Z even if there is no element of ¥ that is in relation RT with z.
A similar remark holds for the second expression. In this way, the
compositions R xS, Ropr S and Ropr S can contain a lot of unwanted
couples. It is clear that only those couples can be accepted for which
both components are involved in the relations. An apparent solution
would be to consider only those relations R for which dom(R) = X and
rmg(R) = Y. This becomes too big a restriction when one wants to
consider several relations between the same universes. It is unrealistic
that all of these relations would have the same domain and range.
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The intention of this section is to improve the definitions of Ban-
dler and Kohout and to carry out a close examination of the properties
of the compositions and the relationships between these compositions.

4.2. Definition

Consider a relation R from X to Y and a relation S from Y to Z.
Definition 4.2. (De Baets-Kerre)
RaS§ ={(z,2z) |0 CzR C Sz}
Ro S ={(z,2) |0 Cc Sz C zR}
RoS={(z,2) |0 CzR= Sz}.
These compositions are called the sub-, super- and square composition.
Remark 4.1. The non-emptiness conditions imply that all composi-
tions are contained in dom(R) x rng(R). As for the imdges, an equiva-
lent way of defining the new compositions is the fQHowi'gg
RaS=(RoS) N {(z,z) |zR C Sz} }
ReS5=(RoS) N {(z,2) | Sz C zR}
RoS=(RoS) N {(z,2) ]| zR = Sz}.
Example 4.1. The compositions of two relations can also be illustrated
on an example from medical diagnosis. Considey/a set of patients X, a

set of symptoms ¥ and a set of illnesses Z. Let R be the relation from
X to Y defined by

zRy < patient z shows symptom y
and S the relation from ¥ to Z defined by
A ySz & y is a symptom of illness z.

The compositions of R and S are given by

o z(R o §)z & patient z shows at least one symptom of illness z,

o 2(R 4 5)z & all symptoms shown by patient = are symptoms of
illness z (and patient z shows at least one symptom), '

o z(RpS)z < patient = shows all symptoms of illness z (and patient
z shows at least one symptom), \

e (R0 S)z & the symptoms shown by patient z are.exactly those
of illness z (and patient z shows at least one symptom).

4.3. Relationships between the compositions

4.3.1. Containment. A first series of properties concerns the refining
nature of the compositions.
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Properties 4.1. (Containment)
RoS=(RaS)N(R>S)
RoSCTR<«SCRoS
RoSCReSCRoS.
4.3.2. Relationships. A similar investigation is carried out as for
the images. The new compositions can be expressed in terms of the
classical composition in the following way.

Properties 4.2.
R4S =co(Ro(coS))N(dom(R) x Z)
Ro> S =co((coR) o 5)N (X xrng(S5))
Ro S = co(R o (coS))Nco({coR)o S)N (dom(R) x Z)
=co(R o (coS)) Nco((coR) o §)N (X x rng(S5)).
Proof. As an example, the first equality is proven.
(z,2) € co(R o (coS)) N (dom(R) x Z)
& —(z,2) € Ro(c0S)) A (z € dom(I2))
& (zRN(coS)z#0) A zR#D
S zRNco(Sz)=0 A zR# 0
S PczRCSE
& (z,z) ERaS. O
The inverse relationships are given next.

Properties 4.3.
RoS = co(R<(coS))N(dom(R) x Z)

Ro S =co((coR) > S)N (X xrng(S)).

Bandler and Kohout established the following relationships for
their definitions
Rbbk S = (COR) <pk (CO S)
R bk S = (COR) Optk: (co S)
Finding the correct relationships for the improved definitions is a deli-
cate matter. These relationships between the subcomposition and the
supercomposition are given next.
Properties 4.4.
R4S =((coR)p(coS)N(dom(R) x Z)) U (dom(R) x co(rng(co 5)))

Ro S = ({coR)a(coS)N(X x rng(S)) U (co(dom{co R)) x rng(5)).
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Proof. As an example, the second equality is proven. First note that
(z,2) € co(dom(co R)) x rng(5) & 2R =Y A Sz 0.

Then it follows

(z,2) € ((co R) 4 (coS) N (X x rng(S))) U (co(dom(co R)) x rng(S))

& (0 Cco(zR) Cco(Sz) A Sz#0) V (zR=Y A Sz#0)
S0 CSzCzR A zR£Y) V (zR=Y A Sz#£10)
& (z,z) €ER>S. ¢

To conclude this paragraph, the following relationship is mentioned.

Property 4.5.

RoS = ((co R)o&cp S5)N(dom(R)x Z))U(co(dom(co R)) x co(rng(co )))

—

(z,2) € ((co R) ¢ (co S) N (dom(R) x Z))U
U (co{dom(co R)) x co(rng(co 5)))
& (0 Cco(zR) =co(Sz) A zR#0) V.(zR=S5z=Y)
& (@CzR=S52z A zR£Y)V (CzR=52=7)
& (z,2) €RoS. ¢ //

. 4
Proof. L
5
i)
B!

4.3.3. Expressions in terms of after- and foresets. The classi-
cal composition can be written in terms of after- and foresets in the
following way. '

Property 4.6.

RoS= U(RyxyS).

yeEY
Proof.
(z,z) € U(Ry xyS)e (yeY)z € Ry A z€yS)
yey & (FyeY)yezR A ye S

@mRﬂSz#@@(m,z)eRo\S< O

In contrast with the expressions of the new images in terms of
aftersets, the expressions of the new compositions in terms of after-
and foresets are not so elegant. For instance, the subcomposition can
be expressed as follows
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RaS = ( ﬂ ((co(Ry) x Z) U (Ry x yS'))) n ( U (Ry x Z))
yey yeY .

4.3.4. Convertibility. Important relationships exist between the

converses of the compositions of two relations and the compositions of

the converses of these relations. These convertibility properties are a

welcome help when proving other properties.

Properties 4.7. (Convertibility)

(RoS)T = 8T RT
(RaS)T =576 RT
(R>S)T = 5T 4RT
(RoS)T =5T o RT.

4.4. Monotonicity

In this subsection the relationship is investigated between the compo-
sitions of a subrelation of a relation and the compositions of this latter
relation and a given relation.

Properties 4.8. (Monotonicity)

R; C R2=>R1052R205

(dom(Rl)zdom(Rg) A Rl - R2)=> R2 QSQ R4S
R]_RzziRlDSgRQDS

51 C Sg=>R051§ROSZ

Slg .5'2:>R<1.5'1§R<152

(rng(S51) =mg(S2) A S1C S3)= RS, C Ro S;.

N

Proof. As an example, the second property is proven:
(.‘E,Z)ERQQS@@CIBRQ C_:SZ#@CIRl gSz(:}(I,Z)Equs.O

4.5. Interaction with union and intersection

As for the images the relationship is investigated between the com-
positions of the union and the intersection of an arbitrary family of
relations and a given relation and the union and the intersection of the
compositions of each of these relations and that given relation.

Consider an arbitrary non-empty family (R;);es of relations from
X to Y and a relation S from ¥ to Z.
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Properties 4.9. (Interaction with union)

(UR)os=U@es)

el iel
NE:as)c (JR)ascJ®Rias)
el iel iel
(UR,) DSQ U(RiDS).
i€l el

Properties 4.10. (Interaction with intersection)

(ﬂRi)osgﬂ(RioS)

- el - i€l s
) (ﬂRi>>S=m(Ril>S). & ‘t\
i€l icl . 3

o
Similarly, consider a relation R from X to Y and an arbitrary non-

empty family (S;)ier of relations from Y to Z.
Properties 4.11. (Interaction with union) :

Ro (|Js:) = U(Bo é,-)

il i€l
Ra (US{) 2 U(Rdsi)
el ieT
N(R>S:) S Ro (U 5',-) c | JReS).
i€l el i€l

Properties 4.12. (Interaction with intersection)

Ro (()S:) € (V(ReS)

iel i€l
R« (ﬂ S’i) = ﬂ(RdSi).
i€l i€l \

4.6. Associativity '
Compared to the study of the images, a new issue comes up in the study
of the compositions, namely that of associativity. It is well-known that
the classical composition of relations is associative. In this subsection
other possible associativity properties are investigated.
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Consider a relation R from X to Y, a relation S from Y to Z and
a relation T from Z to U.

Properties 4.13. (Associativity)
Ro(SoT)=(RoS)oT
Ro(S>T)C(RoS)oT
Ra(SoT)D(RaS)oT
Ra(S4aT)C(RoS8)aT
Ra(S>T)=(RaS)>T
Ro(SoT)D(ReS)pT.

Proofs.
2. First note that
(z,u) ERo(SpT) & zRN(S>T)u#0
& (JyezR)(y € (S>THu)
& (Fy € zR)(B C Tu C yS)
& (AyezR)(VzeTu)z€yS) A Tu#0 (A)
and
(z,u) € (RoS)pT & 0 CTuCz(RoS)
&S VzeTu)z€z(RoS)) A Tu##b
& VzeTu)(aRNSz#0) A Tu#§
& (VzeTu)(TyeczR)(ye Sz) A Tu+#D
< (VzeTu)(Ty €zR)(z€yS) A Tu#0 (B).

Comparing expressions (A) and (B) shows that expression (B) follows
from expression (A) but not conversely. Hence Ro(S»T) C (RoS)»T.

3. Follows immediately from the foregoing property using the
convertibility properties.

TTo (ST RT) C(TT 0 §T) s RT
& (TTo (87> RT)T c ((TT 0 7)o RTT
& STe ROY)ToT CRa(TT 0 STHT
& (R<4S)oTCRa(S0T).



76 B. De Baels, E. Kerre

4. First note that

(z,u) € Ra(S<aT) & P CaRC(SaT)u

S aR#£0 A VyezR)(y € (SaT)u)

< zR#AD A (VyezR)(® CyS CTu)

S zR#£DQ A (Vy € zR)(yS #0) A (VyezR)(Vz € yS)(2€Tu) (A)
and

(z,u) E(RoS)<«T &P Cz(RoS)CTu

& (FzeZ)z€z(RoS)) A VzeZ)z€x(RoS)= 2z€Tu)

& (3z2€Z)(2RNSz#0) A (Vz€ Z)zRNSz# 0= 2z € Tu) (B).
It is easy to show that expression (B) can be deduced from expression
(A). -

Indeed, from zR £ 0 A (Vy € aR)(yS # (0) it ollov\s that
(Jy € Y)(3z € Z)(y € zR A z € yS) and thus (Iz €:Z)(zR N Sz # 0).
Consider z € Z such that zRN Sz # 0. This means that (Ey eY)(y €
gRAy € Sz) and thus (Jy € Y)(y € zRA z € yS). With (A) it follows
that z € T, and hence (B). Notice that from (B) it does not follow
that (Vy € zR)(yS # 0) ! ;
5 (z,u)€eRa(SpT) & 0CzRC(S>Tu
S zR#Q A (VyeczR)(ye(SvT)u)
SzR#AD A (VyezR)(D C Tu CyS)
SIRAD A Tu#0 A (Vy€zR)(Vz € Tu)(z € yS)
SazR#D) A Tut0 A (VzeTu)(Vy € zR)(y € Sz)
STu#b A (VzeTu)® CzRC Sz)
&0 CTuCz(RaS)
& (z,u) € (R<«S)pT.
6. Follows immediately from the fourth property using the con-
vertibility properties. ¢
Remark 4.2, \
o Only the first property is an example of genuine associativity, while
the fifth property can be seen as some kind of mixed aSsociativity.
Due to the equalities in these properties the following notations
are justified: RoSoT and R« SpT.

e For their definitions, Bandler and Kohout found the following as-
sociativity properties
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Rdbk (5 bk T) = (R o] S) <pk T
R dpk (S Dy T) = (R bk 5) Dpr T
Rbbk (SOT) = (Rbbk S) Dyl T.
Comparing these results with properties 4.13 shows that for the im-

proved definitions the first and the third of these equalities become

inequalities. Moreover, some new properties have been discovered.
¢ Concerning the fourth property it is easy to show that the equality

does not hold in general. Let X = {z}, ¥ = {y,,1n}, Z = {z}
and U = {u}. Let & = {(z,41),(t,12)}, S = {(31,2)} and T <
= {(z,u)}. It is easy to see that (z,u) € (Ro S) < T while (z,u) ¢
gRa(SaT).

5. Conclusion

It has been shown that the compositions of Bandler and Kohout
are subject to some improvement. Modified definitions have been sug-
gested and have been studied intensively. Throughout the overview of
uheir properties, it has been indicated that most of the properties of
the Bandler-Kohout compositions are no longer valid for the new defi-
nitions. Similar to the new compositions, new images of a set under a
relation have been introduced and have been discussed in detail. This
paper serves as a reference for researchers working with compositions

of relations. ,
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Abstract: Relationships between the structure of a group automaton M and
its semigroup of endomorphisms End M are found. It is shown that End M
is trivial precisely when M is strongly connected. Moreover if End M consists
solely of linear maps then M has at most two components. Conditions are

found as to when End M contains only linear maps.

1. Introduction

In [3] Maxson and Smith studied the endomorphism semigroup
of a linear automaton. They showed that the endomorphisms of a
linear automaton give information about the connectivity, or lack of
connectivity, in the automaton. The methods used in [3] relied heavily
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on the vector space structure of a linear automaton. It is the goal of
this paper to obtain similar results for a group automaton. Since every .
linear automaton is a group automaton we will generalize the results in
[3]. The arguments used are new, relying on the theory of finite groups.
We will obtain connectivity results analogous to the linear case. It will
soon be clear that our work essentially involves the study of certain
maps on a finite group G which commute with a given endomorphism

Aof G. )

The reader is referred to the references in [3] concerning the back-
ground of endomorphisms of automata as well as basic information on
" automata theory.

- . !

2. Preliminaries ’ l\

Let M = (Q, %, F) be a finite automaton with states é?, inputs

and transition function F: Q@ x & — Q. The automaton M/ is called

a group automaton if Q and ¥ are (finite) groups (written additively

but not necessarily abelian) and F'is a homomorphié_m from the group

@ x T into Q. Throughout this paper M = (Q, , F') will denote a group

automaton with state group @, input group ¥ and 7"cate—tra,nsition ho-
momorphism F.

The homomorphism F: Q x ¥ — () gives rise to two other homo-
morphisms as follows. Define A: Q — Q by Ag = F(¢.0) and B:¥ —
— @ by Bo = F(0,0). We have F(g.0) = F((¢,0) + (0,0)) =
= F(q,0)+ F(0,0) = Ag+ Bo. Moreover, since (g,0)+(0,0) = (0,0)+
+(g,0) in @ x T, we have F(q,0)+ F(0,0) = F(0,0)+ F(¢,0) in Q, or
equivalently Ag + Bo = Bo + Ag. This proves the following lemma.
Lemma 1. If M = (Q,%,F) is a group automaton with F(q,0) =

= Aq + Bo then every element in the range of A commutes with every
element in the range of B. In particular if A is an automorphism of Q
then W, the range of B, is a subgroup of the center of () and therefore

a normal subgroup of Q.

In our investigation of the endomorphisms of the group automaton
M we will malke use of group theory results which we now review. Let
G be a finite group and let A: G — G be an endomorphism of G.
For each positive integer ¢, A’ is an endomorphism of G and we have a
descending chain
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G > A(G) > A*(G) > --- > AYG) > - --
of subgroups of G. Since & is finite, there exists an integer k& > 0 such
that A*(G) = AF*1(G) = - .., which implies ker A¥ = ker A¥+1 = ...
Let H = A¥(G) and K =ker A*. Then HNK = {0}, forif z € HﬂIx
then A¥z = 0, but A¥ is one-to-one on H, so z = 0.

We show now that G is the sum of H and K. If z € G then there
exists a y € H such that A¥z = A**y. We have z = A¥y + (—AFy +z)
where A*y € H, and —A*y + z belongs to K since A*¥(—A*y + z) =
= —A%y 4 A*x = 0. So G = H + K. Therefore G is a semidirect
product of H and K since K is normal in G. This proves a version of
Fitting’s Lemma (see [2], page 84).

Lemma 2. If G is a finite group and A: G — G is an endomorphism,
then every © € G has the unique form © = z; + z¢ where, for some
E>0,A* 2 = 21 and A¥zy = 0.

Referring to Lemma 2, we will call an element 1 € G such that
Afzy = 2z for some k > 0 an invertible element. If 2o € G such
that A¥z, = 0 for some k > 0, then z, is a nilpotent element. From
Lemma 2 every element in G is {uniquely) the sum of an invertible and
a nilpotent element.

In M = (Q,%,F) we extend ¥ to the free monoid £* over X
consisting of all finite sequences of elements of & (inputs), including
the empty sequence 0. If w € =* then w = op0y ...0,—3 where o; € &
and one defines, for ¢ € Q,

F(q,w) = F(q,0001...0n_1) = F(F(q,00),01 --.0n—1) =
= F(F(F(q,00).01),02...0p-1)=
=F(F(...F(F(q,00),01):02)s--- +0n_32),0n—1)}.
In terms of A, B we have
F(q,w)=A"¢+ A" 'Bog 4+ A" *Boy + -+ ABop_a + Bon_1.
If w = 0, the empty sequence, then we define F (q, 0) =q.

In a group automaton M = (@,X, F) we define, for ¢ € Q, the
reach of q to be reach(q) = {¢' € @Q | F(q,w) = ¢' for some w € T*}.
So reach(q) = {A"q + A"~ 1Ba(, 4o+ ABop o+ Bop,1 | nis a
nonnegative integer and each o; € £}. Finally the component of ¢ in
Q 1s defined to be comp(gq) = {¢' € reach(g) | there exists a w' € T~
with F(q',w') = ¢}.

Lemma 3. In a group automaton. comp (0) = reach(U



82 3. C. Geller, P. Natarajan, K. C. Smith

Proof. Clearly comp(0) C reach(0). Let z € reach(0). Then there
exists a positive integer k and elements 0g,01,-.. ,0% in ¥ such that
T = AkBO'O + ABO’k_l -+ BO‘k.

Suppose z is invertible. Then there exists a positive integer s
such that £ = 4%z = A%%z = ---; so we may assume s > k. Let
w=0...0(—0g)(—01)...(—0x) (s —k—1 zeros). Then (using Lemma
1 repeatedly)

Flz,w) = F(A* ¥z (oo)(=01)...(=0k)) =
= Ar — AFBoy — --- — ABoy_y — Boy =
= A’r — (Boy + ABog—1 + - +AkBO'g) =
—Af:z—(A’"Bao+ -+ ABoy— 1+Bcrk):a:——:c——0

1

So z € comp (0).
“Suppose t is nilpotent with A’z = 0. Then let &u =0...0 (s
zeros) and we have F(z,w) = A’z = 0. So z € comp (0)
For z arbitrary we have z = z7 + zo where 2y is nvertible and
Zo is nilpotent. So if Az = 0 and A®z; = 7, then AsAly = Alg.
Let w = 0...0is — k — 1 zeros) and @ = 0...0 (¢ zeros). Then
F(z,w(—00)...(—or)w) = A*Tlz — Ath =0 asg above Thus = be-
longs to comp (0). ¢ é'
Lemma 4. In ¢ group automaton M = Q,E comp (0) is a sub-
group of Q. If A is invertible then comp (O) s a normal subgroup of @
contained in the center of Q.
Proof. From Lemma 3 comp (0) = {A"Bayg —l— 4+ ABon_ 1+Bo, |n
is a nonnegative integer and o; € £}. Repeated use of Lemma 1 shows
comp(0) is closed under addition. The normality of comp (0) when A
is invertible follows from Lemma 1 and the fact that every element in
() has the form Az, so each A ‘Bo,_; belongs to the center of Q. O

3. Endomorphisms of group automata

An endomorphism of a group automaton M = (Q , 5\ F) is a func-
tion ¢: @ — Q such that g(F(q,0)) = F(g(g),0) for all.g € Q,o0 € L.
In terms of the linear maps A:Q — @ and B: X — @ for M we have
that g is an endomorphism of M if g(Ag + Bo) = Ag(q) + Bo for all
g€ Q,0 €. Welet End M denote the set of endomorphisms of M.

For g € End M we can write g = 1+ (—1+g) where 1: Q — Q is
the identity map. The function —1 + ¢ has the property that
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(-1 +¢)(Ag + Bo) = —(Aq + Bo) -+ g(Ag + Bo) =
=—Bo — Ag+ Ag(q) + Bo = —Agq + Ag(q) =

=A(-1+9)(q)-
So if ¢ € End M then the function —1 + g belongs to the set

T={f:Q — Q| f(Ag + Bo)=Af(q),q € Q,0 € T}.
Conversely it is easy to verify that if f € T then 1+ fisin End M.
Lemma 5. EndM =1+T.

In creating endomorphisms of a group automaton M we will find
it convenient to create elements of T and then use Lemma 5. The
properties of functions in T are listed in the following result.

Lemma 6. If f:Q — @Q belongs to T then
(i) fA=Af;
(ii) f(0) 1s a fized point of A, that is AF(0) = f(0);
(iii) f(z) = f(0) for allz in comp (0);
(iv) If A is invertible then f is constant on each left coset of comp (0)

n Q.

Proof. Parts (i) — (iii) are easily proved. For (iv) we note that Q finite

and A an automorphism mean AF = 1, the identity map, for some
positive integer k. If z,y € @ such that —z +y € comp (0), then there
exist elements og,01,... ,0¢ € X such that

y=z+ A'Bog +--- + ABoi—1 + Boy.
There exists an s > t such that z = A®z so
y = A’z + A'Bog + -+ + ABoy—; + Boy

and repeated use of the fact that f € T gives f(y) = A° flz) =
= j(A%) = f(=). O

An automaton M = (Q,%,F) is called sirongly connected if
comp (0) = Q. Our next result says that if M is strongly connected
then its endomorphisms are, in a sense, trivial, i.e. translation maps
using fixed points of A.
Theorem 1. If M = (Q, T, F) is strongly connected then End M =
={g:Q — Q| g(z) = z+ a where a € Q such that Aa = a}.

This follows directly from Lemmas 5 and 6 (iii). ¢

We now begin to show that the converse of Th. 1 is also true, that
is, if M = (Q,%,F) is not strongly connected then End A contains
functions which are not translation maps. We split our investigation
up into two cases: A invertible and A not invertible. In the invertible
case we will need a group theory result, found in [1], page 334. Recall
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tha: an automorphism A of a group G is fixed point free if Az = z only
whan o = 0.

Lemma 7. Let G be a finite group and lei A:G — G be a fized point
frez automorphism of G. Then every element in G can be uniguely
ezzressed wn the form —x + Az for a suitable z in G.

Proof. Suppose 7,y € G with —z + Az = —y+ Ay. Then y —z =
= 4(y — z). Since A is fixed point free then y —z = 0 or y = z. This
shows that the map h: G — G defined by h(z) = —z + Az is one-to-one.
Sizce G is finite, h is onto. {

Corollary 1. Let G be a finite group and let A:G — G be a fized
poi:«. free automorphism. If W is an A-invariant subgroup of G, then
—z + Az belongs to W if and only if © belongs 1o W.

Proof. Since W-is A-invariant, z € W implies —z + Az € W. Suppose
now that z belongs to G with —z + Az in W. Since W js A-invariant,
A is fixed point free on W, and so by Lemma 7 there is é weW such
thet —z + Az = —w + Aw. But A is fixed point free on, G,sow ==z
and v € W.

Corollary 2.. Let A:G — G be an automorphism of G and let W be
an A-invariant subgroup of G. If z belongs to G such that z does not

belong to W and if —z + A*z belongs to W for some posztzve integer k,. v

then A* is not fized point free on G. /

We are assuming that A is invertible and M = (Q Y, F) is not
strongly connected. If H = comp (0), then H # Q. Select z € Q\H
(so z € Q but = ¢ H). We show now that the relation “y € reach(z)”
is symmetric and transitive if A is invertible.

Suppose y € reach(z). Theny hastheformy = A"2+ A" Bog+

+ABo,_3 + Bo._; where each ¢; € ¥. Solving for A"z gives A"z =
=y+ A" B(~0q) + -+ + AB(—0,_3) + B(—0r_1), using Lemma 1..
Sizce A is invertible there exists a positive integer ¢ > r such that
AT =1,s02 = A""TATs = AV Ty+ A1 B(—0g)+- -+ AB(—0r—2)+
+3(— Ur_l) and z € reach(y).

If y € reach(z) and z € reach(y) then y = A"z + A" ' Bog +

+ ABo,_9+Bo,_j and z = A%y + A* 1Brg+-- -+ AB7y_o+ By
wzere each o; € ¥ and each 7; € 3. This means Asy\ = AStTa +
+4t™1Bgy + .- + A Bo,_s + A°Bo,_; and so 3

z=A"T + AT Boy 4+ -+ A Bo, o + A°Bo, 1+
+ A*'Brg+ -+ ABTe_g + B7oy
azd z € reach(z).
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The following lemma describes comp ( z).
Lemma 8. Let A be invertible and M = (@, %, F) be not strongly

k—1
connected. If z € Q\ comp (0) then comp (z) = reach (z) = | Az +

=0
+ comp (0) where k is minimal such that —z+ A*z belongs to comp (0).
Proof. Since Q is finite and A is an automorphism of @ there exists a
positive integer s such that A® = 1, the identity map on Q. Let H =
= comp(0), a normal subgroup of @ by Lemma 4. For z € Q\H
we have comp(z) C reach(z) = {A™z + A" 'Boy 4+ --- + ABo._5 +

s—1
+Bo,—1 | r is a positive integer and each og; €8} = |J Az +H =
=0
E—1
= U A*z+H, where k is minimal such that —z+ A%z € H. Conversely
i=0
k=1
ifye |J Az + H then
i=0
y=A'2 + A’Boy +--- + ABoj_; + Boj
where each 0; € . Since A° = 1, we can change ¢ if necessary so

=1
that ¢ > 7. We now have y= Az 4+ AiBoy_;_; where some of
=0

the 0;’s may be 0. Hence y = F(z,w) where w = 090y ...0;—; and
y € comp (z). ¢ ‘
Proposition 1. If A is invertible then the group automaton M =
=(Q, %, F) is strongly connected iff End M is trivial.
Proof. It suffices to show that, if M is not strongly connected, then
End M is not trivial. Select € Q\H where H = comp (0) and let
k > 0 be minimal such that —z + A%z € H. Since H is A-invariant,
by Cor. 2 A* is not fixed point free on @- So there exists a y £ 0in Q
such that 4%y = y. Define @ — Q as follows:

(i) if z € comp(z), whence z = Aiz + h where h € H, let f(z) =

= f(A'z +h) = Ay,

(i) if z ¢ comp(z), let f(z) = 0. 4 .
We need to show f is well-defined. Assume z = Alg+h = A7 z--h' where
h'€ Handj >i. Then —A'z+Aizg =h—h' = AY(—z+ A7~ z) belongs
to H. Since H is A-invariant, —z + A7~z belongs to H, so k divides
J —t due to the minimality of k. This implies that flz) = Aly = A%y
since Ay =y. So f is well-defined.

We now show that f belongsto T. If = ¢ comp (z) then 4z+Bo ¢

¢ comp (z) for any ¢ € £ and conversely since 4 is invertible. We have
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f(Az + Bo) = 0 = Af(z). If z € comp(z) then z = A‘z + h where
0<i<kandh€ H. For o € ¥ we have Ah + Bo € H and
f(Az + Bo) = f(4" 'y 4+ AR + Bo)

_[ATy if 0<i+l<k

a { Yy if  1+1=k

= Af(z).
So f belongs to T and f is not constant. Hence End M = 1 + T is not
trivial.

We now can describe all the functions in T and hence all the
endomorphisms of M. Since @ is finite we have elements z;,... ,z; €
€ Q\H with .

Q = comp (20) U comp (z;)U... U cqmp (z{) ,
where comp (z9) = comp(0) = H and comp (z;) N coixxnp (zj) =0 if

- k._l L H

1 # j. By Lemma8, comp(z;) = JU Atz ;4 H where k; > 0 is minimal

i=0 Wi
such that —z;+ A¥iz; € H. (Bach component of Q is a union of cosets
of H in Q.) By Lemma 6 part (iv) each f € T is constant on any coset
of H in Q. So to define a function f in T it is enough to define f on
To,%1,:..,T¢. Moreover we must have f(z;) = §; where Aki Yi = Yj-
It is now easy to check that f: Q — Q defined l:(y f(Alz; + k) = Aly;
is a function belonging to T. ¢

If A is not invertible we have the same result but by a different
route. '

Proposition 2. If 4 is not invertible then the group automaton M =
= (@, %, F) 1s strongly connected iff End M is trivial.

Proof. Again it is enough to show that, if M is strongly connected,
then End M is not trivial. We split the argument up into two cases.

Case 1: Assume reach(z) N H = 0 for every 2 € Q\H where
H = comp (0). From Lemma 2 we have Q = G + Gy, a semidirect sum
of subgroups Gy, Gy where G; contains the A-invertible elements and
Gy consists of the A-nilpotent elements of Q. Our assumption in Case 1
implies H D (Y. Since H 2 Gg and since every element in G; belongs
to the range of A, Lemma 1 implies that H is a normal sybgroup of Q.
If r € Q\H then x = x; + z¢ where z; is invertible and g is nilpotent.
Since reach(z)N H = §.z; # 0. As in the proof of Lemma 8 we have

k-1
reach (v) = reach(z;) = comp(z1). Also comp(2;) = |J Afz; + H
=0
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where k > 0 is minimal such that —z; + Akzy belongs to H. Since G4
is a group and since A restricted to G4 is an automorphism of G, Cor.
2 implies that A* is not fixed point free on G;. So there exists a y € Gy
such that y # 0 and A¥y = y. Define f:@Q — Q as follows: )

(i) if z € reach(z) = reach(z;) = comp (z1) with z = Az, + A,

then f(z) = f(A'z1 + R) = A'y;

(i) if z ¢ reach(z) then f(z) = 0.
As in the proof of Th. 2, f is well defined, it belongs to T and is not
constant. So End M =1+ T is not trivial.

Case 2: Assume that A is not invertible and that there exists an
z € Q\H such that reach(z) N H # 0. Fory € Q let y have H-order
n>0if A"y € H but A" 'y ¢ H. If A"y ¢ H for all n then y has
H-order co. f y € H then y has H-order 0. Our assumption in Case 2
means that there exist elements in Q of finite H-order greater than 0.

Let = € Q\H have finite H-order n > 0. So A"z ¢ H. From
Lemma 2, = z;1 + ¢, where z; is invertible and Zp 1s nilpotent. Since
Atz = A™z; + A"z belongs to H and since z; is invertible, we must
have z; € H. This means z¢ has H-order n.

For z5 € @ such that zg # 0 is nilpotent let n > 0 be such that
A"zo = 0 but A" 1z £ 0. Call n the nilpotent order of z9. Among all
the nilpotent elements in @ select z; to have maximal nilpotent order,
say k > 0. From the above observation, if z € Q has finite H-order ¢
then t < k.

Define f: Q — Q as follows:

(1) f(y) = 0if y has H-order 0 or co;

(11) fly) = AF="z if y has H-order i > 0.
We show now that f belongs to T. If Ay + Bo has H-order i > 0 then
y has H order 7 + 1 and

f(Ay + Bo) = AF1zp = A4t 50 = Af(y).
If Ay + Bo has H-order 0 then y has H-order 0 or 1, so
f(Ay + Bo) = 0= Af(y).
If Ay+ Bo has H-order co then so does y and conversely. Thus Ay +
+Bo) =0 = Af(y). This shows f € T. Since k > 1 then f is not the
zero function, and T' does not consist of constant maps, i.e. End M is

not trivial. ¢
Propositions 1 and 2 establish the following theorem.

Theorem 2. A group automaton M = (Q, S, F) is strongly connected
Jf EndM is trivial, i.e. EndM = {g:Q — Q | g(z) = 2 + a with
Aa = a}.
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4. Linear endomorphisms

If M = (Q,%, F) is a group automaton, is it possible that End M
consists only of linear maps? If M is strongly connected then Th. 1
implies End M is linear iff the only fixed point of A is 0, in which
case End M = {1}. If M is not strongly connected it can happen that
End M is linear.

We investigate the linearity of End M only when A is invert-
ible. Then Q is partitioned into disjoint components @ = comp (zg) U
Ucomp (z1) U ... U comp(z,) where comp(zo) = comp(0) = H,

ki1
and comp(z;) = U Alz; + H where k; > 0 is minimal such that
j=
—a:z—}—Ak‘mlEH/ . _—
Proposition 3. Suppose M = (Q, F) and A 15 invertiple. Let Q be
the union of at least three disjoint components Then End M contains
nonlinear maps. x‘
Proof. We have Q= comp (0)U comp (z1)U comp (z2)U. . ’U comp (Zn),
a disjoint union as above. Define f:Q — @ as follows: let f(z) =0
if z ¢ comp(z;) and f(z1) = y where y # 0 is such that AFy = y.
Then .f belongs to T' and g = 1 + f belongs to EndM by Lemma 5.
Suppose 1 +z2 ¢ comp (z1), then g(z1+22) = Tyt T2 #Fr1+yt+ze =
= g(z1) + g(z2) and g is not linear. So in order for g to be linear we
must have 1 +2, € comp (z1). But then define f': Q —Q by fi(z)=0
if z ¢ comp (z2) and f'(zs) = y' where A"y’ = ¢’ with y' # 0. Then
g' = 1+ f' belongs to End M and ¢' is not linear because =1 + =2 €
€ comp(z;) means ¢'(z1+22) = T1+72 # T1 +zy+y = g'(z1)+9'(z2).

The remaining case is the one in which @ has two components,

Q = comp (0)U comp (). We have H = comp (0) is a subgroup of the

center of @ and comp (z) = U Alz + H where k > 0 is minimal such
1=0

that —z + A*z ¢ H.

Lemma 9. Let Q and H be as above. Then Q/H = Z,®---® Zp for

some prime p. ’

~ \
Proof. Q/H = {A'z + H | i = 0,1,.. k—l}U{O—}—H} since

comp (z) = U Aiz + H. The automorphism A of mduces an au-
=0

tomorphism A on Q/H defined by .-l(y + H) = Ay + H. The cyclic

group (A) acts transitively on the nonzero elements of Q/H, from which
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it follows that Q/H is a p-group of exponent p. Since p-groups have
nontrivial centers and since the center of a group is invariant under
automorphisms, the center of Q/H is all of Q/H, i.e. Q/H is abelian,
whence Q/H = Z, & - ® Z,. ¢

Lemma 10. Let M = (Q, %, F) with A invertible and Q = comp (0)U
Ucomp (z). Let g be an endomorphism of M with g = 14 f where
f€T. Then g 1s linear if and only if

f(Alz + Alz) = —Alg + f(A'z) + Az + f(A72)
for alle,j. '
Proof. Let H = comp(0). Since H is a subgroup of the center of Q,

Az +h=h+A'zforalliandall h € H. If g 1s linear then for all 7, 5
and all h;,h; € H, we have

(1) g(A'z+ hi+ Az + hj) = g(A'z + Bi) + g(Alz + 1;).

Let Az + h; + Afz + hj = A'z + hy. Then since g =1+ f we have
from (1)

Azt hi+ Ao+ hj+ f(A'z) = Az hi+ f(A'z) + ATz + by + f(ATz)
or
Az + f(A'z) = f(A'z) + Az + f(ATz)
or
Az + Alz) = —Alz + f(Alz) + Az + F(AT2).
The above steps are reversible.
Corollary 3. et g € End(M) with g = 1+ f where f € T. Let
@ = comp{0) U comp(z). Then
(i) if f(z) € comp (0) then g is linear if and only if f is linear;

(ii) if Q is abelian then g is linear if and only if F is linear.

Lemmas 9 and 10 raise the following question: if End M is linear

must T' also be linear? If Q) is abelian the answer is yes. If comp (z) =
k—1

= |J A'z+ H and A* is fixed point free on comp (z) the answer is yes,
=0

for if f € T then f is completely determined by the value f(z) =y and

y must have the property that A¥y = y. This meansy € H = comp (0)

and f is linear by Lemma. 10 (because y is central).

The question now reduces to the following situation: Q =
k-1
= comp (0) U comp(z), comp(z) = |J A’z + H and there exists a
i=0
y € comp (z) such that A*y = y. Without loss of generality we may
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assume y = ¢, i.e. Afz = 2. We now define f: Q — @ by f(h) =0 if
h € H = comp (0) and f(Aix+h) = 4'z. Since Akz = z, we have that
f belongs to T' and ¢ = 1 + f belongs to End M. If g is linear then by
Lemma 10

2) F(Alz 4 Alz) = —Alz + Al + ATz + Al
for all 2,7. If Alz + Alz = Ala + h then (2) says that
(3) Ath—Aj.'v+Aia,'+Ajz+Ajm

We now define a new binary operation * on the set () in terms
of the old binary operation + as follows: if y,z € @ then y* 2z =
= —z+4+y+ 2+ z. Since Q/H is abelian and since H is a subgroup of
the center of () t then every commutator of  belongs to the center of
(). Because of the above properties of (Q,+), we Have tha.t (Q,%) is a
group. (To verify associativity, let a,b,c be in Q. Using L.’qnultlphcatlve
notation and the fact that ¢c~1671cb is central gives 4 :

a*x(bxc)=ax*(c” 1bcc):c 13- lcac  bece Y bee P

= _l(c_lb;lcb)bnlac_lbcbcc =c 6 ac be(c T b eb)bee
=c b tabbec = (axb) *x c.)
We note that if y or z belongs to the center f (@Q,+) theny*z =
=y + z. Since “s” is defined in terms of “+”, the automorphism A on
(Q,+) is also an automorphism on (Q,*). Also (Q,*) = comp(0) U

Ucomp (z) where H = comp (0) is a subgroup of the center of (@, ),
and A acts transitively on (Q/H, *). Moreover by Lemma 9, Q/H =

27, @ @®Z, We have comp(z) = U Atz + E: where AFz = 2,k
=0

minimal.

By equation (3) we see that K = {42 |i=0,1,... ,k—1}U {0}
is a group under #. This means that (@, #) is a direct sum of H and K
and so (@, *) is abelian.

We now need some group theory results. For these we switch to
the multiplicative notation in our finite group Q). As abow; we define a
new group (@, *) using a * b = b~'abb where a,b € Q. |
Lemma 11. Let G be a group such that (G, *) forms an wbelian group
then (ab)® = a®b® for all a,b € G, or equivalently (ab)® = b*a® for all
a,beqG.
Proof. In (G,*),a b = b*a for all a,b implies b~'abb = a~lbaa
for all a;b in G. Rearranging factors gives b~ lab™'a = aab™'b7!,
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or ab~lab~'ab™! = aaab b7 b7, or (ab™1)® = @3(b71)? for all a,b
mG. ¢
Lemma 12. Let G be a group such that (G,*) is abelian and such that
G', the commutator subgroup of G, is a subgroup of Z(G), the center
of G. Then a® belongs to Z(G) for every a € G.
Proof. By Lemma 11 we have (ab)® = a®b? for every a,b € G. Since
G' is a subgroup of Z(G), aba™1b™! = c is a central element. We have
ab = cba and b*a® = (ab)? = abab = c*baba = c*b?a?, so ¢ = 1. Also
(ab)® = ababab = c*bababa = cSbbbaaa = b*a® since ¢® = 1. We now
have
Ba® = (ab)® = (ab)’ab = b?a’ab = *a’b
which implies ba® = a3b, so a3 is central in G. ¢
Lemma 13. Suppose Q = comp (0) U comp (z) where comp(z) =
k—1
= |J A'z+H, H = comp(0) and k is minimal such that —z+AFz € H.
=0
If 5 is a positive integer such that s divides k and s # k and if A® has
a fized point y # 0 in Q, then End M contains nonlinear maps.
Proof. We have A’y = y with y # 0 s < k and s divides k. We
show now that y must belong to H. If y ¢ H then y = A'z + h where
0<i<k—landh € H. Wehave 0 = (1—A%)y = (1—-A*)(A'z+h) =
= A*(1— A®)z + (1 — A®)h. This implies A*(1 — A®)z belongs to H and
thus (1 — A%)z = z — A%z belongs to H. But this is not possible since
8 < k. So y belongs to H.

Define f: Q — Q by f(A'z+h) = A'yand f(h) =0forallh € H.

Since s divides k then f belongs to 7. Since s < k then —z + A’z ¢ H
and so f(—z + A®) # 0. If f were linear then f(—z + A°z) = f(—z) +
+f(A%z) = —f(z) + A°f(z) = —y + A’y = 0. So f is not linear. The
endomorphism ¢ = 1+ f is not linear since f is not linear and f(z) =y
isin H = comp (0) (Cor. 3). ¢
Lemma 14. ([1], page 336) If A is a fized point free automorphism of
order 2 in o finite group G, then G s abelian.
Proof. By Lemma 7 every element in G has the form —z + Az, and
so A(—z + Az) = —Az + A’z = —Az + ¢ = —(—z + Az). This means
Ay=—yforallyinG. So—z—y=Aly+z)=Ay+4z=—-y—=z
and G is abelian. ¢

We return to our group of states (Q,+) where @ = comp (0) U
Ucomp (z), End M linear and A*z = z. Then (Q,*) is abelian and
Lemma 11 and 12 apply to Q. In particular we have 3y belongs to the
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center of @ for every y € . Using Lemma 9 we now have Q/H &
279 @ Zs, le. Q/H is a 3-group.

Theorem 3. If M = (Q,%X,F) is a group automaton such that Q =
= comp (0) U comp (z), then End M is linear iff T is linear.

Proof. We have seen that we may assume A¥z = z and Q/H is an
elementary abelian 3-group. Since A acts transitively on @@/ H and since
k is minimal such that A¥z = z,k = |Q/H|—1 = 3" —1 for some integer
t > 0. In particular k is even, so let r = k/2. If A™ has any nonzero

fixed points in ) then End M and T contain nonlinear maps by Lemma
13. So A™ must be fixed point free on Q. Also (A7)? = A?" = A*

Let Q. be the subgroup of @ generated by {z, Az, A%z,
A¥=12}. Then Qz is A-invariant and AF =1 on @, since A¥z’'= z. On
Qz, A" is fixed pSint free and has order 2. By Lemma 14 QI 15 abelian,
and this implies Q is abelian. The result follows fI‘OI}’l Coﬂf\ 3. ¢

Theorem 4. Let M = (Q, %, F) be a group automaton with A invert-
sble. ' _ i
(i) If M 1s st"ro‘ngly connected then End M is linear iff the only fized
point of A 1s 0;

(i1) If M has at least three components then EndM is not linear;

(iii) Suppose M has two components, Q@ = comp.(()) U comp (z). Let
k > 0 be minimal such that —z + A¥z belongs to H = comp (0).
Then End M is linear if and only if whenc’uer y 7% 0 in @ s such
that A¥y =y then {A'y |1 =0,... ,k— 1} U {0} is an elementary
abelian p-group 1somorphic to Q/H via Aly — Alz + H.

Proof. It suffices to prove part (iii). By Th. 3 End M is linear iff T' is

linear, so we may replace End M by T. If f € T is linear with f(z) =y

then f induces an isomorphism of the elementary abelian p-group Q/H

onto {Aly |i=0,... ,k—1}U{0} given by A’z +H — A'y. Moreover

if y #£ 0 € Q is such that A¥y = y then there exists an f € T with

f(z) = y. Also k is minimal such that A*¥y = y otherwise f is not linear

(Lemma 13). \

Conversely select y # 0in @ such that A*y = y. Then { —1‘y li=
= 0,...,k — 1} U {0} is a group isomorphic to Q/H via o: Aly —
Aix+H. This implies A7y # y for 1 < j < k. Define f € T by f(z) = y.
I Atz +hy, AJz4+h; € Q with hy, h; € H and (Alz+hi)+ (AT x+hj) =
= A'z + hy, hy € H, then
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F(A'z + hi + ATz + hy) = f(A'z + h) = Afy = ¢ (Alz + H) =
=¢ YAz + H)+ ¢ Az + H) =
= A'y+ Ay = f(A'z + ki) + f(Az + 1),
and f is linear. But every f in T arises in this way, so T is linear. ¢
We end with an example of a group automaton M with two
components such that End M is linear. Let K = GF(p™), the finite
field with p™ elements where p is prime. The multiplicative group K* of
nonzero elements of K is cyclic ([2], page 279); so let a be a generator
of K*. Let M = (Q,%,F) = (K?,K,F) where F: K% x K — K? is

defined by F(q,0) = F((B1,62),7) = (52)(5) + (). We have H =

= comp(0,0) = {(8,0) | B € K} and Q\H = comp (z) = k@: Alz + H

where z = (0,1), 4 = (0‘1) and k = p"™ — 1. Since A — 1— ka*—1
R e ' o 1 )

A*z o 2 for all z € comp (z). If f € T then f(z) = y where AFy =y,
which means y € H. Thus f(z) = (v,0) for some v € K. Since o
generates K*, A* is fixed point freeon Q forall ¢, 1 <i < k — 1.

We show now that T = {(g g) ‘7 € K}. For all : > 0 we
have A'f(z) = A(3) = (%7) and 47f(z) = f (41(%)) = (). This
shows f(i“;:l) = (“(;7). For any § € K we have f(f;) =f ((iac;:l)—F
+75T) = F(AQ+ () = aife) = 4 = ().

Since f annihilates H = {(8,0) | 8 € K} then f = (8 g .

This show T consists of linear maps. By Cor. 3, End M is also
linear.
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Abstract: A class G of functions f is introduced such that the integral
1
equation z(t) = [ f(s, z(s))ds has solutions. This class is more general than

the class of functions f satisfving the classical Carathéodory’s conditions.

Let R be the set of all reals, I = [tg,t, + a, J = {z € R" :
sz —zo| < b}. A function f: I x J — R™ satisfies the Carathéodory’s
conditions (C) if

(i) almost all sections fy(z) = f(t,z) (t € I, & € J) are continuous,
(i) all sections f*(¢) = f(¢,2) (t € I, = € J) are measurable (in the
sense of Lebesgue), and
(iii) thereis an integrable function (in the sense of Lebesgue)m: I — R

such that |f(t, )] < m(¢) for every (¢,2) € I x J.

It is well known the following theorem:

Theorem 0. ([2], p.7-8, Th. 1). Suppose that f : I x J — R™ is
a function satisfying the conditions (C) and d s a number such that
totd

0<d<a gltot+d) = [ m(s)ds <b. Then there is an absolutely
tg
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continuous function h : [to,to + d] — J such that h(ts) = o, and
t

h(t) = zo + [ f(s, h(s))ds
o

In this paper we prove that Th. 0 remains true if the conditions
(C) will be replaced by more general conditions (G).
We say that a function f : I x J — R® satisfies the conditions
(G) if
(j) for every continuous function h : I — J the superposition ¢ —
— f(¢,h(t)) is measurable,
(3j) there exists an integrable function m : I — R such that |f(¢,z)| <
< m(t) for every (¢,z) € I x J, and

(jij) there is a _sequence of functions fx : I x J — R", satlsfylng the
conditions (C) with [fie(t,z)| < m(t) for (¢,z) € Ixd, k'=1,2,...,
and such that for every subsequence (ft.), for evef\y sequence of
continuous functions g, : I — J which converges uﬁmformly on I
to a function g and for every t € I there is a strlc‘tly increasing
sequence (n;) of positive integers such that

i

[ o6 = [ Slogfedi.

to

Theorem 1. Suppose that f : I x J — R™ satisfies the conditions (G)
. ! to+d

and d is a number such that 0-< d < a, end §(to+d) = [ m(s)ds <b.

i

0
Then there is an absolutely continuous function h [to,to+d] — J such
that

h(t) = zo + /f(s, h(s))ds, t€ [to,to+d].

Proof. Since f satisfies the conditions (G), thereis a sequ\ence of func-
tions fi satisfying the condition (jjj). Without loss of generality we
' may assume that |fi(t, z)| < m(t) for (t,2) € IxJ, k=1,2,.... Since
each fr (k = 1,2,...) satisfies the conditions (C), by Th. 0 there are
absolutely continuous functions hy : [tg,to + d] — J which satisfy the
integral equations
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he(t) =z + /fk(s,hk(s))ds for t € [tg,t0 +d].

Remark that the functions Ay (k = 1,2,...) are uniformly bounded
and equicontinuous on [tg,#y+d]. By the Ascoli-Arzela Theorem, there
is a subsequence (hy;); which converges uniformly on [to,%o + d] to a
continuous function A : [tg,4p + d] — R™. We shall prove that

h(t) = zo + /f(s,h(s))ds for t€ [to,to+d].

Evidently, hx(to) = zo (k= 1,2,...). So h(ty) = him hy,(to) = .

Fix ¢ € [to,%0 + d]. There exists a subsequence (m;); of the sequence
(k:i): such that

1

hm fm; (8, hm s))ds-—/f(s h(s))d

Since
t
hm; (1) = o +/f’"j (8, o, () ds
tg

and

Lim hop, () = h(t),
Jj—o0o

we obtain by (3jj) the relation

i
h(t) = lim hp(t) = Lm | z¢ —I—/fmj (s,hmj(s))ds> =
j—oo j—oo
Lo

¢ :
=zp + lim /fmj (8. hm;(8))ds = zo + /f(s, h{s))ds. ©
j—o0
to to

From Th. 1 it follows immediately
Corollary 1. If a function f : I x J — R™ satisfying the conditions
(G) is such that for every continuous function h : [to,tg + d] — J the
superposition t — f(t,h(t)) 1s a derivative then there ezists a solution of
the Cauchy’s problem y'(t) = f(t,y(t)), y(to) =w0, defined on [tq,ty+d].
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Recollect that ¢ : [to,t0 + d] — R" is a derivative at a point ¢ if

T

/ g(s)ds/(r —t) = g(t) (1] or [3]).

t

lim
r—i
Theorem 2. If f,g : IxJ — R™ are functions satisfying the conditions
(G) then the sum f + g satisfies the conditions (G).

Proof. Evidently, the sum f + g satisfies the conditions (j), (jj). Let
(fr), (gx) be sequences of functions satisfying the condition (jjj) for f
and g, respectively. Obviously, the sums fiy + gr (k = 1,2,...) satisfy
the conditions (C). Suppose that a sequence of continuous functions
hy : I — J converges uniformly on I to a function h. Fix ¢t € I. Let
(kn) be a strictly increasing sequence of positive integers. By+(jjj) there
are a subsequence (n;) of the sequence (1,2,...) and a subsequence (4;)

of (n;) such that !\
- {

1 t L 3
lim / Frn (8, hni(5)) = / F(s,h(s))ds, andi
to io

i t
tim [ g, (51 () = [ oo, ().
T b /

Consequently,

1

Jim [ (i, (5, hey (5)) + g5, (5, iy (5))) ds =
to
i

:/(f(s,h(s)))ds—i—/g(s,h(s))d.;. O

to

Remark 1. Analogously as above we may prove that the product
kf satisfies the conditions (G) whenever k € R is a constant and the
function f: I x J — R™ satisfies the conditions (G). ,_

Remark 2. From Remark 1 and Th. 2 it follows that the space
G={f:IxJ — R": f satisfies (G)} with the meigic p(f,g) =
= min(1,sup{|f(t,z) — ¢(t,z)| : (t,z) € I x J}) is a linear metric
space.

Theorem 3. Assume the Continuum Hypothesis. Then the set C =
={f:IxJ— R": f satisfies (C) } 1s closed and nowhere dense in G.



On an integral equaiion 99

Proof. Of course, if f € C then f satisfies the conditions G), G
and the functions fr = f (k = 1,2,...) satisfy all requirements of
the condition (jjj). So C C G. Moreover, if a sequence of functions
fe : I xJ — R™ satisfying the conditions (C) converges uniformly
(with respect to the metric p from Remark 2) to a function f then f
satisfies also the conditions (C). So C is a closed set in G with respect
to the metric p. Fix f € C and € > 0 (¢ < 1). Denote by w the first
ordinal number of the continuum power. Let (ha)a<w, be a transfinite
sequence of all continuous functions (ke : I — J and let (Fa)a<w, bea
transfinite sequence of all closed subsets of I x J which are of positive
(Lebesgue) measure and all sets E; = {(¢,z): z € J},t € I. Denote by
G(hq) the graph of the function k4 (@ < w;). By transfinite induction,
there is a set
B = {(ta,Ta) EI X J:x < wy}
such that
(tarTo) € Fy — U G(hg), and x4 #zp for a<w ,
B<a
and for each t € I the intersection B N E; contains a sequence ((t,ze))
such that klim Zr = zo. Let u € R™ be a point such that |u| = 1. Let
us put -
eu for (t,z) € B
0  otherwise

g(t,z) = {

and

h=f+g.
Evidently, p(f,h) = €. To prove that A € G — C it suffices to show that
g € G —C. Since for each o < w; the set {t € I : g(¢, ha(t)) # 0} is
countable, g satisfies the conditions (j), (jj) and

/g(s,ha(s))ds =0 for a<uw;.

I
Consequently, g satisfies the condition (jjj), and ¢ € .G. Fix ¢t € I.
Since g(t,z0) = 0 and z; is an accumulation point of the set B N E;,
the section g; is not continuous at z5. So g ¢ C, and the proof is
completed. ¢
Remark 3. In Th. 4 the Continuum Hypothesis can be replaced by

the Martin’s Axiom.
Example 1. Let I=[0,1], J = [-1,1], and let
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1 ife=0and1/(2n+1)<t<1/2n,n=1,2,...

0 otherwise.

fe,) = {

The function f is of Baire class 1. If the function z : [0,d] — J (d < 1)
satisfies the equation

*) zm=/ﬂammm

then z(0) = 0, z is nondecreasing, and (¢) > 0 for t > 0 (t < d). But,
in this case f(s,z(s)) = 0 for s > 0 and z(¢) = 0 for ¢ €'[0,d]. This
contradiction proves that the integral equation (*) has not an absolutely
continuous solutzion, and consequently f ¢ G. ) .
Example 2. Let I = [0,1] and J = [-1,1]. Denote by T. and Ty,
respectively the euclidean and the density topologies in ]@ (for the def-
inition of the density topology see [1]). There is an approximately
continuous (i.e. (7y,T,) continuous) function g : J — [0, 1] is such that
g[l/k] = 1 for k = 1,2..., and g(0) = O (see [1]). Consequently, the’
function f(t,z) = g(z) is a (T. x T4, T.) continuous mapping. Assume
that f € G, Let (fr) be a sequence of functions fr'(ﬁm C corresponding
to f by the condition (jjj). For k = 1,2, ... therejare an index n; and
a number y; such that ngy1 > ng, Jyx — 1/k| < 1/k(k 4+ 1), and

1 1
@) /fnk(S,yk)ds—/f(s,l/k)ds' <1/2.
0 ‘ i

Since
1

/f(s,l/k)ds =1,

0

it follows from (i) that

/fnk(S,yk)ds >1/2.

Then the sequence (y;) converges uniformly to 0 and there is not a
strictly increasing sequence (k;) of positive integers such that
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1

hm - fnk (5 Yk; ds—/f(.s O)ds =0.
0

So, f ¢ G. Observe that the integral equation (*) has a solution z(t) =
=0fort el
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Abstract: The concept of an absolute end point of an irreducible contin-
uum is used to introduce the new concept of a local absolute end point of a
continuum. Some characterizations of these concepts are obtained and their
mapping properties are studied, especially for open, atomic, monotone and

related mappings.

1. Introduction

Rosenholtz defined a concept of an absolute end point of an arc-
like continuum and showed that such a point of an arc-like continuum
is characterized by any of some four equivalent conditions given in ([8],
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Prop. 1.3, p. 1309). It has been recently observed in [3] that each of
these conditions is also equivalent to each of two other conditions and
that the scope of application of the definition can be extended to arbi-
trary irreducible continua, not necessarily arc-like ones (see below, Th.
3.1).

The extended notion of an absolute end point is applied in the
present paper to define a local absolute end point of an arbitrary con-
tinuum. Some necessary and sufficient conditions are obtained under
which a given point of a continuum is either a local absolute end point
or aun absolute end point.

The concept of an absolute end point is related to that of an end
point introduced by Bing in Section 5 of [1], p. 660-662 (see [8], Remark,
p. 1310) which’is known to be invariant under confluént (thus under
open as well as under monotone) mappings (see [2], Lemyma, p. 172). It
is known that an arc-like continuum is invariant under:monotone ([1],
Th. 3. p. 654) and under open mappings ([7], Th. 1.0, p 259; compare
also [6], Th. 1, p. 77), and that an irreducible continudm is preserved
under monotone mappings (see e.g. [5], §48, I. ThL. 3, p. 192). There-
fore, it seems to be quite natural to know whether such mappings also

preserve (local) absolute end points. This questien is discussed in Sec-

tion 4. Theorems of this sort are widely known t@ be useful in the study
of various mapping properties of topological spaces in continua theory.

1

2. Preliminaries

All spaces considered in this paper are assumed to be metric and
nondegenerate, and all mappings are continuous. For all undefined
herein notions the reader is referred to books [5] and [9] and to Rosen-
holtz’s paper [7]. Following Kuratowski [5], §49, L. p. 227, we say that
a space X is locally connected at a point p of X provided that for each
open set U of X containing p, the point p lies in the interior of a con-
nected subset of U. Note that some other authors use name “connected
im kleinen” in the same sense. By a composant of a point'y in a contin-
uum X we mean the union of all proper subcontinua of X containing y. -
A simple triod means the union of three arcs (called arms) emanating
from a common end point and mutually disjoint outside the point. The
other end points of the arcs are called ends of the triod. A continuum
is called irreducible if it is irreducible between some pair of its points.
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A mapping f : X — Y from a continuum X onto a continuum ¥V
1s said to be:

(a) monotone, provided that the inverse image of each subcontinuum
of Y is connected;
(b) interior at a point p € X, provided for every open neighbourhood

U of pin X the point f(p) is in the interior of F(U);

(c) open, if for each open subset of X its image under f is an open
subset of ¥;
(d) confluent, if for each subcontinuum @ of Y each component of

F7(Q) is mapped onto Q by f;

(e) light, if dim f~2(y) = 0 for each y € Y;
(f) atomic, provided that for each subcontinuum K of X either F(K)

is degenerate, or f7!(f(K)) = K.

We shall collect several known properties of mappings of continua
which will be needed in the sequel. For the proof of the first of them
see [5]. §48. I, Th. 3, p. 192.

Proposition 2.1. If a continuum X is irreducible between points p
and g and a surjection f: X — Y is monotone, then the continuum Y
is irreducible from f(p) to f(q).

The next two propositions are immediate consequences of the def-
initions. ,

Proposition 2.2. 4 mapping is open if and only if it is interior at
each point of its domain.

Proposition 2.3. Let a continuum X be locally connected at a point
p. If @ mapping f defined on X is interior at p, then F(X) 1s locally
connected at f(p).

Further, the following results are known.

Proposition 2.4. Each atomic mapping of a continuum is monotone
(see [4], Th. 1, p. 49).

Proposition 2.5. Open mappings of compact spaces are confluent (see
[9], Th. 7.5, p. 148)

Proposition 2.6. Open mappings preserve arc-likeness of continua
(see [7], Th. 1.0, p. 259; compare also [6], Th. 1, p. 77).

3. Characterizations of absolute end points and of
local absolute end points '

A point p of a continuum X is called an absolute end pownt of X if
X\ {p} is a composant (of some point) in X. Observe that a continuum
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with an absolute end point must be nondegenerate. Th. 3.1 below is a
part of a result in [3].
Theorem 3.1. The following conditions on a continuum X and a
point p of X are equivalent:
(1) p is an absolute end point of X;
(2) X is irreducible between p and some other point, and X 1is locally
connected at p;
(3) X isirreducible, and if X is irreducible between points = and y,then
either  or y 15 p.
The next proposition will lead to a new characterization of abso-
lute end points in the realm of irreducible continua (see Th. 3.4).
Proposition 3.2. If a continuum X contains an absolute end point p,
then for each nondegenerate subcontinuum K ofX the candztzon pe K
implies p € int'K. ‘
Proof. By Th. 3.1 the continuum X is 1rreduc1b1e fr m p to some
other point ¢ € X. Let a nondegenerate subcontiniuum K of X contain
p- Then there is a point z such that z € K \ {p} C X \ {p}. Since
X \ {p} is a composant in X, there exists a proper subcontinuum C of
X containing both z and ¢, with C C X \ {p}.- Since p € K, g € C
and z € K N C, we conclude K U C = X by the irreducibility of X
between p and ¢g. So X \ C C K. Since C C X \ {p}, the difference "
X'\ C is a nonempty open subset of K containing the point p, and thus
pEIntK. ¢
A point p of a continuum X is called a local absolute end point of
X provided there is a subcontinuum K of X' such that p € int K and
p is an absolute end point of K.
Theorem 3.3. The following conditions on a continuum X and a
point p of X are equivalent:
(a) p is a local absolute end point of X ;
(b) there is a subcontinuum K of X irreducible between p and some
other point of X, such that K is locally connected at p and p €
€ int K;
(c) for each nondegenerate subcontinuum K of X if p € K then p €
€ int ;
(d) pisa local absolute. end point of each nondegenemte subcontinuum
Y of X containing p.
Proof. Conditions (a) and (b) are equivalent by Th. 3.1. Condition (a)
implies (c) by Prop. 3.2. Assume (c) is satisfied. Consider a subcontin-
uwum Y of X with p € ¥. Let a subcontinuum K of ¥ be irreducible
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between the point p and some other point of Y. Then (c) obviously
implies the local connectedness of K at p, and thus (b) is satisfied for
A =Y. By the above mentioned equivalence of (a) and (b) (still for
X =Y), we get (d), which obviously implies (a). ¢
Theorem 3.4. A local absolute end point of a continuum X is an
absolute end point of X if and only if X is irreducible.
Proof. One implication is a consequence of Th. 3.1. To show the other
one, assume that the continuum X is irreducible between points g and b,
and let a point-p be a local absolute end point of X. Suppose a # p # b.
Denote by A and B subcontinua of X which are irreducible between p
and « and between p and b, respectively. By the implication (a) =
= (c) of Th. 3.3, the continua 4 and B are both locally connected at
p. Thus p € int A N int B, whence there is a point g € AN B\ {p}).
Since p is an absolute end point of each of the continua A and B, by
the implication (2) = (1) of Th. 3.1, we have a subcontinuum A’ of A
and a subcontinuum B’ of B such that a,q € 4’, bge B',andpe X'\
\(A"UB'). Hence X is not irreducible between a and b, a contradiction.
Consequently, either a = p or b = p, and thus p is an absolute ead point
of X according to the implication (3) = (1) of Th. 3.1. ¢

As an immediate consequence of Th. 3.4 we have the following
result.
Corollary 3.5. Ifp is a local absolute end pownt of a continuum X,
then p is an absolute end point of each irreducible nondegenerate sub-
continuum of X containing p.

Note that a similar heredity with respect to subcontinua was
proved for arc-like continua as the final part of Th. 1.0 of [8], p. 1308.

4. Mapping properties of absolute end points

Let us accept the following definition. A mapping f : X — Y
between continua X and ¥ is said to be partially confluent at a point
p € X provided that for each nondegenerate subcontinuum Q of ¥V
such that f(p) € @ the component of F7(Q) containing the point p
is nondegenerate. Note that every confluent mapping f: X — Y of a
continuum X onto Y is obviously partially confluent at each point of
its domain just by the definition and that if f X — Y is partially
confluent at p € X and g : Y — Z is partially confluent at f(p) €Y,
then the composition gf : X — Z is partially confluent at p.
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The main result of this section of the paper is the following theo-
rem.
Theorem 4.1. Let a surjective mapping f : X — Y between continua
X and Y be both interior at a point p of X and partially confluent at

p. If p is a local absolute end point of X, then f(p) is a local absolute

end point of Y.
Proof. To show that f(p) is a local absolute end point of Y we shall use
Th. 3.3. Consider a nondegenerate subcontinuum ) of ¥ containing
the point f(p). We must show f(p) € int Q. Take the component K
of f71(Q) with p € K and observe that K is nondegenerate by the
assumption of partial confluence of f at p. Since p is a local absolute
end point of X, we conclude p € int K by Th. 3.3. Now, since f is
interior at p, it follows that f(p) € int f(int K) C int f(I«.) C intQ,
and thereby the proof is completed. { ¢

Qur next result concerns atomic mappings. (\
Proposition 4.2. Let a surjection f : X — Y bétween, continua X
and Y be atomic. Then f is interior at each absolute end;"‘point of X.
Proof. Let an absolute end point-p of X be given. Observe that since
X is irreducible between the point p and some other point ¢ in X by Th.
3.1, the continuum‘Y is irreducible between f(p) and f(g) by Props. 2.4
and 2.1. Given a neighbourhood U of pin X, let C'be a nandegenerate
continuum in U satisfying p € C and f(q) € Y \/?(C) Since X \ {p}
is a composant in the (irreducible) continuum X, there is a continuum
KCX\{p} with KNC # 0 and ¢ € K. Then f(I&) is nondegenerate.
As f is atomic we have f~ 1(f(Ii)) =K, and thus f(p) € Y\ f(K).
Since f(C)N f(K) 5 §, and since ¥ is 1rreduc1ble between f(p) € f(C)
and f(q) € f(K), we have Y = f(C)U f(K) and

flp) €Y\ f(K) = f(C)\ f(K) = int (f(C) \ f(K)) C
C int f(C) C it f(U). 0

The next corollary is an easy consequence of Ths. 3.4, 4.1 and
Props. 2.1-2.6 and 4.2.
Corollary 4.3. Assume p is a local absolute end point of i continuum
X and f: X =Y is a surjection. Then:

The point f(p) is a local absolute end point of Y if

(i) f is both confluent and interior at p, or

(ii) f is open.

The point f(p) is an absolute end point of Y in each of the fol-
lowing cases:
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(ii1) f is open and X is arc-like;

(iv) f is both confluent and interior at p, and X andY are irreducible;
(v) f is open and X and Y are irreducible;

(vi) f is both monotone and interior at p, and X is irreducible;

(vii) f is atomic and X s irreducible.

Remark 4.4. The two assumptions made on the mapping f in Th.

4.1 are independent in the sense that neither of them implies the other

one. To see this we consider the following two easy examples.

Example 4.5. - There is a light retraction of an arc which is interior

at both end points of the domain and which maps one end point onto

an nterior point of the range.

Proof. The (orthogonal) projection of the arc pr onto the subarc pq

pictured in Fig. A is such a mapping. ¢

= W

Fig. A Fig. B

Example 4.6. There are an arc-like continuum X with an absolute
end point p and a monotone retraction f of X such that f(p) is not an
absolute end point of Y = f(X).
Proof. Take the one-point union X of the topologist’s sine curve ¥ and
an arc pq (a homeomorphic copy of X is illustrated in Fig. B). Then
both X = pgUY and Y are arc-like continua. Let f : X — 1 be the
monotone retraction that shrinks the arc pg to the point ¢g. Then p 1s
an absolute end point of X, while f(p) = ¢ is not an absolute end point
of Y. ¢

Note that the mapping f, being monotone, is partially confluent
at p and, by its definition, is not interior at the point p.
Remark 4.7. Ex. 4.5 also shows that partial confluence of f at the
point p is an essential assumption in Th. 4.1. Similarly, Ex. 4.6 shows
that f being interior at p cannot be omitted in the assumptions of this
theorem.
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Remark 4.8. One cannot substitute “absolute end point” for “local
absolute end point” both in the
assumption and in the conclusion
of Th. 4.1. Indeed, let f be the
mapping from an arc pg onto a
simple triod with end points a,
b, ¢ and the center d as pictured

+9 inFig. C.

Then the mapping f is interior at
p and partially confluent at p and
Fig. C the point p is an absolute end

0 =

Py ¥ \‘/ ¥

point of pg, while the image f(p) = a is not an absolute end point of
the triod. e : : Lo

Remark 4.9. The irreducibility of the range continuuml}’ is essential
in parts (iv) and (v) of Cor. 4.3. The following example shows this.
Example 4.10. There ezisis en open, light, 3urjcctiva::$ima,pping f:
X =Y of an irreducible continuum X with an absolute end point such
that the range continuum Y is not irreducible (and thus coniains no
absolute end point). :

Proof. Let C be the standard Cantor ternary set in the unit interval
[0,1], and let p;,g; for ¢ € N be the end points/of all components of
[0,1]\ C such that p; < g; and that the sets {psn : n € N}, {psnt1:1 €
N} and {p3n+2 : » € N} are dense in C. Denote by T' a simple triod
with center r and ends a, b and c. Take the Clartesian product C x T
and consider the quotient mapping g : C x T — X, which identifies
for each n € N all pairs of points of the form: (pan,a) with (g3, a),
(Pan+1,b) with(gss+1,b), and (p3n+2,c) with (gsni2,c), and only these
pairs (i.e., g is one-to-one out of them). Observe that for each t1,t2 € T
the continuum X is irreducible between ¢(0,%1) and g(1,t2). Further,
put 7y = g(0,7), take an arc ros such that ros N Xo = {ro}, and define
X = Xy Urgs. Note that X is an irreducible continuum having s as its
absolute end point. )

Finally consider an arbitrary homeomorphism h : 7‘0& —raCT
such that h(rp) = r and a mapping f : X — T definedby f(z) =t
if z = g(y,t) for some y € C, and f(z) = h(z) if = € ros. It is easy
to see that the mapping f is open and light. Since its range T is not
an irreducible continuum, f(s) is not an absolute end point of T'. The
proof is completed. ¢
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Remark 4.11. That the mapping f be both interior at p and monotone
is an essential assumption in part (vi) of Cor. 4.3 because Exs. 4.5
and 4.6 show that even retractions of arc-like continua do not preserve
absolute end points.
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In der Arbeit [7] haben wir mit A. W. M. Dress und D. H. Huson
diejenigen euklidischen Pflasterungen (7, T') klassifiziert, wo eine Bewe-
gungsgruppe I' auf den Flichen der Pflasterung 7 transitiv wirkt. Der
kombinatorische Algorithmus und das Computerprogramm ergaben
auch solche Pflasterungen, die nur in verschiedenen nicht-euklidischen
Réumen realisierbar sind. Die Frage, in welchem Raum eine kombi-
natorische Pflasterung metrisch, d.h. unter einer Bewegungsgruppe I
verwirklicht wird, ist im allgemeinen ein schwieriges Problem. Dabej
kénnen exotische Riume, wie H? x R, 5% x R und andere vorkommen.
Beziiglich dieses Themenkreises verweise ich auf die Arbeiten [13], [14],
[16], [17] und [18]. Ein wertvolles Hilfsmittel zur Beschreibung nicht-
euklidischer Geometrien liefert die projektive Geometrie, die z.B. in
(1] hervorragend dargestellt wird und in [2] mit anschaulichem Inhalt
belegt wird. Wir werden im folgenden die Methoden d%r projektiven
Metrik (vgl. [9], [12]) beniitzen. A [T

Es sei (7,T) eine Pflasterung des hyperbolischen Réumes H®, wo
ein beliebiger Stein 7' von 7 kombinatorisch ein Pentagondodekaeder
mit dem Schlifli-Symbol {5,3} ist. Wir nehmen. an, dafl eine Bewe-
gungsgruppe I' quf den (pentagonalen) Flachen van T transitiv wirkt,
d.h., daf8 fiir je zwei Flichen f1 und f; der Polyeder von 7 (mindestens)
eine Bewegung v € T existiert, die f;-in f, = /fi iberfithrt, so daf
die ganze Pflasterung 7 auf sich abgebildet wird. - Zwei Pflasterun-
gen (71,I'y) und (73, T2) sind in derselben Klasse, sie heiBen kombina-
torisch dquivariant, wenn es eine bijektive Abbildung w: Ty — Ty gibt,
die die kombinatorische Inzidenzstruktur der Kérper, Flichen, Kanten

und Ecken von 7; erhilt und T’y = ¢ 'T1¢ gilt. Mit kombinatorisch
i isomorphen Pflasterungen 7; = 7> kann die Gruppe Iy reich-haltiger
als ' sein, d.h. mit einem obigen ¢ kann Ty > ¢~'T';¢ gelten. Dann
sagen wir: (7;,T) ist ein Symmetriebruch von (13,T9).

Wir interessieren uns fir die Pflasterungen (7,T) von mazimalen
Bewegungsgruppen T' = Aut 7, d.h. die Gruppe I' ist zu der die Inziden-
zstruktur erhaltenden Automorphismengruppe aquivariant. Die Fla-
chentransitiven Symmetriebriiche (7,T1) von (7,T) liefetn dann eine
vollstindige Klassifikation der gewunschten ﬁquivariantegl Pflasterun-

en. L
g In diesem Sinne habe ich in [15] die 43 Klassen der squivarianten
Wiirfelpflasterungen (7w, Tw) des euklidischen Raumes E3 beschrieben.
Hier ist Aut7,, = [4,3,4] = Pm3m eine kristallographische Gruppe,
die von den 4 Spiegelungen an den Seitenflichenebenen des charakieris-



Klassifikation der hyperbolischen Dodekaederpflasterungen 115

tischen Orthoschemes C' des Wiirfels erzeugt wird. Im Cozeter-Dia-
gramm,

3
O=—==0-"—0=t_¢
o g1 a2 U3
weisen die Ecken auf die 4 Seitenebenen o; (z=0,...,3) des Ortho-
schemes C hin, wo z.B. ¢y und o1 langs der Kante A; A3 den Keilwinkel
% = I einschlieBen und die nicht eingezeichneten Linien die 3 rechten
Winkel darstellen.
Wir kennen 2 Pentagondodekaeder, die den hyperbolischen Raum

H? regulér auspflastern kénnen [3]. Diese haben die analogen charak-
teristischen Orthoscheme mit den Coxeter-Diagrammen

5 3 3 5
Ci: 0==0—"—0=2=0; &: 0==0—0=0.
90 g1 g2 g3 g9 g1 g2 o3
Diese zwei Orthoscheme haben den eigentlichen (inneren) Eckpunkt A,,
(2.B. im projektiven Modell von H *), da die Teilscheme von oy, o3, o3
sphirische Diagramme mit endlichen Gruppen bilden.
Das gemeinsame Teildiagram

5 3
O O O
Jdo gi o2
kennzeichnet das lokale sphirische Orthoschem um das Zentrum Ajz des
regularen Pentagondodekaeders. Die Winkel T» bzw. £ zwischen den

Simplexebenen o3 und o3 langs der Kante A¢ A4, ergeben die Keilwinkel
2% baw. 2% der entsprechenden Dodekaeder (Abb. 1.1).

Abb. 1.1,
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So haben wir 2 Dodekaederpflasterungen (7x,I'x) (k = 1,2,) von
maximalen flichentransitiven Bewegungsgruppen I'y mit den Darstel-
lungen

Tr =(00,01,09,03 — orl? =1=(oio;)"; 6,5 €= {0,1,2,3}),
1 5 2 2 .
5 1 3 9 . my =4 far I'y,
LD wolmi)i=1|g 3 1 mp| ™o, o5firT,
2 2 mp 1

die entsprechenden Cozeter-Schliflischen Matrizen sind.

In Abschnitt 3 werde ich eine neue unendliche Serie (7,,T'(p,4);
3 £ p, p # 4) von gewlinschten Dodekaederpflasterungen konstruieren,
wo die Parameter (p,4) auf die Anzahl der Nachbarn bei den Dode-
kaederkanten hinweisen. In Abschnitt 4 werde ich analog 3 neue ge-
wiinschte Pflasterungen (7;,I(¢,6); ¢ = 3,4,5) kurz besc}g\relben

*

Als Hauptresultdt haben wir den folgenden 3

Satz. Aufler den 2 Cozeterschen Dodekaederpﬁastcrungen (TL, Tk) gibt
es im hyperbolischen Raum H® genau die unendliche Serie (T,,T(p,4);
3< p, p#4) von Dodekaederpflasterungen sowie die § weitere'n. Pflas-

terungen (7,,T(g,6); ¢ = 3,4,5) wobei jede Bewegungsgruppe r =

>~ Aut7 auf den Flichen der entsprechenden Pﬂfiste'rung'T transitiv
wirkt, und jedes Dodckaeder T von T eigentliche Ecken besitzt.

Im Falle p = 4 gilt Aut7, = T'; > I'(p,4), d.h. ist T'(4,4) nicht
maximal und (74,T(4,4)) ist ein Symmetriebruth von (71,T1).

Natiirlich kénnten wir auch ideale Ecken (auf der Absolutfigur von
H3) mit endlich vielen weiteren Fillen zulassen.

AuBere Ecken wiirden unendlich viele Serien ergeben.

2. Beschreibung der dquivarianten Pflasterungen
durch D-Symbole

Zunichst erinnern wir kurz an einige Begriffe. Hinsichtlich der
allgemeinen Konzeption und 2-dimensionaler Anwendungen seien die
Arbeiten [4], [5], [6] und [8] erwihnt. In [7], [15], [17] sind die'raumlichen
Beziehungen auf Grund der Arbeiten [13] und [16] weiterentwickelt.
2.1. Wir gehen aus von einer kombinatorischen d-dimensionalen Poly-
ederpflasterung T mit ihrer formalen baryzenirischen Untertedung im
Sinne der stiickweisen-linearen Topologic und gelangen so von 7 zur



Klassifikation der hyperbolischen Dodekaederpflasterungen 117

Simplezzerlegung C. Ein solches Simplex C' € C hat i-Ecken A;,7 € I :=
={0,1,...,d}, sowie die formalen i- Mittelpunkte einer Fahne der inzi-
lenten d-Korper, ... , i-Flache, ... 0-Eck von 7. Die zu A; nicht inzi-
lente Seitenhyperflache von C sei mit o; bezeichnet, ebenso wie die for-

male Spiegelung, die die Hyperflache o; = Ap.v. Ay punktweise festlafit
ind A; mit dem :-Eckpunkt AJ* des :-benachbarten Simplexes C
vertauscht. Auf diese Weise fiihren wir die auf den Korpern von C frei
virkenden nvolutorischen o;-Operationen und die durch sie erzeugte
freie Cozeter-Gruppe mit der Darstellung

'2.1) Sri=(oni€l—-0ot=1, icI:={0,1,...,d})
sin. Die Formel

N ovo " loio or\oY
2.2) (€7 =(C°) =:(C7)™

reigt unsere Schreibweise, wie Xy auf C von links operiert. Wenn o =
= 0j, ...0i,0;, ein Element von X ist, so gehen wir durch die Simplexe
23) Cl’ Ci , C'%i2% . Cu'r;r...::n'za'.'1 — C”T, Tolald
von C bis zu C79. In das letzte Simplex treten wir durch die -
Seitenhyperfliche (¢;)” von (C)” mit der konjuglerten t-Spiegelung
r 710 ein.

Wir nehmen an, dafl 7 emnfach zusammenhingend ist, d.h. 3y

wirkt auf den d-Korpern von C transitiv, und jede eventuelle Relation
n ¥ kann man aus den vorkommenden Schlingenrelationen

. — Yooy )i (€7D . .

2.4) cC=C i s Celrel e, el

1erleiten. Wir gehen also von C zu C7; kehren dann wir die (d — 2)-
“lache von C7 um, wobel seine j- und ¢-Hyperflichen und die der
2-m;;(C7) benachbarten Simplexe sich treffen; dann gehen wir von C™
sis C zuriick. Die Konstruktion von ¥; héngt von einem Anfangssim-
nlez Cp ab. Verschiedene Anfangssimplexe crgeben aber dieselbe
Sruppe X5 bis auf eine Konjugation.

2.2. Wir fihren gemafl (2.4) allgemein, die Matrizfunktion

2.5) M:C— Niyy, Cw (my(C)); i,jel

sin. Hier ist die natiirliche Zahl m;;(C) minimal bezliglich

. '_ : (Um.)ml'j(c) .

2.6) cloies =C.

Wir koénnten auch m;j(C) = oo zulassen, dann schreiben wir lieber
74;(C) = 0, um (2.6) formal zu erfillen.

¢ L
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Wir haben so die Pflasterung 7 mit C und M durch die verallge-
meinerte Coxeter-Gruppe L;(C, M) nach (2.4) gekennzeichnet. M ist
die verallgemeinerte Coxeter-Schliflische Matrixfunktion mit den fol-
genden zusétzlichen Eigenschaften

(2.7) mij(C) = m;i(C) = mi;(C7);
(2.8) mii(C) =1; mi;(C)=2, wemn [i —j|22;

m;;(C) 23, wenn |1 —j|=1
fur jedes C € Cund 1,5 € I := {0,1,... ,d}.

2.3. Zunachst nehmen wir an, dal 7 eine periodische Pflasterung

ist, d.h. daf eine nicht triviale Gruppe I' auf 7° wirkt, die die kom-

binatorische Inzidenzstruktur von 7 erhalt. Wir setzen voraus, daf T

auf den Korpern der baryzentrische Simplezzerlegung C v&\n rechis frei
x

wirkt, und dabei die o;- Operationen wie folgt erhalt: - i

)
(2.10) (C7)T = (CT) T = (CT), CecC, yel.
Das heift, das y-Bild von C ist das i-benachbarte Simplex von C” bei
seiner i-Seitenhyperfliche (0;)Y. Wir sagen: T ist Gguivariant beziiglich
21(C,M). Die Gruppe I' faktorisiert dann sowohl die Zerlegung C als
auch die Matrizfunktion M. Ein Element von D :=/C/T ist eine I-Bahn
(Orbit)
(2.11) D:=Cl:={C"eC:vyeT}.
Die i-Nachbarschaft oder die induzierte o;-Operation auf der sogenann-
ten D-Menge D wird durch
(2.12) Do =Cc"l .= {C"eC,yeT}
fur jedes 1 € I := {0,1,...,d} erklart. Die induzierte Matrixfunktion
M auf D wird mittels
(2.13) M:D — Nrxr; D (my(C)); CeD; 1,5€l
eingefithrt. _

Damit haben wir zu einer periodischen Pflasterung (T\ ") das D-
Symbol D(%1, M) definiert. Dieses besteht aus einer D-Menge D, die
mit den o;-Operationen von X1 zu einem d + 1-farbigen D-Graph aus-
gestatiet ist, und aus der Matrizfunktion M nach (2.13).

Zum Beispiel hat jede der 2 Coxeterschen Dodekaederpflasterun-
gen (7x,Tx) (k = 1,2 nach (1.1)) das D-Symbol bestehend aus dem
eineckigen Graph mit 4 Schlingen

(2.9)
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[ Xt R , Ol —— —— — — . 09 —, 03!
und aus der Matrix M nach Formel (1.1).
2.4. Wenn wir umgekehrt von einem D-Graph ausgehen, so konnen wir
aus |D| Simplexen nach den o;-Operationen (mehrdeutig) einen Fun-
damentalbereich Fr fur eine Gruppe T’ topologisch zusammenkleben.
Die nattirlichen Forderungen, entsprechend zu den obigen Formeln,
-ermoglichen dann die Erzeugenden und die definierenden Relationen fir
T’ bisauf gewisse freien Parameter einzufiihren. Diese Freien Parame-
ter beschreiben die moglichen Matrixfunktionen sowie die Simplexzer-
legungen C der moglichen Pflasterungen 7 mit ihrer verallgemeinerten
Coxeter-Gruppen 2;(C, M). Die allgemeine topologische Konstruktion
ist auf Grund [13] in [7] und [15] beschrieben.

In Abschnitt 3 wird genau dieses inverse Problem illustriert wer-
den. Hier erwéhnen wir noch einige Satze.
2.5. Bemerkungen. a) Zwei Pflasterungen (Tl,l"l) und (72,T2) sind
genau dann dquivarient (siehe Abschnitt 1), wenn ihre D-Symbole iso-
morph sind, d.h. wenn-es eine Bijektion :

(‘7 14) w: ’Dl(EI, — DO(ZI,JWQ) D1 — D2 = Dw

gibt, die die entsprechenden oi-Operationen und die Matnxfunktlonen
erhilt: ‘

(Abb. 1.1)

(D7)? =(DY)” 7% = (D)™

und (mi;(D1)); = (mi;(DY),-

b) (71,T1) ist ein Symmetriebruch von (72,T2), wenn es eine Sur-
jektion ¢ mit (2.14) und (2.15) gibt (Abb. 1.1).

Um zu entscheiden, ob a) oder b) oder kein weder a) und b) gilt,
hat D. Huson (im Druck) effektive Computerprogramme entwickels.

¢) Ein Teilsymbol D;j(Ti;, Mij) von D(Z1, M), bestehend aus
einer Komponente des Teildiagrammes mit :- und j-Operationen und
aus der entsprechenden Minorfunktion, beschreibt eine 1-dimensionale
Pflasterung (7;;,Ti;). Hier ist Ty der Stabilisator der entsprechenden
(d — 2)-Fliche von C und damit jeder (d — 2)-Flache in ihrer I'-Bahn
(bisauf Konjugation) in der Gruppe I'.

d) Analoge Behauptungen gelten fir die Komponenten der k 4 1-
farbigen Teilsymbole von D(Sr, M) (1 £ k £ d) und fiir k-Pflasterun-
gen.

Da die 1- und 2-dimensionalen Pflasterungen mit ithren Gruppen
“wohlbekannt” sind, haben wir die Hoffnung, diese fiir die Dimension 3

(2.15)
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induktiv beschreiben zu konnen. Die Schwicrigkeiten scheinen aber sehr
grof} zu sein.

3. Die unendliche Serie (7,,I(p, 4); 3<p)

3.1. In Abb. 3.1 sehen wir den D-Graph D mit den mvolutonschen
Permutationen ( Transposxtlonen)

o
L

Abb. 3.1-3.2.
oo (1)(2,3)(4,5) - vener
o1 LAEAG) ———— a5 (VDEAE)

gelistet von unserem Computer, wo z <+ D, (z = 1,2,3,4,5).
Wenn wir das Teildiagramm Dyp;3 =: D? nach Weglassen der Kan-

(3.1)
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ten der o9-Operation studieren, finden wir eine Komponente. Das be-
deutet nach 2.5. d), daf die dem D-Symbol entsprechende (kombina-
torische) Pflasterung (7,T') flichentransitiv ist. In Abb. 3.1 wird auch
der aus 5 Simplexen zusammengeklebte Fundamentalbereich

Tr =AsAs AJAG® U A3 Ay AP AL U A3 A, A28 4340

3.2 °
(3:2) UAsdp AP AQ* U 4342 AP AS =: | ] Dy
k=1

mit den flachenidentifizierenden Erzeugenden fiir die Gruppe I' angege-
ben. Diese sind die Spiegelungen:
mg an der Fliche A3A4,4], wie D7* = Dy zeigt;
und m;: AgA}A(lf nach D? = D;.
Ferner haben wir die “Drehung”
r: AgAg?AS — A3 ASASY nach DZ* = Ds, DI = D,
und nach mga(Dy) = 2 (k = 2,3,4,5) d.h. der Stabilisator To2(Dy)
der Kantenklasse (A}® A3, A3 43) ist trivial, wie die Teilpflasterung zu
Do2(Dr) (k = 2,3,4,5) zeigt. Erzeugenden sind ferner
Moy : A3A2Ag nach DJ! = Ds;
ms: AJAZAS*AS nach D% =D (fir jede D € D)
und nach mog(D[) = mlg(Dk) = 2 (E = 2,3,4,5 bzw. k = 1,2,3,4),
wie zuvor.

Die Relation (mgmi)? = 1 ist eine Folgerung aus mg2(D;) = 2.
Ferner gelten (mom3)? = 1 und (mym3)? = 1 nach mo3(D;) = 2 und
77113(D5) = 2.

Weitere Relationen fiir I werden mittels
(3.3) mo1(D) =5, m2(D)=3 (D€ D)
festgelegt, da wir Pflasterungen mit Pentagondodekaedern wollen. So-

mit bestehen die Relationen
momy =1 (so my = my) nach me(D) = 5;

ferner myrmar~! = 1 nach mia2(D1) = myg(Dy) = mya(Ds) = 3,

und r® = 1 nach mya(D3) = mya(Dy) = 3.
- Wir haben weiters
ma3(D1) = p und ma3(D2) = ma3(Ds) = 2z,
ma3(Ds) = mas(Dy) = 2y,

was unmittelbar zu den Relationen

(3.4)
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(3.5)  (mim3)? =1, (mgrmsr™! )I = 1= (marmar™! )y sor =y

fithrt. Damit haben wir die zwei freien Parameter (p,2z),3<p, 2 < ¢
fur " und die Darstellung

(3.6) T(p,2z)= (mo,ml,mg,r —1= mg = m% =mi=r=

= (mom1)? = (mema)® = (mim3)? = myrmer™" = (marmar™! )z)

durch die Matrixfunktion M nach (3.3-5).

3.2. Nun untersuchen wir die Teilsymbole von D(X1, M) mit 3 Ope-
rationen und die zu thnen gehérenden 2-dimensionalen Pflasterungen,
um die Stabilisatoren der Eckenklassen des Fundamentalbereiches Fr
zu bestimmen. -

Abb. 3.2 zelgt den sphérischen Fundanlentalberelc}g fir den Sta-
bilisator I'g12 = T'(43), der zum Teilsymbol D3 := DOIQ(EOH,MMQ)
gehdrt. Die Gruppe I'(As) = [31,4] & m3 hat 24 Elemente und
transformiert das Pentagondodekaeder T' des Zentrums As in sich. Die
sphérische Gruppe m3 hat eine Signatur (-+,0;[3]; {(2)}) im Sinne von
[10], [11], [20].

Hier ist die Faktorfliche S?/m3 ~ F_3 orientierbar (+) mit
Genus 0. Sie besitzt ein singulires 3-Rotationszentrum, wie wir in
Klammer [3} des Symbols finden. Sie besitzt auch ein Randkomponent
mit einem 2-Diederzentrum, wie {(2)} im Symbol zeigt.

Kein Problem gibt es mit dem Stabilisator I'(A}) = T'g23(Al), der
zu Dyag (Dl) gehort. Das ist ebenfalls eine endliche sphérische Gruppe
(2,p] = Bm mit Signatur (+,0;] J;{(2,2,p)}) (Abb. 3.2). Der Sta-
blhsator I‘ogg(A§3,A45) gehort zu Doz (D) (k= 2,3,4,5) und ist eine
sphérische Gruppe xm = [z] mit Signatur (4,0 ,[ ] {(z,z)}) (Abb.
3.2).

Eine zentrale Rolle spielen die 0-Eckenstabilisatoren. T'yp3(Ag%, A7)
gehort zum Teilsymbol Diaz(D1, D2, Ds). Die entsprechende 2-dimen-
sionale Pﬂasterung (Abb. 3.2) besitzt die Signatur (+,0; [ ] {(2,z,p)})-
T123(A43*) wird durch Djq3(D3, Dy) und die entsprechende 2-Pflaste-
rung (Abb. 3.2) beschrieben. Die Signatur (+,0;[3]; {(z)}) zeigt, daB
T'123(A3Y) nur im Falle z = 2 eine spharische Gruppe m3'= [3+,4] der
Ordnung 24 ist (Abb. 3.2). Dann ist aber T'y23(A5%, A}) = [2,p] =: Em
eine sphérische Gruppe der Ordnung 4p.

3.3. Das Hauptproblem ist, ob die obigen unendlich vielen Fille in H®
realisierbar sind, oder nicht. Die Antwort ist ja.
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Abb. 3.3-3.4.

Zunichst konstruieren wir den sogenannten Spitzenwiirfel oder
Lambert-Wiirfel (Abb. 3.3), mit 3 Keilwinkeln von 7 an 3 schiefen Kan-
ten und mit rechten Winkeln bei den anderen. Das wird zur metrischen
Konstruktion von Fr in Abb. 3.1 notwendig und hinreichend sein.
Wenn wir namlich 3 Bilder von Fr um die “Drehachse” kombinatorisch
zusammenkleben, dann haben wir einen wiirfelformigen Fundamental-
bereich. Fy(p) fiir cine durch 6 Spiegelungen erzeugte Gruppe Tw(p)
mit” dem Coxeter-Diagramm in Abb. 3.3. Gebrochene Linien weisen
auf dic gemeinsamen Lotstrecken der entsprechenden zwei Ebenen hin.
Die metrische Existenz eincs solchen Wiirfels in H® ist wohlbckannt.
Eine cinfache Konstruktion, wie folgt, beruht auf dem Vektormodell
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von H* [12].
3.4. Wir gehen von der folgenden Mairiz
1 — cos % 0 0
(bij): —cos% 1 ., —cht 0 .
(3.7) 0 —cht 1 —cos 7
0 0 — cos% 1

=((b%;b’)) (3SpeN;0<teR)

aus, die wir als eine Cozeter-Schlafli Mairiz betrachten. Dann definie-
ren (b'7) die Skalarprodukte der linear-unabhangigen Formen b°, b*, 62,
63 des dualen Raumes V, eines 4-Vektorraums V* iiber dem Korper R
der reellen Zahlen.

Wir kénner nun mittels (b¥) ein Skalarprodukt
(3.8) - (; ):VaxVi— R, ()= wmy%pwﬁh
zunachst im dualen Raum V4 definieren, wobei wir die Emstem—Schou—
ten Konventionen benutzen. !

Sei {ag,a;,ay,a3} in V* die duale Basis zu {6°,6%,6%,6%} d.h. es
gelte .
(3.9) a;b’ = §7 (das Kronecker-Symbol).
Wegen : /
(3.10) Det(b) = (1 — cos” %)2 — ch®t = B <0,
kénnen wir die inverse Matrix
(3.11) (a;;) = ()7 mit apb® =6}
bilden, und ein Skalarprodukt '
(3.12) (;):VEx VSR, (xy) = (zlagy'a;) = glayy’
in V* definieren.
Die lineare Polaritat und ihre inverse Polaritdt

*:V——>V4:us—>u*:u; 3
(3.13) L) Ve \
(): Vs Vyixe=x* =g .
sind tber : . ] - ‘
ui=u, = (b'u;). = u;bl = u;b’a; bzw.
r=x"= (< al) afzi = bFay;zt

definiert. In Zusammenhang mit den Gleichungen
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(3.14) (x;u) = xu = (r;u)
konnen wir die Vektoren und Formen und ebenso Vs und V* kanonisch
identifizieren.

Wir kénnen den projektiv metrischen Raum PUVE VL (),
nun wie iblich, iiber die Teilraumstrukturen von V4 bzw. V4 mit Skalar-
produkt ( ; ) definieren. Eine Ebene (u) ist mit einem Punkt (%) inzi-
dent, oder (u) und (r) sind orthogonal, oder (x) und (u) sind konjugierte
(polare) Punkte in P?, wenn 0 = xu = (; u) = (x; u) gilt.

Dieses ( ; ) hat nach (3.7) die Signatur (+++—), sodaB wir eine
hyperbolische Metrik haben. Punkte (x) mit {(x,%x) < 0 und Ebene (u)
mit (u;u) > 0 definieren die eigentlichen Punkte bzw. Ebenen des hyper-
bolischen Raumes H® C P3. Die idealen Punkte (x) und ihre Polaren,
die idealen Ebenen (z) werden iiber 0 = (x;%x) =xr = (5;z) erklirt. Die
Pole von eigentlichen Ebenen und die Polaren von eigentlichen Punkten
sind die dufleren Raumelemente von H3.

Die Enifernung s der eigentlichen Punkte (x) und (y) ist durch

(3.15) chs = ~(xy) [ ((xx) - (r53))'/* > 1

wohl definiert; ebenso der Winkel a der eigentlichen Ebenen (u) und
(v) durch

(3.16) cos o = —(u,n)/((u; u) - (o 0))!/2,

Die Bewegungsgruppe von H3 C P3 wird durch Spiegelungen an
Pol-Polaren Paaren erzeugt. Die Gleichungen

- 2(x; p)
o(p,p): X x— : ;
(3.17) 9<EW
iy — p 2 P)
(p; p)

definieren die Spiegelung fiir Punkte bzw. Ebenen. Eine Spiegelung ist
involutorisch und sie erhélt das Skalarprodukt ( ; ).
3.5. Wir kehren zum Spitzenwirfel im Cozeter-Diagramm in Abb. 3.3
zurick. ‘ : .
Es seien iiber Formen b°,b!, 62,63 nach (3.7) die Seitenflachen
eines Simplexes von H® C P? dargestellt. Aus den Formeln (3.15-
16) ersehen wir, daB die Winkel zwischen (6°) und (6') sowie zwischen
(62) und (63) gleich = sind. Die Entfernung der Ebenen (b!), (62) ist
unter Beachtung von (3.15-16) genau der Parameter . Die anderen
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rechten Winkel werden ebenfalls durch unsere Formeln realisiert. Die
duale Basis {ap,a;,a2,a3} zu {b*} kennzeichnet die Eckpunkte unseres
Simplexes. Wie die symmetrische Matrix

(318) (ai5) = ({2 27) = (69)

mit 1
P 1 . ,x
dgo =aggz = ——(sm — —ch t) >0, ay; =az, = =sin® — < 0,
=B » 1 =an =3 »
1 T ™ 1 T
Qg1 =ag3 = 3 cos —sm . — <0, Aoz =013 = 3 cos —cht < 0,
L os? Teht < 0 Leht <0
Qg3 =-—= CcO0S~ —ch , a0 =—cht <
3T g > 12 g
7 B = sm4 — —ch?%t :

zeigt, hegen die Eckpunkte (ag) und (as) auBerhalb dek\ Absolutfigur
von H?, (a;) und (az) sind eigentliche Punkte. Die PoIarebenen (as)
und (ao) sind eigentlich. Wir erfillen alle Forderungen des Coxeter-
Dlagrammes in Abb. 3.3, wenn der Winkel £ zwischen (ao) und (as)
genau ; 1st. Dazu miissen wir den Parameter t noch geeignet wahlen
Nach (3.16) und (3.18) folgt die Bedingung

cos?l Zcht

m 1
€os — = —aoa/ '(aooasa) /2 _“,
P ch?¢ — sin? >

3 1/2
(3.19) also cht = Ecos T + (1 — = cos? —> > 1,
2 p 4 p
wenn 0 > cos Z(cos z 1), dh. p 23 gilt.
b p :

Wir kénnen nun leicht nachpriifen, daff die Entfernung zwischen den
Ebenen (6°) und (ag) und ebenso zwischen (6®) und (a3) unser be-
reits fester Parameter ¢ ist. Nach unseren vorigen Uberle:runo en ist das
gewtinschte hyperbolische Pentagondodekaeder damit konstruiert. In
Abb. 3.4 haben wir sein Bild in stereographischer Pro Jektlon dargestellt.
Bei den fetten Kanten haben die Keilwinkel die Gréfle “~ bei den
anderen sind es rechte Winkel. 3

4. Die Pflasterungen (7,,T(q,6);¢ = 3,4, 5)
4.1. In Abb. 4.1 ist der D-Graph mit
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Abb. 4.1.

0p: (1,2)(3,4)(5,6)(7,8)(9, 10) --c---
o1 (1,10)(2,3)(4,5)(6,7)(8,9) - - -
: (1,2)(3,6)(4,5)(7,10)(8,9) _—
: (1,6)(2,5)(3,4)(7,10)(8,9)

angegeben, der mittels Computer bestimmt wurde. Fiir die gewiinsch-
ten Dodekaederpflasterungen haben wir die Matrixfunktion:

mo1{D) = 5, my2(D) = 3 fiir jedes D € D;
ma3(D1,D2,Ds5,D4,D3,D6) =3s, 1Zs;
mzs(D'r,Dm) = mzs(Ds,D9) =¢, 3%¢g;
moz(D) = mo3(D) = m3(D) = 2 fiir jedes D € D

mit den freien Parametern (g, 3s). Abb. 4.1 zeigt einen entsprechenden

(4.1) i

L&)

ag

[~

(4.2)
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Fundamentalbereich Fr fiir die Gruppe I. Ebenso wie in Abschnitt 3
konnen wir die Erzeugenden

ri: Az A" AR — Az AT ALY

ra: AgASTASS — Az A AL,

T3: A3A301A39 — A3A37Agg durch o5, ferner

r: A ACTARR AP AST — AP AST AL AZ AN Gurch oy

emfithren. Die definierenden Relationen fur I' sind

1=r? =93 =713 =rgrpr; =% = (rr3)? =

(4.3)

(4.4) L s
=(ryrrarry r)” nach (4.2).

Die wesentlichen 0- Eckenstabilisatoren nach Diaz sind:

(45) - Tu2(45°) = (+,0;[¢,3,2];{ }) (Abb. 4.1b\,

(46) I‘123(A(:Zl)017Ag71 Ags’ Ags) = (+7 07 [‘L 31"9]; { }§) .

Beide Fundamentalbereiche stellen nach [10], [20] oriéntierbare (+)
Flachen mit Genus 0 dar. In den obigen Flichensymbolen sind die sin-
gulare Rotationszentren in Klammern [ ] aufgezihlt. Die Gruppe (4.5)
ist genau dann endlich (sphérisch), wenn g = 3,4, 5 ist. Fiir die Gruppe
(4.6) kénnen nur die Fille (¢,s) = (3,1),(3,2),{4,2),(5,2) auftreten.
Der Fall (3,1) fithrt zu einer nicht-maximalen Pflasterung (7,T) im
spharischen Raum S$2®. Die anderen Fille mit s = 2 fithren in der
Tat zu hyperbolischen Realisierungen, wie di¢ folgenden uberlegungen
zeigen. - ,

4.2. Wir beginnen mit dem Stabilisator

(4.7) To12(A3) = (+,0;(2,3,3); { }) = [3,3]" = 23

der Ordnung 12, der eine sphirische Rotationsgruppe liefert. Diese
wirkt auf den flichen des Dodekaeders einfach transitiv (Abb. 4.1 un-
ten in der Mitte). In der {iblichen Darstellung fithren wir zunichst die
euklidischen Koordinaten A% (z,y, z), AZ*(a, —y, —z2), Af"(y, z,z) fir
die 23-Bilder, 43(0,0,0) fiir den Aufpunkt ein (Abb. 4.1). A!%(z,0,0)
ist ein Punkt der ri-Rotationsachse, A¥¥(a,a,a) kennzgichnet die r3-
Rotationsachse, A§°(b, —b, b) liegt auf der Achse der 3-Drthung ry. Die
recllen Zahlen 0 £ |z| £ y £ 7; 0 < a,b werden spater geeignet gewahlt
werden. Nun fiihren wir in diesem euklidischen Raum die Einheitskugel
mit dem Zentrum A4; ein, die das Cayley-Kleinsche Modell der hyper-
bolischen Raumnigeometrie realisiert. Zu den euklidischen Basisvektoren
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e1, e, e3, fuhren wir formal einen neuen Basisvektor ey ein, um einen

reellen Vektorraum V* aufzuspannen. Fur beliebige x = z'e; und
¥y = y’e; definiert die Formel
(4.8) (xy) =—2"’ +a'y' + 2%’ + 2% e R

ein Skalarprodukt der Signature (+,+,+,—). Uber die Teilraumstruk-
tur von V* gewinnen wir den projektiv-metrischen Raum P3(V4((;)),
in den der hyperbolische Punktraum

(4.9) H®:={(x) c V' (x;%) := —2%2° + 2’2" + 272 4 232% < 0}
auf libliche Weise eingebettet wird (vgl. 3.4). Mitz=z'/z%, y = 22/z",
z = 2% /2% in (4.9), stimmt H?® in der Tat mit der euklidischen Ein-
heitskugel iberein. Der zu V* duale Raum V, kennzeichnet die Ebe-
nen von H®. Wir beniitzen, dafl die euklidischen Bewegungen um das
feste Zentrum A3 genau die entsprechenden hyperbolischen Bewegun-
gen des Modells darstellen und ferner die Geometrien der Spharen in
den Raumen S®, E3, H® alle isomorph sind. Zur Konstruktion des Fun-
damentalbereiches 71 der Gruppe I'(g,6) in H? fiihren wir die Punkte
mit den zugeordneten Vektoren

Az ~¢(1,0,0,0), Af® ~ ap(1,a,a,a),
(4.10)  A§° ~ b(1,b,-b,b), A" ~x(1,z,y,2), A? ~ d(1,z,0,0),
A%~ x (1,2, -y, 2), AST ~xT = xrlrﬂ—l(l,y,z,z)

ein. Nun wollen wir die Achse A3°A3* der Halbdrehung r im Sinne

der Formeln (4.3-4) bestimmen und damit die die Gruppe I'(g,6) kenn-

zeichnenden Parameter a,z,y, z fur ¢ = 3,4 und 5 festlegen.

4.3. Wir wollen nun die Formel fir eine Geradenspiegelung im unseren

Modell von H* entwickeln. Es seien (ag) und (a;) zwei eindimensionale

Unterrdume von V%, welche als Punkte in H? interpretiert, eine Gerade

r = (ag)(a;) festlegen. Die Spiegelung oder Halbdrehung um die Achse

r wird durch die synonym bezeichnete Abbildung

(4.11) riy =y ~y—2(y;a.)a*fag o, 8 € {0,1},

WO
: Gap = (ag;ap), (a®F):=(anp)™?

mit dem Skalarprodukt (4.8) erfafit. Mit der Summationskonvention

gilt

(4.12) 0yea™f = 65 (das Kronecker-Symbol)

fiir die reguldren 2 x 2 Matrizen.
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In der Tat ist die Abbildung r nach (4.11) involutorisch und die
Punkte (ay) (y = 0,1) der Achse werden gemash

ay —+ ay — 2(ay;a.)afag = ay —2a,qa*Pa, =
— 580, = _ =
=ay—2-blag=a,—2a, = —a,

auf sich abgebildet, gleiches gilt fiir die anderen Achsenpunkte. Ein be-
liebiger Punkt (u) der polaren Geraden der Achse wird mittels {(u,a,)=
=0 (v = 0,1) festgelegt.
Nun definieren wir einen Achsenpunkt mit Hilfe von
T4y y+z r—+ z)
2 2 2 )

(4.13) ao(l,a,a,a), einen weiteren mit a; (1,

Dann gilt ersichtlich nach (4.11)

(4.14) x(l,'/x‘, y,z) x"(1,y,z,x), also Aém W AéT' :
Hiermit wird die Matrix (aqy) mit S
: 2
aoo —_—(ao; ao> = -1 3(12 < O, “1

(4.15) %1 =a10 =(ag;a) = ~I+a(z+y+z) <0,

o =) = ~1+4 {9 +(y 4 + (242} <0

definiert, deren Determinante /

(4.16) A = agoarr — (a12)? < 0

ist. Die inverse Matrix (a®f) wird durch ,

(4.17) a® = %au, a'® =4 = ——jl—am, o'l = %(100
bestimmt. Die Forderung in (4.3) )

(4.18) CAP D AP dh X7 (1, -y, —2) b(1,b,—b,b)

fikrt mit (4.11) zu zwei Gleichungen, welche besagen: Der Bildvek-
tor x™" hat eine gleiche erste und dritte Koordinaten, wihrend zweire
Koordinate zur ersten negativ gleich ist.

4.4. Nun kehren wir zu den zwei letzten Relationen aus (4.4) zuruck,
die uns die dritte und vierte Gleichung liefern. Die Relation 1 = {(rr3)?
ist geméaB der sphérischen Geometric (siehe die Dreiecke 8) (3 in Abb.
4.1) erfiillt, wenn fiir den Winkel bei AR®

T

4.19 cos A3 A3° A3 4 = cos[(c) ag)(a;)4] = cos — /sin
0 A1 7

W =

gilt.
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Mit s = 2 bedeutet die Relation 1 = (ryrryrr3 )2, daf die Halb.

drehungsachse vy zur Bildachse 72 '™ wm Punkt A1 ~ d(1,z,0,0) senk-
r—l
recht ist. Da A34 27 Al? gilt, missen wir das ry 'r-Bild des Punktes

Ag® berechnen. Wir sehen, daf

1 .
ao(1, a,a,a) rs ap? 1(1,—a, —a,a) —— ap? " = aj
nach (4.11) bestimmt werden kann, doch leistet das folgende Lemma,
wertvolle Dienste:
Lemma. Sind (bo), (by), (b2) die Eckpunkte eines hyperbolischen
Dreiecks und ist By der Winkel beim, Eckpunkt (by), so gilt die Glei-

chung

bﬂl bZO - bOObZJ

v/ (boobzs — b2, )(booby — b3.)
mit der Matriz (b;;) = ((bi; b)), 7,5 € {0,1,2}.

Den Beweis kénnen wir im Sinne von (12] leicht ausfithren. Tat-
sachlich drickt (4.20) gerade den Cosinus-Satz fiir die Dreiecksseiten
S01, 12, So2 aus, wenn wir den Zihler und den Nenner durch

Vboobooby11by; dividieren. Wir erhalten dann nach (3.15) in der Tat

Ch501 -ch S0z — ch S192
4.21 = .
( ) cos lBO sh So2 - Sh801 O

(4.20) cos ffg =

Wir wenden nun (4.20) zuerst auf das Dreieck (ag)(a;)(c) an.
Dann liefern (4.19) und (4.20) mit (4.10), (4.15), (4.16) unsere dritte
Gleichung

T _ (Slta(e 4y 4 )(=1) - (=1 4 3a2)(~1)
3 VIEI+3a) ()= (-7 4

Sie reduziert sich auf die besonders einfache Gleichung

(4.23) 2(cos g)\/qz&z—(m—i—y—l-z).

(4.22) cos Z/sin
q

Eine ahnliche ﬁberleg;ung fiir das Dreieck (d)(e)(ay), mit dem
rechten Winkel bei (d), fithrt zur Gleichung

(4.24) —zag’ +a! =0,
—1
1 : - : Ty T
wo a3 die nullte, a¥! die erste Koordinate des Vektors aj := ag?
bezeichnet.
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4.5. Damit haben wir fir die vier Unbekannien

. 3
a,T,y,z mit 0<a<%, y—z 20,

y+2z20, z—y20, 1—(z>+y*>+2%) >0,
(y1 z) # (030) (yvz) # (.’E,.’E) und (yvz) # (Ia ——J:)
‘vier komplizierte algebraische Gleichungen gefunden, von denen zwez in

(4.18) stehen und je eine in (4.23) bzw. (4.24) angegeben wurde. Dieses
System ist zu l6sen mit den Parametern g = 3,4, 5.

(4.25)

Ein wichtiger Grenzfall liegt fiir ¢ = 6 vor und besitzt die Losung

/3 V15++/3 VIE—V3 1
(4.26) a=-— z=-——— y=——7—,1 2=0.
: 3 6 6 B
Dies fiihrt zum reguliren Pentagondodekaeder mit fdealef‘; Eekpunkten
auf der Absolutfigur. Dazu gehort das Coxeter-Diagrammi
5 3 6 .
O===0 O 0.
0 1 2 3

Dies bedeutet: Jeder Keilwinkel des Dodel,éeders ist 27 /6. Die
Gruppe I'(6, 6) ist nicht maximal und wegen der idealen Eckpunkte aus
den Untersuchungen ausgeschlofien. Jedoch hilft sie bei der Compu-
terlosung des obigen Systems. '

Ich danke meinem Neffen Andrds Sziics (18) fur die Compu-
terlésung durch “EUREKA: The Solver”. Wir haben die folgenden

Resultate bekommen:
q=3: a=0,43179031; (b‘: 0,52258057); .
z = 0,88826347, y=0,24479189, =z = —0,13507366.

q=4: a=0,51596916; (b=0,55918439); \
z =0,92191361, y = 0,30668816, == —0.069738281.

q= 5: a=0,55529221; (b= 0,57149464);
z = 0,93073512, y=0,33816666, == —0.027537192.
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Abb. 4.2.

Bemerkung. Der Bahnenraum H*[T(q,6) ~ Fr in Abb. 4.1 kann
durch den Knoten in Abb. 4.9 dargestellt werden. Die numerierten
Linien bezeichnen die Drehachsenklassen mit ihren Ordnungen. Die
Knotenpunkte weisen auf die entsprechenden Eckenklassen von Ft hin.

5. Die Vollstindigkeit der Klassifikation

- Wie in Abschnitt 2 erwihnt, lieferte unser Algorithmus in [7]
alle kombinatorischen flichentransitiven Pflasterungen, wo die Stabi-
lisatoren der Koérper, Flichen, Kanten und Ecken (1"") der Plasterung
T endliche (sphirische) Gruppen sind. A

Fir die Pentagondodekaeder-Pflasterungen miissen wir diejenigen
D-Symbole D(Z;, M) (bis auf D-Isomorphie) auflisten, wo
I=1{0,1,2,3}, die Dimension d=3 ist
und die Matrixfunktion M: D — N rx1 (beschrieben in Abschnitt 2)
den folgenden zusétzlichen Forderungen 1)-4) geniigt:
1) mo1(D) = 5, mia(D) = 3 fiir jedes D € D, denn Jjeder Pflaster-
stein T von 7 ist ein Pentagondodekaeder.
2) Die wichtigen Matrixkoeffizienten ma3(D) (D € D) sind so auszu-
wahlen, daf die Teilsymbolkomponente von D!, gewonnen durch
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Streichen genau einer i-Operation ¢ € I, mit den verblicbenen drei
Operationen je ecine sphérische Pflasterung endlicher Gruppe I'
darstellt.

3) Das Teilsymbol D?, d.h. mit 0-, 1-, 3-Operationen, besteht aus
einer einzigen Komponente, welche den Flichenstabilisator I'2 bis
auf Konjugiertsein kennzeichnet.

4) Das D-Symbol D(Zr, M) gestattet keine solche Abbildung auf
ein kleineres D-Symbol D, die die o;-Operationen i € I und die
Matrix-funktion erhalt. Dies bedeutet, dal die Gruppe I' maxi-
mal ist, also der Isomorphismus I' = Aut 7 besteht.

Geometrisch ausgedriickt, miissen wir diejenigen simplizia.l Zusamimen-
geklebten Fundémentalbereiche F auffinden (bis auf aqulvamante Mod-
ifikation), wo l\

a) die Simplexe in F mit 0-, 1-, 2-, 3-Labellieru1"1‘gen \iiérsellen sind;
b) die mit 3 labellierten Flachen der Simplexe eine peﬁta_gonale Fia-

che eines kombinatorischen Dodekaeders (eventuell von beiden
Seiten her) stiitzen;

c) die Flichenidentifikationen des Fundamentalbereiches F eine sol-
che Gruppe I' erzeugen, wo alle Stabilisatgren der'0-, 1-, 2-, 3-
dimensionalen Simplexelemente endlich sind;

d) die so gewonnene Gruppe I' zu der Automorph_lsmengruppe der
Pflasterung aquivariant ist.

Schlieflich kommen wir zu einem Kriterium tiber die Realisierung
im Bolyai-Lobatschewskischen hyperbolischen Raum H®: Die kombina-
torische Pflasterung (T,T) muf in H® metrisch sein, d. h _mitiels einer
Bewegungsgruppe T realisiert werden kénnen.

Die Forderung der Maximalitat hatte die relativ-wenigen Fille
impliziert.

Zum Beispiel ist in Abb. 1.1 die Pflasterung, die zum Fundamen-
talbereich AgA2A;A4; und der Rotationsgruppe I'; mit b- symbol D;
gehort, nicht maximal, wie dies auch die Abbildung Drs— D, zeigt.
Viele analoge nicht-maximalen Fille konnten mit Hilfe des Computer-
programms von D. Huson ausgeschloBen werden. Diese Fille konnen
durch unsere maximalen Pflasterungen auch reproduziert werden.

Damit ist der Hauptsatz vollsténdig bewiesen. ¢
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Abstract: Some linear classification results for the spaces Cp(X) and Cr(X)
are proved.

0. Introduction

If X is a space then Cp(X) denotes the set of all continuous real-
valued functions on X with the topology of pointwise convergence. We
write C7(X) for the subspace of Cp(X) consisting of all bounded func-
tions. R stands for the usual space of real numbers, I for the unit seg-
ment [0,1], @ is the Hilbert cube [—1,1]* and s is the pseudointerior
(—1,1)* of Q. We will consider also the spaces o = {{t;,%5,...) € @ :
:1; = 0 for all but finitely many ¢} and © = {(¢1,%2,...) € Q¥ : t; =
for all but finitely many :}.

In [11] some linear topological classification results of the spaces
Cp(X) and C;(X) are given. Using the ideas of [11] we prove in this
paper that Cp(X) ~ Cp(Y") provided ¥ is one of the spaces 7, &, s x &
and X is a manifold modeled on Y. Here the symbol "~" stands for
linear homeomorphism. A similar results are also proved for the spaces

Cs.
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1. Preliminaries

All spaces under discussion are Tychonoff and all mappings be-
tween topological spaces are continuous. By L,(X) is denoted the dual
linear space of C,(X) with the weak (i.e., pointwise) topology. It is
known that

i=1

k
LX) = {Zalﬁz; ta; €ER— {0} and z; € X for each i < A} .

Here 6, is the Dirac measure at the point z € X. We denote

k k
Poo(X) = {Z a;bz; 1 a; € (0,1) for each 7 and Zai :1}

Ji=1 y i=1 ¢

k

and supp (€) = {x1,...,2z¢}, where £ = 3 a;6;, € L,,(X)“

i=1

Let A be a closed subset of a space X. Consider the foUowmg
conditions:

(i) there is a continuous linear extension operator u : Co(d) —
— Cp(X) (recall that u : Cp(A) — CH(X) i5 an extension op-
erator if u(f)|A = f for every f € Cp(4));

(i) there is a continuous linear extension opefator u : Cp(d) —
— Cp(X) and a positive constant ¢ such that ||u(f)]|| < c||f]]
for every f € C;(A) (here [|l£]] is the suprgmum norm of f):

(iii) there is a regular extension operator u : C p(A4) = Cp(X) ie. acon-
tinuous linear extension operator u with u(lA) =lxandu(f)>0
provided f > 0.

A is said to be l-embedded (resp., £*- embedded) in X if the con-
dition (i) (resp., the condition (ii)) holds. If (iii) is satisfied then A is
called strongly £-embedded in X. Dugundji [5] proved that every closed
subset of a metric space X is strongly {-embedded in X (he did not
state this explicitly in this form). It is known (see [1], [4]) that A is
{-embedded (resp., strongly-embedded) in X if and only if there is a
mapping 7 : X — L,(A) (resp., 7 : X — Py(A)) such that r(z) = 6;
for every z € A. Such a mapping will be called an L, -valued (resp.,
a Peo-valued) retraction. Every L,-valued retraction r : X — L,(A)
defines a continuous linear extension operator u, : Cp(A4) — C,{X) by
sctting u(f)(z) = r(z)(f). If the operator u, satisfies the condition
(i1), r is said to be a bounded L,-valued retraction.
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Let u: Cp(A) — Cp(X) be a continuous linear extension operator.
Then the mapping v(f,g) = u(f) + ¢ is a linear homeomorphism from
Cp(A) x Cp(X; A) onto Cp(X), where

Cp(X;4) = {g € Cp(X) : g|A = 0}.

Analogously, if 4 is £*-embedded in X then Cy(4) x C’*(X A) is
linearly homeomorphic to C}(X).

Let X be a family of bounded subsets of a space X (i.e. f|K is
bounded for every K € K and f € C,(X)) and E be a linear topological
subset of Cp(X). Then we set:

(IIEYe ={(f1,--., fn,...) € E® :1isznllfn|]K =0 for every K € K}

and

(ME)x ={(f1,--- s ) € (TE)k : sup || fnl] < oo}

(IIE)x and (IIE)} are considered as topological linear subspaces
of Cp(X)”. We write (IIE), and (IIE); (resp., (IE). and (ILE)?) if
K is the family of all bounded (resp., of all compact) subsets of X. In
the above notations || f||x stands for sup{|f(X)|: z € K}. Let us note
that if X is pseudocompact and F is a linear subset of Cp(X), the space

(M) = {(fyy- - far--) € B : T || fu] = 0}

is considered in [6].

2. The spaces C,(X)

Lemma 2.1. Let X be one of the spaces o, T, s x 8. Then Cp(X) ~
~ Cp(X)Y ~ Cp(cl x(U)) for every open subset U of X.

Proof. First we prove that Cp(X) ~ Cp(X)“. Consider X x N, where
N is a discrete infinite countable space. Then X x N can be embedded
as a closed subset of X (see [3]). Since X is metrizable, X x N is
{-embedded in X'. Hence

Cp(X) ~ Cp(X X N) x Cp(X; X x N) = Cp(X)* x Cp(X;X x N) ~

~ Cp(X ) x Cp(X) x Cp(X; X x N) ~
(X)) X Cp(X X N)x Cp(X;X x N) ~
~ Cp(X)¥ x Cp(X) ~ Cp(X)¥.

Now, let I/ be an open subset of X. Consider the open cover v =
={U,X—{a0}} of X, where 2y € U, and the constant map f : X — zo.



140 V. M. Valou

By ([3], Corollaries 6.1, 6.2, 6.3) there is a closed embedding b : X — X
such that f and A are y-close i.c. for every z € X there is V € v with
h(z), f(z) € V. Since f(z) = zy€X — {zo} for any = € X we have
h(z) C U. Hence, h(X) is a copy of ¥ which is closed in cl x(U).
Then

- G el x(U)) ~ Cyp(h(X) x Cp( el x(U); A(X)) ~

~ Gy(X) x Cy( el x(T); h(X))
On the other hand cl x(U) is closed in X, so
Co(X) ~ Gyl el x{U)) x Cy(X; el x (T).
Hence,

Col(cl x(U)) ~ Cp(X) x Cy{ cl x(U); h(X)) ~ -
T~ G X Gyl (U (X)) ‘ ’
C G X G X Gyl x (U)X A
/ ~GX) X Gyl x (U ~ W
~ (Co (el x(U)) x Co(X; L x(U)° x Co(cl x(T)) ~
~ Cop( el x(U))* x Cp(X; el x (U} ~

~ (Cp( el x(U)) x Cp(5 el x(U)))* ~ Cp(K)” ~ Cp(X). ¢
Remark 2.2. By similar arguments one can prove that if X = £,(7)
and U is open in £y(7) then Co(X) ~ Co(X)™ ~ Cp(cl x(U)). Here
£5(7) is the Hilbert space of weight 7 > w. '

Let f be a mapping from a space X onto a space Y. Recall that a
continuous linear operator Cp(X) — C5(Y) is said to be an averaging
operator for f if u(h.f) = h for every h € Cp(Y).'If f admits a regular
averaging operator u : Cp(X) — Cp(1") we can define a mapping r :
1Y — Poo(X) by the formula r(y)(g) = u(g)(y). The mapping r has
the following property [4]: supp( r(y)) is contained in f~1(y) for each
y € Y. Conversely, if there is a mapping r : Y — Py(X) such that
supp (1(y) C f~(y) for every y € ¥, the formula u(g)(y) = r(y)(g)
defines a regular averaging operator u for f- It is easily seen that ifu is a
regular averaging operator for f, the mapping v(g) = (u(g), g — u(g).f)
is a linear homeomorphism from Cp(X) onto C,(Y) x E, where

E={g—u(g).f:g9€Ch(X)}.
Proposition 2.3. ILet v = {Us : @ < 7} be an infinite locally finite
Junctionally open cover of a space X of cardinality . Suppose there is
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a space Y with Cp(cl x(Us)) ~ Cp(Y) for each a < 7. Then Cp(X) ~
~ Cp(Y)" provided X contains an £-embedded copy of a topological sum
> Fo such that Cp(Fy) ~ Cp(Y) for every a < 7.

alT ’
Proof. For every a < 7 take an f, € Cp(X) such that f3;1(0) = X—U,
and fo > 0. Without loss of generality we can supposethat ), fo =1

alrt

because 7 is a locally finite cover of X. Define f € C, ( b clx(Ua)>

alT

such that flcl x(Us) = folclx(UD,) and consider the natural map-
ping p: ». clx(Uy) — X with all finite preimages. Let r : X —

alT

— Py (Z clx(Ua)> be defined by r(z)=>_{f(y)éy:y € p~(z)}. It

a<lT
is easily seen that r is continuous and supp (r(z)) Cp~*(z) for every z €

€ X. Thus there is a regular averaging operator u:Cp| > cl x(U,,,)) —
a<l7T

— Cp(X) for p. Hence, Cp (Z clx(Uo,)) ~ Cp(X) x E where E is

a<T

a linear subspace of Cj (Z cl X(Ua)>- Since ), Fy is £-embedded

a<lT alT

in X we have Cp(X) ~ Cp (Z Fa) x Cyp (X; > Fc,). Observe that
a<lT alT

Cyp (Z(: ch(U&)> ~ I(I_C'p(clx(Ua)) ~ Co(¥) ~ Cp <; Fa>.
Now, using the technique of Pelczynski [9] and Bessega [2] we have

CP(X) ~ Cp (Z Fa> X Cp <}{; ZF") ~

a<lr a<lT

~ Co(1) % Cp <X; > Fa> ~

a<lT

~(Cp(Y) X .. Cp(¥) %) x Cp(Y)T x Cp (x; > F,,) ~
. a<T

~(Cp(Y) x . Cp(Y) x ... ) x Cp(X) ~
~(CpXYX Ex...Cp(X)x E...) x Cp(X) ~ Cp(X)* x B ~
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~(Cp(X) X E)* ~ G (Z cl X(UG)> ~Cp(Y )T =Cp(Y). 0
a<lr

Theorem 2.4. Let X be a metrizable space of weight 7 > w. Suppose

-

X admits an open cover by sets homeomorphic to open subsets of Y,
where Y 1s one of the spaces 0, 3, s € X, l(7). Then Cp(X) ~ Cp(Y)".
Proof. Since every point of ¥ does not contain a compact neighbour-
hood in Y the space X can not be compact. So there is a locally finite
open cover {Uy : a < 7} of X of cardinality 7 such that cl x(Uy)
1s a regularly closed subset of Y for every @ < 7. On the other

hand X contains as a closed subset a topological sum > F, of reg-
alT
ularly closed subsets Fy of Y. Then, by Lemma 2.1 and Remark 2.2,

Co(cl x(Uyq)) ~C (F ) ~ Cp(¥) for every a < 7. Hencej by Prop. 2.3
Cp(X) ~ Cp(Y)". 1\
Remark 2.5. C’,,(E) is not homeomorphic to C (s x S)and Cp(o) s
not linearly homeomorphic to Cp(X). i

The first assertion follows from the observation that £ is o-com-
pact and s X ¥ is not o-compact and the following result of Okunev [7]:
if Cp(X) and Cy(¥") are homeomorphic and X is g-compact then Y is
also o-compact. / '

Assume Cp(X) ~ CP(O'). By a result of Pestov [10] we have & =
o
= |J V% such that:

=1
(i) each Y; is closed in X;
(i) for any 7 and any y € Y; there is an open neighbourhoed V of y in
Y; such that V is a union of finitely many its closed subspaces Ay
which can be embedded in o. '

Since X contains a copy of (2, there is an m such that Y7, also contains
a copy of Q i.e. Q C Y;,. It follows from (ii) that for every y € Q C Yo,

there exists an open neighbourhood V of y in @ with V U Ay,

where each Ay is closed in V and can be embedded in cr\ But V is
a complete metric space, so Int y(Aw) # @ for some k') Thus Ay,
contains a copy of (). Consequently o contains also a copy of J. Hence
@ is a union of countably many finite-dimensional compacta because o
is a such space. It is well known that this is not possible. Therefore
C,(Z) is not linearly homeomorphic to Cp(o). ©
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3. The spaces C}(X)

Lemma 3.1. [11]. Suppose X is a metric space. Then Co(X;xI) ~
~ (IICH(X x I))z.
Corollary 3.2. Let X be one of the spaces o, ¥, s X %, L(r). If
Y = ) X is a topological sum of A\ many copies of X, where A > w,

a<A }
then C;(Y) ~ (Ie;(v):
Proof. Since X x I is homeomorphic to X we have that ¥ x I is
homeomorphic to ¥. Thus, by Lemma 3.1,

C3(¥) ~ C(Y x I) ~ (MC(Y x D) ~ (MCL(¥))Z. 0

Lemma 3.3. [11]. Let {X, : & < 7} be an infinite family of spaces such
that each X is closed in a metric space Y and contains o closed copy

Yo of Y. Then Cy (Z YQ> ~ (HC’;‘ (E Xo,)): ~ Cy (Z XQ>

a<lT alr alrt

(5 ()
Proposition 3.4. [11]. Let {Uy : o < 7} be an infinite locally finite
functionally open cover of a space X. Suppose there is a space Y such

that CHY) ~ C: (Z cl_x—(Ua)> ~ (nc; (E ch(UQ)>>:. Then

alT a<lT
Co(X) ~ C5(Y) if X contains an £*-embedded copy of Y.
Theorem 3.5. Let X be a metrizable space of weight 7 > w. Suppose
X admits an open cover by sets horneomorphic te open subsets of Y,
where Y 15 one of the spaces o, I, s x X, L(r). Then CHX) ~

~Cs (c!};r Y) .
Proof. Let {U, : a < 7} be a locally finite open cover of X of cardi-
nality 7 such that cl x(Uy) is a regularly closed subset of ¥ for every

a < 7. By Cor. 3.2 we have Cj (Z Y> ~ <HC; <E Y)) . Since

a<lT a<lT
each set cl x(Uy) is closed in ¥ and contains a closed copy of Y, it

follows from Lemma 3.3 that

Cy (Z ch(U,,)> ~ (HC; (Z clx(Ua)>> ~C3 (; Y) )
alT a<lT c a<lT

Obviously X contains a closed copy of Y. Y. Thus, by Prop. 3.4,
’ a<lT
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Cy(X) ~ C: (z Y). 0

a<T
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Abstract: The motion of a p-parametrical robot-manipulator is expressed,

its velocity and acceleration operators are found. In particular, three para-

metrical robot-manipulators with only rotational axes are considered. All

robot-manipulators of this type, which have one component of Coriolis accel-
, eration equal to zero at each position are found,

- 1. Introduction

In this paper we shall study the motion of robot-manipulators. We
express the axes of a robot-manipulator using Pliicker coordinates and
we shall calculate the velocity operator and the acceleration operator
for instantaneous position of robot-manipulator.

Let us have the Euclidean space E3 with a system of Cartesian
coordinates (:1:1,:152,1:3). Let P = A+ A% be a straight line in Ej.
Pliicker coordinates X = (Z;9) of the straight line P consist of the pair
(%; 7) where % is the un;t vector of P and § = 4 x 7.

Let r(¢0) be a matrix of the revolution around the line X=A+)z
where ¢ is the angle of revolution. The expression of this revolution is

r(e) = (i 2)

where v is an orthogonal matrix and ¢ is g column matrix. For the
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derivative of r(¢) we have r'(p) = r'(0)r(v) and we can write the
matrix 7'(0) in the following form

0=( 1)

where #'(0) = , ' (O) = I. Here we have used the following identifica-
tion

0 ~I3 Iy I
’)/,(0) = I3 0 T <= | 9 | = 7.
—Ty i 0 I3

The matrix r'(0) can be identified with Pliicker coordinates of the axis
of revolution r(¢) and we have r(0) = x = (%, 7).

A robot-manipulator with p-degrees of freedom is a product of p-
revolutions arpund p-axes yi, x2,. .. Xp which are given'by their Pliicker
coordinates X; = (Zi;9:). The motion of the end-effector of this robot-
manipulator is expressed by the matrix g(1, @a; . .. 39p) = r1(p1) -
r2(92)...7p(p,), where ri(tp1) is the matrix of the revolﬁtidnﬁa‘round Xi-
If ¢; = ;(t) are functions of time ¢ we obtain a one-parametric motion
of the end-effector 9(t) = r1(pa (1)) - ra(p2(t)). .. rp(gap(t))..:fTrajectory
of a point 4 of the end-effector is Alp1,02...0,) = 9(t) AT See [2].

2. Velocity and acceleration opeff/ators for robot-
manipulators

Let Q be the velocity operator of g(t), §'be the acceleration opera-
tor of g(¢). This means that va =A, a4 = A, where v 4 is the velocity
of the trajectory of 4 at A and a4 is the acceleration of the trajectory
of Aat A. Computation yields ) = 997 0=0"+Q2. If we express {2

r
for a p-parametrical robot-manipulator we obtain ) — >~ Yiv; where Y;

=1
is the instantaneous position of i-th axis and v; is the angular velocity
of r;(i(2)); v; = %‘%. For the derivative of Q we have

' - ! " ~t a - dv; ‘.\
Q= (ZIYI "Ui> = 2_;5'5 'W“l‘;Ii’E‘;
We can split the acceleration operator into three parts:

(1) Q2 is the centrifugal acceleration:

P
(2) X7 Yie; is the Euler acceleration where ¢ = 9% is the angular

=1
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afcelcra.tion of ri(i(%));
(3) XY= 3 Vix Y;viv; is the Coriolis acceleration where Yi x
i=1 1< =1
Y; is the cross-product of Pliicker coordinates of ¥; with ¥;. Sce [1].
Let us consider the Coriolis acceleration for 3-paramctric robot.
manipulators with rotational axes X1,X2,X;5. Let the instantaneous
position of these axes be Y1,Y32,Y3. Then the Coriolis acceleration C is
C=Y1 xYaviv2 + ¥1 x Yavjvg + V) x Y3vq0;.
Let 4
}/’1 — (f,;g,), },—2 — (Ii/l,g”), ),:3 — (fl//,z,?'”)-
We define (Y;,1;) = z'y"+y'z" as ascalar product in the 6-dimensional
space of Pliicker coordinates. Let V1 denote the vector space generated
by ¥1,¥,,Y; and V, be its orthogonal complement. It follows that the
Coriolis acceleration has two components: C} into V3, C, into Va.
Let us find all 3-parametrical robot-manipulators with the com-
ponent C; = 0 at all positions. Y1,Y2,Y5 is the base of V1 and therefore
we must have ' :

) (11,C) =0, (¥3,C) =0, (¥3,C) =0. "

(1) leads to
the equation
(¥, Y, x ¥) =0.
We shall ex-
press this con-
o, dition in coor-
dinates. Let us
choose the co-'
ordinate system
(sce Fig. 1) in
the fixed space.
The Plicker co-
ordinates of the -
axes X, Xq, X3

i

z

X
+
!
!
I
I

are:
Fig. 1
—sina; d;cosoy 0 0
A= 0 dsina; |, X,=1{0 0 ,
cosa; d;sin @ 1 0
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—sinas dycos ay
4X'3 = 0 0
cosay  dpsinag
For the instantaneous axes Y1,Y3,Y; we obtain ¥; = X 1, Yo = X5,

—cos@gsinay  dy COS Py COS arp

Y35 = —singp;sinay dy sin vy cos an
COS ary dy sin ay
oY, . d(,Y.
vy xy, ABL vy o

Owa Opa
This shows that (17, ¥3) must be constant with respect to 2. Compu-
tation ylelds .

(Y1,Y3) = —dy sin o cos (3 cos g + dy ¢Os ary sin dip—

—d; cos @y cos y sin ay + dsin oy sin g sin ag + d; sén o] COS arp.

X -
The coefficients by cos s, sinw, must be zero alj‘,d therefore we
have the following conditions '

(2) dsina;sinay =0, dysin a1 cos arg + dg cos o sinay = 0.
There are three possibilities for the axes XN, X,, X 3 of a 3-parametrical
robot-manipulator: / )
(a) If sinay = 0, then d; cos aysinas; = 0. From dy = 0 follows that
the axes X1, X, coincide.
(b) From sinay = 0 follows that the axes Xy, X5, X3 are parallel.
(c) I sina;siney # 0 then d = 0.
From (2) we get
(3) dy cot ay + dy cotay = 0.
It means that the axes X1,X5, X3 have a common perpendicular and
satisfy the condition (3). From these considerations we see the following
Theorem 3. 3-parametrical robot-manipulators with three rotational
azes X1, Xy, X3 have the component Cy of the Coriolis acceleration
equal to zero in the following cases: \
(1) the azes X1, X, or X5, X3 coincide; )
(2) the azes X1, Xq, Xy are parallel; .
(3) the azes X1, X4, X3 have d¢ common perpendicular and satisy (3).
Remark. Let X;,X,,X; be axes of the robot-manipulator from the
case (c). Let us denote by X5 the straight line defined analogically to X,
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with the angle oy substituted by —ay. Then X7, X3 are conjugated po-

lars of the linear complex with axis X, and parameter vy = d;tan o] =
= —dytan as.
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In our paper (Math. Pannonica, 3/2 (1992), 3-15) in-the final
paragraph of the proof of Th. 4 the sentence “If B has a finitely gener-
ated subring (z1,...,2,) (we may assume all z; are potent elements),
-+, 58y M.”, contains invalid arguments, and must be replaced-by: “If
B has a finitely generated subring, say V', we may, in view of Lemina
1in [1], select a maximal element in the set {CaB: neN, V"¢ C}
say M.”
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